Apostila - Inferéncia baseada na Verossimilhancga
Professor: Wagner Hugo Bonat - LEG/UFPR

1 Introducao

Este texto se refere a inferéncia estatistica baseada na funcao de Verossimilhanca. Pretende
ser um guia inicial a alunos de graduacao em estatistica. O texto apresenta os principais
fundamentos da inferéncia, e alguns exemplos de aplicagoes. Todo o texto vem acompanhado de

figuras e cddigos computacionais desenvolvidos em linguagem R, para facilitar o entendimento.

1.1 Algumas definicoes

e Estatistica - a ciéncia que extrai informagoes de um conjunto de dados.

e Amostra - os dados a serem analisados.

e Populacgao - o universo do qual as amostras foram retiradas.

e Inferéncia - o processo de usar a amostra para dizer algo sobre a populacao.

e Amostra aleatoria - amostra obtida por um mecanismo aleatério bem definido.Denota-
se os membros da populacao de 1 a N, diz-se entao que foi retirada uma amostra aleatéria
de tamanho n, escolhendo n de NV possiveis valores de tal forma que todas as (]T\Z ) amostras

possiveis que sao igualmente provaveis.

e Amostra pseudo-aleatéria - algum tipo de mecanismo que comporta-se como uma

amostra aleatoria.

e Modelo - uma representacao matematica de um mecanismo que assume-se como gerador

do conjunto de dados.

e Modelo probabilistico - um modelo em que o mecanismo gerador de dados incorpora

um elemento aleatorio.



e Parametro - uma quantidade aparente do modelo, cujos valores nao podem ser men-

surados diretamente mas que podem ser estimados através dos dados. Denota-se por

0.
e Espaco paramétrico - o conjunto © em que 6 assume valores.

e Verossimilhancga - um principio feral que pode ser usado para estimar parametros efi-

cientemente, e saber o quanto boa sao as estimativas.

1.2 Exemplo motivacional

Considere o problema de inferir sobre o parametro # de uma distribuicao Binomial. Este prob-
lema aparece sempre que deseja-se estimar a proporcao de individuos de uma dada populacao
com alguma caracteristica de interesse. Exemplos comuns sao: proporgao de pessoas que tem
intencao de votar em um determinado canditado, proporcao de pecas defeituosas em um lote,
proporcao de individuos com um trauma dentario ou qualquer outro tipo de doencas, entre
outros.

Para comecar vamos sortear um determinado 6 que sera o parametro populacional, nesta
situacao hipotética conhecido. Sabemos antes de qualquer coisa que o parametro 6 da Binomial
s6 pode tomar valores no intervalo 0 a 1 o que configura o seu espago paramétrico. Isso

equivale a simular um valor de uma distribui¢do Uniforme U(a,b) com a =0e b= 1.

> set.seed(100)

> theta <- runif(1, min = 0, max = 1)

Uma vez conhecido o pardmetro da distribuicao, podemos simular amostras aleatorias
desta distribuigao. Para melhor explorar as idéias vamos tomar amostras de diferentes taman-

hos. Para simular de uma distribuicao Binomial, usamos os comandos abaixo:

> amostralO <- rbinom(10, size = 1, prob = theta)
> amostra30 <- rbinom(30, size = 1, prob = theta)
> amostrab50 <- rbinom(50, size = 1, prob = theta)

> amostralO00 <- rbinom(100, size = 1, prob = theta)

> amostral000 <- rbinom(1000, size = 1, prob = theta)
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O problema geral da inferéncia é encontrar um ou mais valores plausiveis para 6 baseado na
amostra observada. O passo inicial para isto é lembrar do conceito de distribui¢ao conjunta.
No caso B(1,60) que estamos considerando é equivalente a n ensaios de Bernoulli, sendo n o

tamanho da amostra. Temos que a distribuicao conjunta fica dado por:

p(g)zﬁ(n)mi(l—ﬁ)lmi, xr=0,1 0<0<1 (1)

:U.
i=1 ?

Podemos escrever uma funcao em R para calcular os valores desta distribuicao conjunta.

> conjunta <- function(amostra, theta) {

+ saida = prod(theta"amostra * (1 - theta) (1 -
+ amostra))

+ return(saida)

+ }

Esta mesma funcao pode ser escrita em logaritmo neperiano, isto é muito importante para
evitar problemas numéricos e em muitos casos é a tnica forma de conseguir avaliar a funcao

em todo o espago paramétrico. Passando o logaritmo na expressao 1 temos,

log(p(z)) = Z z;log(6) + Z(l — ;) log(1 — 0) (2)

Novamente escrevemos uma fungao R para avaliar a distribui¢ao conjunta em logaritmo.

> log.conjunta <- function(amostra, theta) {

+ saida <- sum(amostra * log(theta)) + sum((1 -
+ amostra) * log(l - theta))

+ return(saida)

+ }

Para verificar que as fungoes foram escritas corretamente

> conjunta(amostralO, theta = 0.5)

[1] 0.0009765625



> log.conjunta(amostralO, theta = 0.5)
[1] -6.931472
> log(conjunta(amostralO, theta = 0.5))

[1] -6.931472
> exp(log.conjunta(amostralO, theta = 0.5))
[1] 0.0009765625

Podemos interpretar estes valores como a plausibilidade ou possibilidade de um determinado
6 que neste caso foi usado arbitrariamente 6 = 0.5 ter gerado a amostra observada. Observe
que apartir deste momento a amostra ¢é fixa uma vez que ja foi observada, e que neste caso
podemos avaliar a plausibilidade de diversos valores de 6 a fim de encontrar o mais plausivel
de ter gerado a amostra observada.

Note que a distribuicao conjunta é uma funcao da amostra, porém a estamos olhando
em funcao de 6 e neste caso a nova funcao ganha o nome de funcao de verossimilhanca.
Encontrar o valor que maximiza a fungao de verossimilhanga é o objetivo fundamental da
inferéncia baseada em verossimilhanca, ou seja, o objetivo é encontrar o valor de 6 mais plausivel
de ter gerado a amostra observada. O gréafico da figura 1 mostra a funcao de verossimilhanca
para o nosso exemplo.

Para isto primeiro vamos escrever a funcao de verossimilhanga para o modelo de estamos

propondo:

> verossimilhanca <- function(theta, amostra) {

+ vero <- prod(dbinom(amostra, size = 1, prob = theta))
+ return(vero)
+ }

Uma vez feita a funcao podemos avalid-la em todo o espago paramétrico e verificar através
de uma gréfico qual o valor de # que trna a funcao méxima. Vamos executar este procedimento
para os diferentes tamanhos de amostras considerados, para verificar qual o impacto que este

tem sobre a funcao de verossimilhanca.



> grid.theta <- as.matrix(seq(0.001, 0.999, 1 = 1000))

> verol0 <- apply(grid.theta, 1, verossimilhanca, amostra = amostral0)

> vero30 <- apply(grid.theta, 1, verossimilhanca, amostra = amostra30)

> vero50 <- apply(grid.theta, 1, verossimilhanca, amostra = amostra50)
> verol00 <- apply(grid.theta, 1, verossimilhanca,

+ amostra = amostral00)

> verol000 <- apply(grid.theta, 1, verossimilhanca,

+ amostra = amostral000)
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Figura 1: Funcao de verossimilhanca por tamanho de amostra.

A figura 1 mostra que diferentes amostras levam a diferentes localizagdes do ponto de méx-
imo, e também a diferentes graus de curvatura ao redor deste ponto. No decorrer do curso sera
visto como usar estas informacoes para estimar o valor de 6, obter intervalos de confianca e

fazer teste de hipdteses sobre os parametros sendo estimados.



2 Revisao dos conceitos basicos de probabilidade

2.1 Distribuicoes discretas
Funcao de probabilidade denotada por p(x) = P(X = x)
e Distribuicao Binomial X ~ B(n,0)

T

p(ﬁ)Z(n)Gx(l—H)”‘””, z=0,1,....n e 0<06<1

e Distribuicao Poisson X ~ P(#)

—091
p(w):& r=0,1,....n e 0>0
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2.2 Distribuigoes continuas

Funcao distribui¢ao de probabilidade F(x) = P(X < x).
Funcao densidade de probabilidade f(x) = F'(z) = P(
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e Distribuigao Normal X ~ N(u,o?)

1

1
flx) = (27“72)75 exp @2 o< au<oo, e 0>0

e Distribuigao Gama X ~ I'(k, )

1
flz) = Wekxk_l exp_ex, x>0 e k,0>0

e Distribuicao Exponencial X ~ I'(1,6)

f@)=0exp™®, >0 e >0

e Distribuicao Uniforme X ~ U(a,b)



2.3 Esperanca
e Caso discreto - E[h(X)] = > h(z)p(z).
e Caso continuo - E[h(X)] = [ h(z)f(z)dx.

o E[X]=p V[X] = E[(X — )% = 0% e SD[X] = \/V[X] = 0.

2.4  Variaveis aleatdrias bivariadas
e Fungao de probabilidade conjunta p(z,y) = P(X =z,Y = y).

e Funcao de densidade de probabilidade conjunta

P((,y) € A) = / f(,y)dady

e Covariancia COV[X,Y] = E[(X — u)(Y — )]

COVI[X,Y]

e Correlacao p = TV

e Independéncia - (X,Y') sao independentes <= p(x,y) = py(x)p,(y),¥(z,y).

2.5 Teorema Central do Limite

Seja T = EH:TII , onde X; sdo independentes com E[X;] = pe V[X;] = 02 ¢ Z, = Y21
entdo Fz] =pe V(z] = % e Z, ~ N(0,1) quando n — oc.
Uma outra forma deste teorema ¢é

jNN(M’E)

Este teorema nos diz que podemos usar a distribuicao Normal para aproximar a distribuicao
de z, independente de qual seja a distribuicao de X — i. Como sera visto no decorrer do curso,
este resultado servira para provar muitos dos resultados mais poderosos sobre estimacao de

parametros em modelos estatisticos.



3 Estimacao de parametros

Considere n variaveis aleatorias independentes X; com fungao densidade ou probabilidade dada

por

p(z;0) = P(X; = x)

onde # é um parametro.
Os dados sao um conjunto de vaores realizados x;, ou seja, x; é uma amostra aleatéria

proveniente da distribui¢ao com fp ou fdp p(z; ). Denota-se isto,

X:(XDXQy"'aXTL)v £:<I’1,Z’2,...,I’n)

Definicao 1 (Estatistica) Uma estatistica é uma varidvel aleatéria T = t(X), onde a

fungao t(.) nao depende de 6.

Definicao 2 (Estimador) Uma estatistica T é um estimador para 8 se o valor realizado

t =t(z) é usado como uma estimativa para o valor de 6.

Defini¢ao 3 (Distribui¢ao amostral) A distribui¢ao de probabilidade de T é chamada de

distribuicdo amostral do estimador t(X).

Exemplo 1 Seja p(x;0) = %, x=0,1,2,.... Considere as sequintes estatisticas
1Lot(X)=n"" 30 X
2. ty(X) = X,
8. t3(X) =0, w; Xy, para w; nimeros reais pre-especificados

4o t(X) =n7t 300, XP
Quais sao bons estimadores para 0 ?
Definicao 4 (Viés) O wviés de um estimador T € a quantidade B(T) = E(T'—0). O estimador

T € dito nao-viciado para 6 se B(T) =0, tal que E(T) = 6. O estimador T € assintéticamente

nao-viciado se E(T) — 0 quando n — oc.



Definicao 5 (Eficiéncia relativa) A eficiéncia relativa de dois estimadores nao-viciados

, . V(T
T, eTy € a razao re = VT

Defini¢ao 6 (Erro quadratico médio) O erro quadrdtico médio de um estimador T' €

a quantidade

EQM(T) = E[(T - 6)*] = V(T) + B(T)’

Defini¢ao 7 (Consisténcia) Um estimador T' é médio quadrdtico consistente para 0 se
o EQM(T) — 0 quando n — oo. O estimador T é consistente em probabilidade se

Ve >0,P(|T—0|) >¢) — 0, quando n — oo.

e Fracamente falando, se T' é um estimador consistente, entao 7" — 6 quando n — oc.

e Uma necessidade minima para um bom estimador é que E(T) — 6 ¢ V(T') — 0 quando
n — o0o. Ou seja, que o estimador seja médio quadratico consistente. Maxima eficiéncia,
é atingida quando a V(T') é tao pequena quanto possivel, sujeita a condi¢oes de nao-viés

assintotico.

e O ideal é poder encontrar um estimador assintéticamente nao-viciado que tenha a menor

variancia possivel.

Exemplo 2 Seja X ~ B(1,0), proponha um estimador para 0, este estimador é nao-viciado ¢

3.1 O método dos momentos

Para uma amostra aleatori X cuja distribuigao é indexada por apenas um simples parametro

0, a esperanca de X vai usualmente ser uma funcao de 6. Escreva isto como

Para uma amostra de n independentes realizagoes de X, digamos x; : i« = 1,2,...,n a

média amostral é



Se nos nao conhecemos 6, nos podemos usar ¥ como guia para estimar um de p. Isto
também sugere que podemos estimar 6 pelo valor é, que ¢é a solugao da equagao T = u(é) Isto
é o método dos momentos.

Se existem dois parametros, 0, e 05, entao é usual que

E(X) = u(by,02)

V(X) = o*(61,0,)

Se nos definirmos a variancia amostral, s> = (n—1)"' >

1=

(z;—)?% o método dos momentos

estima 6 e 5 pelos valores 6; e 65, que resolve o seguinte sistema de equacoes,

Exemplo 3 O seguinte conjunto de dados é uma amostra de 10 independentes realizagoes de

uma varidvel aleatoria exponencial com funcdo densidade de probabilidade dada por
f(z;0) =0exp™™: 2>0

Estime 0 com os sequintes dados:

x; =1,2;0,5;3,1;0,8;1,5;5,3;1,6;0,2;1,6.
Exemplo 4 Se X ~ I'(k,0) tal que sua fun¢do densidade de probabilidade é
f(x;k,0) =T(k,0) "0 zFLexp™® . 2>0

, mostre que E(X) =% e V(X) = k.

S

Exemplo 5 Usando os mesmos dados do exemplo anterior, se assumimos o modelo X ~

['(k,0) com k e 0 desconhecidos, encontre os estimadores dos momentos ked.
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3.2 Estimacao intervalar

Dado um estimador 7" = ¢(X) para um parametro ¢, o valor observado ¢(z) é chamado de
estimativa pontual de §. Como 7' é uma varidvel aleatéria, o valor realizado ¢(z) muito
provavelmente nao serd o verdadeiro valor de 6, sendo assim, qual é o real valor de usar apenas
uma estimativa pontual 7

Uma melhor estratégia é construir um intervalo, digamos t;(z),t2(z), que apresente uma

certa confianca de conter o verdadeiro valor de 6.

Definicao 8 Um intervalo de confianca 100(1 — p)% para 6 é uma realizagdo de um intervalo

aleatorio t1(X),t2(X) com a propriedade que, qualquer que seja o valor atual de 0,
Pt (X) <0 <t:(X))=1-p
Comentarios

1. Um bom intervalo é aquele tao pequeno quanto possivel mantendo o mesmo valor de p

préoximo de zero.

2. A parte aleatéria da definigao esta em X, nao em 6. E sem sentido falar sobre a proba-

bilidae que o intervalo atual ¢;(z), t2(x) contém 6.

3. Convencionalmente, as pessoas tendem a usar p = 0,1, p = 0,05 ou p = 0,01, para dar

intervalos com 90%, 95% e 99% de confianga, respectivamente.
Exemplo 6 Suponha que temos uma amostra aleatoria X; ~ N(0,1), tal que
f(@;6) = (2m)72 expm2("
e que os dados sion =5; x; =2,8;1,5;3,0;2,3;3,2; sendo que Z?:1 x; = 12,8. Proponha um

estimador para 0 e construa um intervalo de confianca.

3.3 Quantidade pivotal

O ponto chave do exemplo anterior é que a variavel aleatéria Z é uma funcao de T e 6 cuja

distribuicao de probabilidade nao depende de . Uma variavel aleatéria deste tipo é chamada
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de pivotal. Uma vez encontrada a quantidade pivotal, e sua distribuicao de probabilidade,

podemos trabalhar como os ntimeros reais a e b tal que
Pla<Z<b)=1-—p

onde p é escolhido para um dado nivel de confianca. Entao, manipulacoes algébricas convertem

o par de desigualdades

para o par de desigualdades

Finalmente, plugando os dados observados para obter os valores realizados de t; e t; no

lugar de T3 e T3 da o intervalo de confianga. Note que neste processo, o par (a,b) nao ¢é unico.

Exemplo 7 Seja f(x;0) = 671 . 0 < x < 6. Encontre a distribuicio de T = max(X;).
Assim, entre uma quantidade pivotal, Z, e calcule a funcdo distribuicao de Z. Derive um

método para obter uma intervalo de confianca para 0, e aplique para o sequinte conjunto de

dados:x; =0,7;1,3;1,1;0,4;0,8.

O método da quantidade pivotal é um tanto ad hoc no sentido de que ele nao te diz como
encontrar uma quantidade pivotal, vocé tem que usar a sua intuicao para encontrar Z para
um dado problema. Na préoxima secao nos vamos introduzir o conceito de verossimilhanga
e mostrar uma abordagem unificada para estimacao pontual e intervalar, com excelentes pro-

priedades.

4 Verossimilhanca

Nesta secao nos vamos apresentar um método geral de inferéncia que vai nos trazer bons esti-
madores pontuais e intervalares para uma grande dimensao de problemas praticos. O métodos

dos momentos faz isto ?
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Definigao 9 (Verossimilhanga) Suponha que os dados x sdo uma realiza¢ao de um vetor

aleatorio X com fp ou fdp p(z;0). A verossimilhancga para 6. dado dos valores observados

z, € a fungio L(0) = p(x; ).
Comentarios
e Pense em L(#) com uma medida do quanto compativel os dados x sao com o valor de 6.
e Se X; sao independentes com fdp ou fp comum, a L(6) = p(x1,0) ..., p(xs,0).

e [(0) pode ser pequena para todos os possiveis valores de §. Porém o que interessa para

inferéncia sao os valores relativos de L(f) para diferentes valores de 6.

Exemplo 8 Seja X ~ B(N,6), considere n = 10 e x = 8, escreva a fungdo de verossimilhan¢a

e desenhe seu grdfico.
O primeiro passo € escrever a funcao de verossimilhanca, que neste caso é muito simples
L(0) = (180) 0%(1 — )03
Podemos escrever esta fungao no R seguindo o cédigo abaixo

> vero.binomial <- function(theta, x, n) {

+ 11 = choose(n, x) * (theta"x) * (1 - theta) (n -
+ x)

+ return(11)

+ }

Com base na funcao é trivial desenhar o grafico, como mostrado abaixo.

Exemplo 9 Seja X; ~ I'(1,0) independentes, escreva a fun¢ao de verossimilhanca e desenhe
seu grafico. Considere o sequinte conjunto de dados,

r;=1,5;0,3;0,6;1,8;4,0;1,5;0,7;1,1;4,1;1,7.
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Figura 2: Fungao de verossimilhanca - Binomial n = 10 e z = 8.
Comecamos escrevendo a fdo de uma observagao
f(z;0) =f0exp™™: x>0
Como sao independentes a distribuicao conjunta de X é simplesmente o produto,
n
L(0) = H 0 exp i
i=1
Trabalhando um pouco esta equacao chegamos a
L(G)zz@"exp’eil;l“
Escrevendo esta func¢ao no R temos

> vero.exponencial <- function(theta, x) {

+ n <- length(x)

+ 11 = theta"n * exp(-theta * sum(x))
+ return(11)

+ }

Entrando com os dados,
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> x <-c¢(1.5, 0.3, 0.6, 1.8, 4, 1.5, 0.7, 1.1, 4.1,
+ 1.7)

Com a funcao de verossimilhanca e os dados podemos facilmente plotar o grafico como
mostra o coédigo abaixo.
> grid.theta <- as.matrix(seq(0, 2, 1 = 1000))
> vero <- apply(grid.theta, 1, vero.exponencial, x = x)
> plot(vero ~ grid.theta, type = "1", ylab = "Verossimilhanga",

+ xlab = expression(theta))

1.5e-07
I

milhanc:
1.0e-07
L

Verossimilhanga

5.0e-08
I

0.0e+00
I

0.0 05 1.0 15 2.0

Figura 3: Funcao de verossimilhanca - Exponencial.

Exemplo 10 Seja X; ~U(0,0): 0<ax <§6. Escreva a fungdo de verossimilhanca e desenhe

seu grdfico, considere o sequinte conjunto de dados.

r;=1,1;2,6;0,5;1,3;9,2;3,0;0,7;1,1;5,0; 1, 3.
A verossimilhanca é dada por
1[(0)=6"" :0>mazx(x;) e 0 cc
Escrevendo esta funcao em R
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> vero.uniforme <- function(theta, x) {

+ 11 <- ifelse(theta > max(x), prod(dunif(x, min = 0,
+ max = theta)), 0)

+ return(11)

+ F

Entrando com os dados e plotando o grafico,

2.0e-11 2.5e-11
I I

1.5e-11
I

ssimilhana

Vero
1.0e-11
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5.0e-12
I

0.0e+00
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Figura 4: Fungao de verossimilhanca - Uniforme.

4.1 Estimacao pontual usando a funcao de verossimilhancga

A funcao de verossimilhancga traz uma abordagem unificada para estimacao pontual e intervalar,
e pode ser mostrado que tém boas propriedades tedricas em uma grande variedade de situagoes

praticas.

Definicdo 10 Seja L(0) a funcio de verossimilhanca. O walor 0 = 0(z) ¢ a estimativa de

mdzima verossimilhanca para 6 se L(6) > L(0), V6.

Definicao 11 Se 0(z) ¢ a estimativa de mdzima verossimilhanca, entio 0(X) ¢ o estimador

de mdzima verossimilhanca.
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Comentarios
e O(x) é um numero real, uma particular fungao dos dados, z.
e J(X) é uma varidvel aleatéria.

e Nos vamos usar a abreviacao # para ambos, o contexto vai indicar o real sentido de 6.

Definicao 12 Se L(0) ¢ a fungdo de verossimilhanca, entdo 1(6) = log(L(6)) € chamada de

funcao de log-verossimilhanca.
Teorema 1 Uma estimativa de mdzima verossimilhanga também maximiza 1(0).

Prova: Segue do fato da funcdo log(.) ser monotona crescente.
Comentario: Apesar de matematicamente trivial, este teorema é muito importante opera-
cionalmente porque /() é usualmente uma fun¢ao mais facil de maximizar que L(#), e porque

poderosos teoremas sobre as propriedades de 6(X) envolvem I(f) ao invés de L(6).

Exemplo 11 X ~ B(n,0). Encontre o estimador de mdzima verossimilhan¢a para 6.
Exemplo 12 X; ~ T'(1,0). Encontre o estimador de maxima verossimilhanga para 6.
Exemplo 13 X; ~ U(0,0). Encontre o estimador de mdxima verossimilhanca para 0.

Ao aplicar o método de maxima verossimilhanca, vocé pode usar as ferramentas rotineiras de
célculo para maximizar a log-verossimilhanga sempre que L(6) for uma fungao diferenciavel em
f. Uma situacao geral em que a log-verossimilhanca nao é diferencidvel é quando o parametro
0 define a dimensao da distribuicao.

Agora vamos olhar uma outra idéia geral na estimacao de parametros, chamada suficién-
cia. Fracamente falando, a idéia por traz de suficiéncia é que em muitas aplicagoes, toda a
informagao sobre 6 em uma amostra de n observacgoes z; pode ser resumida por uma tnica

estatistica £(x).
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Defini¢ao 13 (Suficiéncia) Seja X = (Xy,...,X,,) tem distribui¢ao conjunta p(z;0) e seja
S = S(X) uma estatistica. Entao, S € suficiente para 0 se existe uma fungao g(.) e h(.) tal

que
p(z;0) = g(z)hs(z); 0
ou equivalentemente
log p(z;0) = G(z) + H(z;0)
onde G(.) =logg(.) e H(.) =logh(.).
Teorema 2 Se S ¢ suficiente para 0, entio 0(X) = 6(S).

Comentarios

e LEistatisticas suficientes nem sempre existem, mas quando existem tornam a vida mais

facil.

e Em um exemplo, vocé pode usar a definicao ou o teorema para encontrar uma estatsitica

suficiente, ou para mostrar que uma dada estatistica é suficiente.

Exemplo 14 Seja X; ~ N(0,1). Encontre uma estatistica suficiente e o estimador de mdzxima

verossimilhanca para 6.

Exemplo 15 X; ~ U(—0,0). Encontre uma estatistica suficiente para 6.

4.2 Estimacao intervalar usando a funcao de verossimilhanca

Definicao 14 Um intervalo de werossimilhanca para 6 é um intervalo da forma

~ A

0:1(0) > rl(0) ou equivalentemente, 0 : D(0) < ¢, onde D(0) = 2(1(0) — 1(0)) e c = —logr.
Comentarios

e O valor de r precisa estar no intervalo 0 a 1 para intervalos nao-vazios, assim ¢ > 0.
e Grandes valores de ¢ implicam em intervalos largos.
e Algumas vezes (mas nao sempre), o intervalo é a uniao de sub-intervalos disjuntos.
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Exemplo 16 Seja X; ~ P(6). Encontre uma estatistica suficiente e o estimador de mdzxima
verossimilhanca para 6. Para n = 10,25,100, e faca um grdfico da Deviance. Discuta como

vocé pode usar este grdafico para encontrar um intervalo de confianca baseado na Deviance.

L —6 e . N .
Primeira vamos lembrar que p(z;0) = 2% . 5 =0,1,.... Assim a funciio de verossim-

x!

ilhanca é dada por

exp~? 0%
L(0) = | | _—

;!
i=1 ¢

Para facilitar a derivagao tomamos a log-verossimilhanca,

[(0) = —nb + sum]_ x;log 6 — Z log z;!
i=1

Com isso é fécil ver que S = Y"1 | X; é suficiente para §. Também

I(0) = —n + —Zizl i

O que nos leva ao estimador de Maxima Verossimilhanca

0 — D iy Ti

n

Observando a segunda derivada

z"(&)—-%, <0 Vo

Mostrando que o ponto ¢é realmente de maximo. Para a construcao do intervalo baseado na

Deviance, temos que a deviance é dada por

D(0) = 2n(0 + z(logz — logf — 1))

Vamos fazer o grafico desta funcao para diferentes tamanhos de amostras provenientes de

uma P(f = 2). O primeiro passo é construir uma fun¢ao R com a deviance do modelo.

> deviance.poisson <- function(theta, media, n) {
+ dv = 2 * n * (theta + media * (log(media) - log(theta) -
+ 1))
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+ return(dv)

+ }
Segundo passo, vamos avaliar a deviance em uma grade de valores de #. Vamos fixar z = 2.

> grid.theta <- as.matrix(seq(1.5, 2.5, 1 = 1000))

> dev10 <- apply(grid.theta, 1, deviance.poisson, media = 2,
+ n = 10)

> dev25 <- apply(grid.theta, 1, deviance.poisson, media = 2,
+ n = 25)

> dev100 <- apply(grid.theta, 1, deviance.poisson,

+ media = 2, n = 100)

Terceiro passo, desenhamos o grafico.

15

1.0

Deviance

0.0
I

Figura 5: Func¢ao Deviance - Poisson.

Note que se vocé quiser construir um intervalo baseado na Deviance para uma particular
aplicagao, vocé nao precisa trabalhar algébricamente para encontrar os limites. Basta desenhar
o grafico de D(6) contra @ e tracar uma linha horizontal em uma certa altura c e ird obter os

limites desejados. Porém qual ¢ escolher é ainda uma pergunta a ser respondida.
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Antes de considerar esta pergunta, vamos apresentar o conceito de invariancia do estimador
de maxima verossimilhanca. Esta é uma importante propriedade deste tipo de estimador. Em
estatistica aplicada, nos sempre temos a escolha de trabalhar em diferentes parametrizacoes
de um mesmo modelo. Por exemplo, podemos trabalhar com N(0,5?) ou N(0, ¢). E interes-
sante que possamos estimar os parametros em uma parametrizagao adequada, porém podemos
ter interesse em uma outra parametrizacao, o principio da invariancia torna possivel, estimar
parametros em uma determinada parametrizacao e passar para outras que possam ser de inter-

esse.

Teorema 3 FEstimativas e intervalos baseados na wverossimilhanca sao invariantes a re-

parametrizacoes.

Exemplo 17 Considere 0 sequinte conjunto de dados: T =
-0, 08; -0, 16; -0, 03; —0,07; —0, 21; 0, 13; —0, 01; 0, 16; 0, 04; 0, 24.

Se X ~ N(0,0?) tal que o representa o desvio padrao de X, entdo
f(l', (7) _ (27]_)70,5 eXp70.5m2/02

e a log-verossimilhanca é
D1 T
i=1 Y

1[(0) = const — —

O grdfico da log-verossimilhanca é mostrado na figura 6, usando ¢ = 4, o intervalo para o €
0,093 <6 <0,22.
Se X ~ N(0,9), tal que ¢ representa a varidncia de X, entdo

F2:6) = (2m)°% exp 0510

e a log-verossimilhanca €

no 2
i=1Li

_COTLS—Z—
1(6) = const — ==

O grdfico da log.verossimilhanca é mostrado na figura 6, usando ¢ = 4, o intervalo para ¢ é

0,0087 < ¢ < 0, 0492

Relembre que ¢ = 6%. O que acontece se vocé tirar a raiz dos pontos finais do intervalo de

verossimilhanga de ¢ 7
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Figura 6: Invariancia caso Normal.

4.3 Estimador nao-viciado de variancia minima

Relembre que T' = ¢(X) denota um estimador para 6, o parametro da distribuicao de X, e que
T é nao-viciado se E(T) =6, V0.

Questao: Se nos queremos usar um estimador nao-viciado 7', existe um limite inferior para
sua variancia, V(T') = v(f) ? Caso exista nos podemos atingir este limite na prética ?

Para responder a esta questao, nos precisamos de alguns teoremas sobre a log-
verossimilhanga e suas derivadas com relagdo a 6. Até agora, nos temos tratado [(6) com
uma funcao de 6, com os elementos do vetor z fixados nos valores observados nos dados. Para
estudar as propriedades tedricas da log-verossimilhanca, nos precisamos relembrar que x ¢ uma
realizacdo de um vetor de varidveis aleatérias X, e considerar {(f) como uma familia de var-
iaveis aleatdrias indexadas por um parametro #. Para enfatizar isto, vamos usar uma notacao

aumentada [(0; X). Entao, o principal resultado desta se¢ao é o seguinte:

Teorema 4 (Cramér-Rao) Se T' é um estimador nao-viciado para 0 e 1(0; X € duas vezes

diferencidvel com respeito a 0, entdo
V(T) = 1/E[-1"(6; X))]
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Este resultado foi primeiro provado por Harold Cramér e C R Rao, e é chamado de limite
de Cramér-Rao. Para provar este teorema precisamos de uma definicao e uma dupla de

lemas.

Definicao 15 A funcao escore ¢ uma familia de varidveis aleatorias definidas, para cada

valor do parametro 0, como

d
Ud)=—=1(0; X
(6) = 106 X)
Lema 1 Seja X, :i=1,...,n varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas

com fun¢ao densidade ou probabilidae comum p(x;0). Entao
U(o) = 3 U0)
i=1

onde U;(0) sao varidveis aleatorias mutuamente independentes e identicamente distribuidas,

definidas como

d
Ui(0) = T log p(Xi; 0)

Lema 2 (i) E[(U(6)] =0, (ii) VIU(6)] = E [~ £51(X; 6)]

Exemplo 18 Seja X e X5 independentes, cada uma com func¢ao densidade de probabilidade
dada por
fx)=f0exp o: x>0

Seja T = 2min(X1, Xs).Mostre que T' € nao-viciado. Verifique se T atinge o limite de Cramér-

Rao. Encontre um estimador nao-viciado que atinja o limaite.

4.4 Propriedades do estimador e de intervalos baseados na verossim-
ilhanca

Primeiro, lembre-se que se X ~ N(0,0?) entao Z = (X — p)/o ~ N(0,1).

Teorema 5 Se Z; : i = 1,...,k sao varidveis aleatorias independentes N(0,1) entdo Y =

Z:+ Z2... 7% tem distribuicio Qui-Quadrado com n graus de liberdade. Denotamos isso

comoY ~ 2.
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Teorema 6 Se Y; : « = 1,...,k sao varidaveis aleatorias independentes Qui-Quadrado com
Y, ~ sz entio X = Y1 + ...+ Y, tem distribuicao Qui-Quadrado com Zle n; graus de
liberdade.

4.4.1 Distribuicao do estimador de maxima verossimilhanga em grandes amostras

Para provar os resultados gerais sobre as propriedades de é(& ) em grandes amostras nos pre-

cisamos assumir que as seguintes condigoes de regularidade estao satisfeitas:
1. O verdadeiro valor de # é um ponto interior do espaco paramétrico.
2. O valor do maximo da funcao sé é atingido por um 6.

3. As primeiras trés derivadas de I(f) existem em uma vizinhanga do valor de 6.

Definicao 16 A informacao de Fisher para 6 contida em X €

d2

J(0)=E [—ﬁ

1X50)] = EU'0)
Lema 3 Se X; :i=1,...,n sao #d com fdp p(z;0) e j(0) = E [—%p(){i;ﬁ)}, entdao J(0) =
nj(f).

Comentario Nos chamamos j(f) informagao de Fisher para uma tnica amostra,
j(0) = E(=U/(0)). Nos agora apresentamos um teorema sem demonstragdo que é muito util, e

intuitivo, porém muito dificil de provar.
Teorema 7 O estimador de mdxima verossimilhanga é(&) € um estimador consistente para 0.

Nos agora temos todos os ingredientes necessarios para provar dois teoremas mais poderosos
sobre as propriedades dos estimadores de méxima verossimilhanca. As condigoes gerais sao que
X; 1 =1,...,n sao varidveis aleatorias independentes com fun¢ao densidade ou probabilidade

comum p(x; #) indexada por um parametro escalar § e satisfazendo as condigdes de regularidade.
Teorema 8 No limite quando n — oo,
(0(X) = 0)/J(0) ~ N(0,1)
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Este é um teorema muito poderoso. Ele nos diz que em grandes amostras,
e ( é aproximadamente nao-viciado para 6.

) atinge o limite de Cramér-Rao.

e Nos podemos construir intervalos da forma 8 + ¢[J(A)]"2, onde ¢ é obtido vindo de uma

tabela da distribuicao Normal.

Teorema 9 No limite quando n — oo,
D(0) = 2(1(0) — 1(0)) ~ X}

Exemplo 19 Seja f(z;0) = fexp . x> 0. Escreva a verossimilhanga, encontre o esti-
mador de maxima verossimilhanca, verifigue se ele atinge o limite de Cramér-Rao e construa

um intervalo de confianca.

x

. —09 .. .
Exemplo 20 Seja f(z;0) = “P5— : 1 > 0. Escreva a verossimilhanga, encontre o esti-
mador de maxima verossimilhanca, verifique se ele atinge o limite de Cramér-Rao e construa

um intervalo de confianca.
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