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1 ConteÃºdo

1. IntroduÃ§Ã£o: O que Ã© EstatÃstica? Qual Ã© o papel da EstatÃstica na
CiÃªncia?

2. EstatÃsticas Descritivas: sumÃ¡rio de dados, grÃ¡fico de barras, grÃ¡fico de se-
tores, histograma, ramo-e-folhas, mediana, moda, desvio padrÃ£o, amplitude inter-
quartis,...

3. PopulaÃ§oes e amostras: usando amostras para aprender sobre a populaÃ§Ã£o

4. Intervalos de confianÃ§a: estimando a mÃ©dia populacional a partir de uma
amostra

5. Testes de hipÃ3teses : idÃ©iabÃ!‘sicaetestesparaumaamostra

6. ComparaÃ§Ã£o de dois grupos: As mensuraÃ§ÃµesnumgrupotendemasermaioresemmÃ©diadoqueemoutro?

7. CorrelaÃ§Ã£o: verificando se os valores de duas quantidades tendem a ser relaci-
onadas

8. RegressÃ£o: descrevendo como o comportamento de uma quantidade muda com
o valor da outra

3



2 IntroduÃ§Ã£o

2.1 O que Ã© EstatÃstica?

EstatÃstica Ã© um conjunto de mÃ©todos usados para se analisar dados. A EstatÃ-
stica pode ser aplicada em praticamente todas as Ã¡reas do conhecimento humano e em
algumas Ã¡reas recebe um nome especial. Este Ã© o caso da BioestatÃstica, que trata
de aplicaÃ§ÃµesdaEstatÃsticaemCiÃnciasBiolÃ3gicasedaSaÃde.

A palavra ”EstatÃstica”tem pelo menos três significados:

1. coleÃ§Ã£o de informaÃ§ões numÃ©ricas ou dados,

2. medidas resultantes de um conjunto de dados, como por exemplo mÃ©dias,

3. mÃ©todos usados na coleta e interpretaÃ§Ã£o de dados.

RazÃµesparaseestudarEstatÃstica?

� A disponibilidade de parelhos modernos, muitos dos quais acoplados a computadores,
permitem a quantificaÃ§Ã£o de muitos fenÃ´menos. A massa de dados gerada
precisa ser analisada adequadamente.

� Na Ciência, sÃ£o realizados estudos experimentais ou observacionais, em que o inte-
resse Ã© comparar grupos/tratamentos ou ainda determinar fatores prognÃ3sticos/riscoimportantes.

� O material biolÃ3gicoestudadoÃ©sempreumaamostraeoobjetivofinalÃ©tirarconclusÃµessobretodaapopulaÃ§Ã£odeinteressecombasenaamostra.

Em geral, a disciplina de estatÃstica refere-se a mÃ©todos para coleta e descriÃ§Ã£o dos
dados, e entÃ£o a verificaÃ§Ã£o da forÃ§a da evidÃªncia nos dados prÃ3oucontracertasidÃ©iascientÃ-
ficas.ApresenÃ§adeumavariaÃ§Ã£onÃ£oprevisÃvelnosdadosfazdissoumatarefapoucotrivial.

2.2 VariaÃ§Ã£o Amostral

Alguns exemplos em que a variaÃ§Ã£o estÃ¡ presente nos dados.

1. Função pulmonar em pacientes com fibrose ćıstica

A pressão inspiratória estática máxima (PImax) é um ı́ndice de vigor respiratório
muscular. Os seguintes dados mostram a idade (anos) e uma medida de PImax (cm
H2O) de 25 pacientes com fibrose ćıstica.
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Sujeito Idade PImax

1 7 80
2 7 85
3 8 110
4 8 95
5 8 95
6 9 100
7 11 45
8 12 95
9 12 130
10 13 75
11 13 80
12 14 70
13 14 80
14 15 100
15 16 120
16 17 110
17 17 125
18 17 75
19 17 100
20 19 40
21 19 75
22 20 110
23 23 150
24 23 75
25 23 95

(a) Todos os pacientes com fibrose ćıstica têm o mesmo valor de PImax?

(b) Assumindo que a idade não afeta PImax, qual é um valor de PImax t́ıpico para
pacientes com fibrose ćıstica?

(c) Quão grande é a variabilidade em torno deste valor t́ıpico?

(d) Será que a suposição de que idade não afeta PImax consistente com os dados?

(e) Se idade na verdade afeta PImax, como você descreveria o valor t́ıpico de PImax
e variabilidade?

(f) Que tipo de representaÃ§Ã£o grÃ¡fica poderia ser utilizada para visualizar
adequadamente estes dados?
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2. Conteúdo de gordura e protéına no leite

Cient́ıstas mediram o conteúdo de gordura e protéına em amostras de leite de 10
focas cinza.

Foca Gordura % Protéına %

1 57.2 10.4
2 58.3 9.4
3 53.9 11.9
4 48.0 12.4
5 57.8 12.1
6 54.1 8.5
7 55.6 10.4
8 49.3 11.6
9 48.8 11.4
10 53.8 10.8

(a) Os percentuais são exatamente os mesmos de um animal para outro?

(b) Baseado nesta amostra de 10 focas, os cient́ıstas estimaram o conteúdo de
gordura no leite de focas cinza com sendo 53.7%. Se eles agora coletarem mais
amostras de leite de outras 10 focas, você esperaria que o novo valor estimado
fosse 53.7%?

(c) Como o tamanho de amostra influencia sua resposta?

(d) O que aconteceria se eles tomassem um outro conjunto de amostras das mesmas
10 focas? Você esperaria obter a mesma estimativa neste caso?

(e) O que aconteceria se uma fraÃ§Ã£o do material coletado inicialmente das 10
focas fosse re-analisado? VocÃª esperaria obter a mesma estimativa neste caso?

Pode-se dizer que cada medida pode ser constituÃda de trÃªs fontes de variaÃ§Ã£o:
VariaÃ§Ã£o biolÃ3gica, variaÃ§Ã£otemporalevariaÃ§Ã£odevidoÃ errosdemedida.
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3 EstatÃstica Descritiva - Tabelas e GrÃ¡ficos

Edna A. Reis e Ilka A. Reis
RelatÃ3rioT Ã©cnicoRTE − 04/2001
Departamento de EstatÃstica-UFMG

A coleta de dados estatÃsticos tem crescido muito nos Ãºltimos anos em todas as Ã¡reas
de pesquisa, especialmente com o advento dos computadores e surgimento de softwares
cada vez mais sofisticados. Ao mesmo tempo, olhar uma extensa listagem de dados coleta-
dos nÃ£o permite obter praticamente nenhuma conclusÃ£o, especialmente para grandes
conjuntos de dados, com muitas caracterÃsticas sendo investigadas.

Utilizamos mÃ©todos de EstatÃstica Descritiva para organizar, resumir e descrever
os aspectos importantes de um conjunto de caracterÃsticas observadas ou comparar tais
caracterÃsticas entre dois ou mais conjuntos.

As ferramentas descritivas sÃ£o os muitos tipos de grÃ¡ficos e tabelas e tambÃ©m me-
didas de sÃntese como porcentagens, Ãndices e mÃ©dias.

Ao se condensar os dados, perde-se informaÃ§Ã£o, pois nÃ£o se tÃªm as observaÃ§Ãµesoriginais.Entretanto, estaperdadeinformaÃ§Ã£oÃ©pequenasecomparadaaoganhoquesetemcomaclarezadainterpretaÃ§Ã£oproporcionada.

A descriÃ§Ã£o dos dados tambÃ©m tem como objetivo identificar anomalias, atÃ©
mesmo resultante do registro incorreto de valores, e dados dispersos, aqueles que nÃ£o se-
guem a tendÃªncia geral do restante do conjunto. NÃ£o sÃ3nosartigostÃ©cnicosdirecionadosparapesquisadores,mastambÃ©mnosartigosdejornaiserevistasescritosparaopÃblicoleigo, Ã©cadavezmaisfreqÃenteautilizaÃ§Ã£odestesrecursosdedescriÃ§Ã£oparacomplementaraapresentaÃ§Ã£odeumfato, justificaroureferendarumargumento.

Ao mesmo tempo que o uso das ferramentas estatÃsticas vem crescendo, aumenta tambÃ©m
o abuso de tais ferramentas. Ã muito comum vermos em jornais e revistas, atÃ© mesmo
em periÃ3dicoscientÃficos, grÃ!‘ficosvoluntariamenteouintencionalmenteenganososeestatÃ-
sticasobscurasparajustificarargumentospolÃmicos.

3.1 Coleta e Armazenamento de Dados

Exemplo Inicial: Ursos Marrons
Pesquisadores do Instituto Amigos do Urso tÃªm estudado o desenvolvimento dos ursos
marrons selvagens que vivem em uma certa floresta do CanadÃ¡. O objetivo do projeto
Ã© estudar algumas caracterÃsticas dos ursos, tais como seu peso e altura, ao longo da
vida desses animais.

A ficha de coleta de dados, representada na Figura1, mostra as caracterÃsticas que serÃ£o
estudadas na primeira fase do projeto. Na primeira parte do estudo, 97 ursos foram
identificados (por nome), pesados e medidos. Os dados foram coletados atravÃ©s do
preenchimento da ficha de coleta.

Para que os ursos possam ser identificados, medidos e avaliados, os pesquisadores precisam
anestesiÃ¡-los. Mesmo assim, medidas como a do peso sÃ£o difÃceis de serem feitas (qual
serÃ¡ o tamanho de uma balanÃ§a para pesar ursos ?). Desse modo, os pesquisadores gos-
tariam tambÃ©m de encontrar uma maneira de estimar o peso do urso atravÃ©s de uma
outra medida mais fÃ¡cil de se obter, como uma medida de comprimento, por exemplo (al-
tura, circunferÃªncia do tÃ3rax, etc.).Nessecaso, sÃ3serianecessÃ!‘riaumagrandefitamÃ©trica, oquefacilitariamuitoacoletadedadosdasprÃ3ximasfasesdoprojeto.
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Figura 1: Ficha de coleta de dados dos ursos marrons.

Geralmente, as coletas de dados sÃ£o feitas atravÃ©s do preenchimento de fichas pelo
pesquisador e/ou atravÃ©s de resposta a questionÃ¡rios (o que nÃ£o foi o caso dos ursos
Ã© claro!). Alguns dados sÃ£o coletados atravÃ©s de mediÃ§Ãµes(altura, peso, pressÃ£osangÃÃ-
nea, etc.), enquantooutrossÃ£ocoletadosatravÃ©sdeavaliaÃ§Ãµes(sexo, cor, raÃ§a, espÃ©cie, etc.).

Depois de coletados, os dados devem ser armazenados e sistematizados numa planilha de
dados, como mostra a Figura 2. Hoje em dia, essas planilhas sÃ£o digitais e essa Ã© a
maneira de realizar a entrada dos dados num programa de computador.

A planilha de dados Ã© composta por linhas e colunas. Cada linha contÃ©m os dados
de uma unidade experimental (urso), ou seja de uma ficha de coleta. As caracterÃ-
sticas (variÃ¡veis) sÃ£o dispostas em colunas. Assim, a planilha de dados contÃ©m um
nÃºmero de linhas igual a nÃºmero de participantes do estudo e um nÃºmero de colunas
igual ao nÃºmero de variÃ¡veis sendo estudadas.

A planilha de dados dos ursos tem 97 linhas e 10 colunas. Alguns ursos nÃ£o tive-
ram sua idade determinada. Esses dados sÃ£o chamados dados faltantes e Ã© comum
representÃ¡-los por asteriscos (na verdade, cada software tem sua convenÃ§Ã£o para re-
presentar missing data).
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Figura 2: RepresentaÃ§Ã£o parcial da planilha de dados do exemplo dos ursos.

3.2 Tipos de variÃ¡veis

VariÃ¡vel Ã© a caracterÃstica de interesse que Ã© medida em cada elemento da amostra
ou populaÃ§Ã£o. Como o nome diz, seus valores variam de elemento para elemento. As
variÃ¡veis podem ter valores numÃ©ricos ou nÃ£o numÃ©ricos.

VariÃ¡veis podem ser classificadas da seguinte forma:

1. VariÃ¡veis Quantitativas: sÃ£o as caracterÃsticas que podem ser medidas em
uma escala quantitativa, ou seja, apresentam valores numÃ©ricos que fazem sentido.
Podem ser contÃnuas ou discretas.

(a) VariÃ¡veis discretas: caracterÃsticas mensurÃ¡veis que podem assumir ape-
nas um nÃºmero finito ou infinito contÃ¡vel de valores e, assim, somente fazem
sentido valores inteiros. Geralmente sÃ£o o resultado de contagens. Exem-
plos: nÃºmero de filhos, nÃºmero de bactÃ©rias por litro de leite, nÃºmero
de cigarros fumados por dia.

(b) VariÃ¡veis contÃnuas, caracterÃsticas mensurÃ¡veis que assumem valores em
uma escala contÃnua (na reta real), para as quais valores fracionais fazem sentido.
Usualmente devem ser medidas atravÃ©s de algum instrumento. Exemplos: peso
(balanÃ§a), altura (rÃ©gua), tempo (relÃ3gio), pressÃ£oarterial, idade.

2. VariÃ¡veis Qualitativas (ou categÃ3ricas) : sÃ£oascaracterÃsticasquenÃ£opossuemvaloresquantitativos,mas, aocontrÃ!‘rio, sÃ£odefinidasporvÃ!‘riascategorias, ouseja, representamumaclassificaÃ§Ã£odosindivÃ-
duos.Podemsernominaisouordinais.

3. VariÃ¡veis nominais: nÃ£o existe ordenaÃ§Ã£o dentre as catego-
rias. Exemplos: sexo, cor dos olhos, fumante/nÃ£o fumante, do-
ente/sadio.
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4. VariÃ¡veis ordinais: existe uma ordenaÃ§Ã£o entre as categorias.
Exemplos: escolaridade (1o, 2o, 3o graus), estÃ¡gio da doenÃ§a
(inicial, intermediÃ¡rio, terminal), mÃªs de observaÃ§Ã£o (janeiro,
fevereiro,..., dezembro).

As distinÃ§ÃµessÃ£omenosrÃgidasdoqueadescriÃ§Ã£oacimainsinua.

Uma variÃ¡vel originalmente quantitativa pode ser coletada de forma qualitativa.
Por exemplo, a variÃ¡vel idade, medida em anos completos, Ã© quantitativa (contÃ-
nua); mas, se for informada apenas a faixa etÃ¡ria (0 a 5 anos, 6 a 10 anos, etc...), Ã©
qualitativa (ordinal). Outro exemplo Ã© o peso dos lutadores de boxe, uma variÃ¡vel
quantitativa (contÃnua) se trabalhamos com o valor obtido na balanÃ§a, mas qualitativa
(ordinal) se o classificarmos nas categorias do boxe (peso-pena, peso-leve, peso-pesado,
etc.).

Outro ponto importante Ã© que nem sempre uma variÃ¡vel representada por nÃºmeros
Ã© quantitativa.
O nÃºmero do telefone de uma pessoa, o nÃºmero da casa, o nÃºmero de sua identidade.
Ãs vezes o sexo do indivÃduo Ã© registrado na planilha de dados como 1 se macho e 2 se
fÃªmea, por exemplo. Isto nÃ£o significa que a variÃ¡vel sexo passou a ser quantitativa!

Exemplo do ursos marrons (continuaÃ§Ã£o):
No conjunto de dados ursos marrons, sÃ£o qualitativas as variÃ¡veis sexo (nominal)
e mÃªs da observaÃ§Ã£o (ordinal); sÃ£o quantitativas contÃnuas as demais: idade,
comprimento da cabeÃ§a, largura da cabeÃ§a, perÃmetro do pescoÃ§o, perÃmetro do
tÃ3rax, alturaepeso.

3.3 Estudando a DistribuiÃ§Ã£o de FreqÃ¼Ãªncias de uma VariÃ¡vel

Como jÃ¡ sabemos, as variÃ¡veis de um estudo dividem-se em quatro tipos: qualitativas
(nominais e ordinais) e quantitativas (discretas e contÃnuas). Os dados gerados por esses
tipos de variÃ¡veis sÃ£o de naturezas diferentes e devem receber tratamentos diferentes.
Portanto, vamos estudar as ferramentas - tabelas e grÃ¡ficos - mais adequados para
cada tipo de dados, separadamente.

3.3.1 VariÃ¡veis Qualitativas - Nominais e Ordinais

Iniciaremos essa apresentaÃ§Ã£o com os dados de natureza qualitativa, que sÃ£o os mais
fÃ¡ceis de tratar do ponto de vista da anÃ¡lise descritiva.

No exemplo dos ursos, uma das duas variÃ¡veis qualitativas presentes Ã© o sexo dos
animais.

Para organizar os dados provenientes de uma variÃ¡vel qualitativa, Ã© usual fazer uma
tabela de freqÃ¼Ãªncias, como a Tabela 1, onde estÃ£o apresentadas as freqÃ¼Ãªncias
com que ocorrem cada um dos sexos no total dos 97 ursos observados.
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Cada categoria da variÃ¡vel sexo (feminino, masculino) Ã© representada numa linha da
tabela. HÃ¡ uma coluna com as contagens de ursos em cada categoria (freqÃ¼Ãªncia
absoluta) e outra com os percentuais que essas contagens representam no total de ursos
(freqÃ¼Ãªncia relativa). Esse tipo de tabela representa a distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias
dos ursos segundo a variÃ¡vel sexo.

Como a variÃ¡vel sexo Ã© qualitativa nominal, isto Ã©, nÃ£o hÃ¡ uma ordem natural
em suas categorias, a ordem das linhas da tabela pode ser qualquer uma.

Tabela 1: DistribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias dos ursos segundo sexo.
Sexo FreqÃ¼Ãªncia Absoluta FreqÃ¼Ãªncia Relativa (%)

Feminino 35 36,1
Masculino 62 63,9

Total 97 100,0

Quando a variÃ¡vel tabelada for do tipo qualitativa ordinal, as linhas da tabela de

freqÃ¼Ãªncias devem ser dispostas na ordem existente para as categorias.

A Tabela 2 mostra a distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias dos ursos segundo o mÃªs de ob-
servaÃ§Ã£o, que Ã© uma variÃ¡vel qualitativa ordinal. Nesse caso, podemos acrescentar
mais duas colunas com as freqÃ¼Ãªncias acumuladas (absoluta e relativa), que mostram,
para cada mÃªs, a freqÃ¼Ãªncia de ursos observados atÃ© aquele mÃªs. Por exemplo,
atÃ© o mÃªs de julho, foram observados 31 ursos, o que representa 32,0% do total de
ursos estudados.

Tabela 2: DistribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias dos ursos segundo mÃªs de observaÃ§Ã£o.
FreqÃ¼Ãªncias Simples FreqÃ¼Ãªncias Acumuladas

FreqÃ¼Ãªncia FreqÃ¼Ãªncia

MÃªs de FreqÃ¼Ãªncia FreqÃ¼Ãªncia Absoluta Relativa

ObservaÃ§Ã£o Absoluta Relativa (%) Acumulada Acumulada

Abril 8 8,3 8 8,3
Maio 6 6,2 14 14,5
Junho 6 6,2 20 20,7
Julho 11 11,3 31 32,0
Agosto 23 23,7 54 55,7
Setembro 20 20,6 74 76,3
Outubro 14 14,4 88 90,7
Novembro 9 9,3 97 100,0

Total 97 100,0 —– —–
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A visualizaÃ§Ã£o da distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias de uma variÃ¡vel fica mais fÃ¡cil
se fizermos um grÃ¡fico a partir da tabela de freqÃ¼Ãªncias. Existem vÃ¡rios tipos de
grÃ¡ficos, dependendo do tipo de variÃ¡vel a ser representada. Para as variÃ¡veis do tipo
qualitativas, abordaremos dois tipos de grÃ¡ficos: os de setores e os de barras.

Os grÃ¡ficos de setores, mais conhecidos como grÃ¡ficos de pizza ou torta, sÃ£o construÃ-
dos dividindo-se um cÃrculo (pizza) em setores (fatias), um para cada categoria, que
serÃ£o proporcionais Ã freqÃ¼Ãªncia daquela categoria.

A Figura 3 mostra um grÃ¡fico de setores para a variÃ¡vel sexo, construÃdo a partir
da Tabela 1. AtravÃ©s desse grÃ¡fico, fica mais fÃ¡cil perceber que os ursos machos
sÃ£o a grande maioria dos ursos estudados. Como esse grÃ¡fico contÃ©m todas as in-
formaÃ§ÃµesdaTabela 1, podesubstituÃ−lacomavantagemdetornaranÃ!‘lisedessavariÃ!‘velmaisagradÃ!‘vel.

fêmea

macho

Figura 3: GrÃ¡fico de setores para a variÃ¡vel sexo.

As vantagens da representaÃ§Ã£o grÃ¡fica das distribuiÃ§ÃµesdefreqÃÃnciasficamaindamaisevidentesquandohÃ!‘anecessidadedecompararvÃ!‘riosgruposcomrelaÃ§Ã£oÃ variÃ!‘veisquepossuemmuitascategorias, comoveremosmaisadiante.

Uma alternativa ao grÃ¡fico de setores Ã© o grÃ¡fico de barras (colunas) como o da
Figura 4. Ao invÃ©s de dividirmos um cÃrculo, dividimos uma barra. Note que, em
ambos os grÃ¡ficos, as freqÃ¼Ãªncias relativas das categorias devem somar 100%. AliÃ¡s,
essa Ã© a idÃ©ia dos grÃ¡ficos: mostrar como se dÃ¡ a divisÃ£o (distribuiÃ§Ã£o) do
total de elementos (100%) em partes (fatias).

Uma situaÃ§Ã£o diferente ocorre quando desejamos comparar a distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias
de uma mesma variÃ¡vel em vÃ¡rios grupos, como por exemplo, a freqÃ¼Ãªncia de ursos
marrons em quatro regiÃµesdeumpaÃs.

Se quisermos usar o grÃ¡fico de setores para fazer essa comparaÃ§Ã£o, devemos fazer
quatro grÃ¡ficos, um para cada regiÃ£o, com duas fatias cada um (ursos marrons e ursos
nÃ£o marrons). Uma alternativa Ã© a construÃ§Ã£o de um grÃ¡fico de barras (hori-
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Figura 4: GrÃ¡fico de barras para a variÃ¡vel sexo.

zontal ou vertical) como na Figura 5, com uma barra para cada regiÃ£o representando a
freqÃ¼Ãªncia de ursos marrons naquela regiÃ£o. AlÃ©m de economizar espaÃ§o na apre-
sentaÃ§Ã£o, permite que as comparaÃ§ÃµessejamfeitasdemaneiramaisrÃ!‘pida(tentefazeressacomparaÃ§Ã£ousandoquatropizzasecomprove!!)

(a) Horizontal (b) Vertical

A ordem dos grupos pode ser qualquer, ou aquela mais adequada para a presente anÃ¡lise.
FreqÃ¼entemente, encontramos as barras em ordem decrescente, jÃ¡ antecipando nossa
intuiÃ§Ã£o de ordenar os grupos de acordo com sua freqÃ¼Ãªncia para facilitar as com-
paraÃ§Ãµes.CasoavariÃ!‘velfossedotipoordinal, aordemdasbarrasseriaaordemnaturaldascategorias, comonatabeladefreqÃÃncias.

A Figura ?? mostra um grÃ¡fico de barras que pode ser usado da comparaÃ§Ã£o da dis-
tribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias de uma mesma variÃ¡vel em vÃ¡rios grupos. Ã tambÃ©m
uma alternativa ao uso de vÃ¡rios grÃ¡ficos de setores, sendo, na verdade, a junÃ§Ã£o de
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trÃªs grÃ¡ficos com os da Figura 4 num sÃ3grÃ!‘fico.

ObservaÃ§Ã£o: Este tipo de grÃ¡fico sÃ3deveserusadoquandonÃ£ohouvermuitosgruposaseremcomparadoseavariÃ!‘velemestudonÃ£otivermuitascategorias(depreferÃncia, sÃ3duas).NoexemplodaF igura ??, avariÃ!‘velraÃ§atemtrÃscategorias,masumadelasÃ©muitomenosfreqÃentedoqueasoutrasduas.

AtravÃ©s desse grÃ¡fico, podemos observar que a populaÃ§Ã£o brasileira total, em 1999,
dividia-se quase que igualmente entre brancos e negros, com uma pequena predominÃ¢ncia
de brancos. PorÃ©m, quando nos restringimos Ã s classes menos favorecidas economi-
camente, essa situaÃ§Ã£o se inverte, com uma considerÃ¡vel predominÃ¢ncia de negros,
principalmente na classe da populaÃ§Ã£o considerada indigente, indicando que a classe
sÃ3cio−econÃ́micainfluenciaadistribuiÃ§Ã£odenegrosebrancosnapopulaÃ§Ã£obrasileirade1999.

FreqÃ¼entemente, Ã© necessÃ¡rio fazer comparaÃ§ÃµesdadistribuiÃ§Ã£odefreqÃÃnciasdeumavariÃ!‘velemvÃ!‘riosgrupossimultaneamente.Nessecaso, ousodegrÃ!‘ficosbemescolhidoseconstruÃ-
dostornaatarefamuitomaisfÃ!‘cil.NaFigura 7, estÃ!‘representadaadistribuiÃ§Ã£odefreqÃÃnciasdareprovaÃ§Ã£osegundoasvariÃ!‘veissexodoaluno, perÃ-
odoeÃ!‘readeestudo.

Figura 7: DistribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias de reprovaÃ§Ã£o segundo Ã¡rea, perÃodo e
sexo do aluno.
Fonte: A EvasÃ£o no Ciclo BÃ¡sico da UFMG, em Cadernos de AvaliaÃ§Ã£o 3, 2000.

Analisando os trÃªs grÃ¡ficos da Figura 7, podemos notar que o percentual de reprovaÃ§Ã£o
entre os alunos do sexo masculino Ã© sempre maior do que o percentual de reprovaÃ§Ã£o
entre os alunos do sexo feminino, em todas as Ã¡reas, durante todos os perÃodos.

A Ã¡rea de ciÃªncias exatas Ã© a que possui os maiores percentuais de reprovaÃ§Ã£o,
em todos os perÃodos, nos dois sexos.

Na Ã¡rea de ciÃªncias humanas, o percentual de reprovaÃ§Ã£o entre os alunos do sexo
masculino cresce com os perÃodos, enquanto esse percentual entre as alunas se mantÃ©m
praticamente constante durante os perÃodos.

Na Ã¡rea de ciÃªncias biolÃ3gicas, hÃ!‘umadiminuiÃ§Ã£odopercentualdereprovaÃ§Ã£o, apartirdosegundoperÃ-
odo, entreosalunosdodossexos, sendomaisacentuadoentreosestudantesdosexomasculino.

Chegar Ã s conclusÃµescolocadasacimaatravÃ©sdecomparaÃ§Ã£onumÃ©ricadetabelasdefreqÃÃnciasseriamuitomaisÃ!‘rduodoqueatravÃ©sdacomparaÃ§Ã£ovisualpossibilitadapelousodosgrÃ!‘ficos.OsgrÃ!‘ficossÃ£oferramentaspoderosasedevemserusadassemprequepossÃ-
vel.

Ã importante observar que a comparaÃ§Ã£o dos trÃªs grÃ¡ficos da Figura 7 sÃ3foipossÃ-
velporqueelesusamamesmaescala, tantonoeixodosperÃodos(mesmaordem)quantonoeixodospercentuaisdereprovaÃ§Ã£o(maisimportante).EssaobservaÃ§Ã£oÃ©vÃ!‘lidaparatodacomparaÃ§Ã£oentregrÃ!‘ficosdequaisquertipo.

3.3.2 VariÃ¡veis Quantitativas Discretas

Quando estamos trabalhando com uma variÃ¡vel discreta que assume poucos valores, po-
demos dar a ela o mesmo tratamento dado Ã s variÃ¡veis qualitativas ordinais, assumindo
que cada valor Ã© uma classe e que existe uma ordem natural nessas classes.

A Tabela 3 apresenta a distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias do nÃºmero de filhos por famÃ-
lia em uma localidade, que, nesse caso, assumiu apenas seis valores distintos.
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Tabela 3: DistribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias do nÃºmero de filhos por famÃlia em uma
localidade (25 lares).

NÃºmero de FreqÃ¼Ãªncia FreqÃ¼Ãªncia FrequÃªncia
filhos Absoluta Relativa (%) Relativa Acumulada (%)

0 1 4,0 4,0
1 4 16,0 20,0
2 10 40,0 60,0
3 6 24,0 84,0
4 2 8,0 92,0
5 2 8,0 100,0

Total 25 100 —–

Analisando a Tabela 3, podemos perceber que as famÃlias mais freqÃ¼entes sÃ£o as de
dois filhos (40%), seguida pelas famÃlias de trÃªs filhos. Apenas 16% das famÃlias tÃªm
mais de trÃªs filhos, mas sÃ£o ainda mais comuns do que famÃlias sem filhos.

A Figura 8 mostra a representaÃ§Ã£o grÃ¡fica da Tabela 3 no grÃ¡fico Ã esquerda e
a distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias do nÃºmero de filhos por famÃlia na localidade B
no grÃ¡fico Ã direita. Como o nÃºmero de famÃlias estudadas em cada localidade Ã©
diferente, a freqÃ¼Ãªncia utilizada em ambos os grÃ¡ficos foi a relativa (em porcentagem),
tornando os dois grÃ¡ficos comparÃ¡veis. Comparando os dois grÃ¡ficos, notamos que a
localidade B tende a ter famÃlias menos numerosas do que a localidade A. A maior parte
das famÃlias da localidade B (cerca de 70%) tÃªm um ou nenhum filho.

Figura 8: DistribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias do nÃºmero de filhos por famÃlia na locali-
dade A (25 lares) e B (36 lares).

Importante: Na comparaÃ§Ã£o da distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias de uma variÃ¡vel
entre dois ou mais grupos de tamanhos (nÃºmero de observaÃ§Ãµes)diferentes, devemosusarasfreqÃÃnciasrelativasnaconstruÃ§Ã£odohistograma.Deve−
se, tambÃ©musaramesmaescalaemtodososhistogramas, tantonaescalaverticalquantonahorizontal.

Quando trabalhamos com uma variÃ¡vel discreta que pode assumir um grande nÃºmero de
valores distintos como, por exemplo, o nÃºmero de ovos que um inseto pÃµedurantesuavida, aconstruÃ§Ã£odatabeladefreqÃÃnciasedegrÃ!‘ficosconsiderandocadavalorcomoumacategoriaficainviÃ!‘vel.AsoluÃ§Ã£oÃ©agruparosvaloresemclassesaomontaratabela, comomostraaTabela 4.

A Figura 9 mostra o grÃ¡fico da distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias do nÃºmero de ovos
postos por 250 insetos ao longo de suas vidas. Podemos perceber que o nÃºmero de ovos
estÃ¡ concentrado em torno de 20 a 24 ovos com um ligeiro deslocamento para os valores
maiores.

Figura 9: DistribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias do nÃºmero de ovos postos por 250 insetos.
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Tabela 4: DistribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias do nÃºmero de ovos postos por 250 insetos.
FreqÃ¼Ãªncias Simples FreqÃ¼Ãªncias Acumuladas

NÃºmero FreqÃ¼Ãªncia FreqÃ¼Ãªncia Freq.Abs. Freq.Rel.
de ovos Absoluta Relativa (%) Acumulada Acumulada(%)

10 a 14 4 1,6 4 1,6
15 a 19 30 12,0 34 13,6
20 a 24 97 38,8 131 52,4
25 a 29 77 30,8 208 83,2
30 a 34 33 13,2 241 96,4
35 a 39 7 2,8 248 99,2
40 a 44 2 0,8 250 100,0

Total 250 100 — —

A escolha do nÃºmero de classes e do tamanho das classes depende da amplitude dos valo-
res a serem representados (no exemplo, de 10 a 44) e da quantidade de observaÃ§Ãµesnoconjuntodedados.

Classes muito grandes resumem demais a informaÃ§Ã£o contida nos dados, pois forÃ§am
a construÃ§Ã£o de poucas classes. No exemplo dos insetos, seria como, por exemplo, cons-
truir classes de tamanho 10, o que reduziria para quatro o nÃºmero de classes (Figura 10).

Figura 10: DistribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias do nÃºmero de ovos postos por 250 inse-
tos.(classes de tamanho 10)

Por outro lado, classes muito pequenas nos levaria a construir muitas classes, o que poderia
nÃ£o resumir a informaÃ§Ã£o como gostarÃamos. AlÃ©m disso, para conjuntos de da-
dos pequenos, pode ocorrer classes com muito poucas observaÃ§ÃµesoumesmosemobservaÃ§Ãµes.NaFigura ??, hÃ!‘classessemobservaÃ§Ãµes,mesmooconjuntodedadossendogrande.

Alguns autores recomendam que tabelas de freqÃ¼Ãªncias (e grÃ¡ficos) possuam de 5 a 15
classes, dependendo do tamanho do conjunto de dados e levando-se em consideraÃ§Ã£o
o que foi exposto anteriormente.

Os limites inferiores e superiores de cada classe dependem do tamanho (amplitude) de
classe escolhido, que deve ser, na medida do possÃvel, igual para todas as classes. Isso
facilita a interpretaÃ§Ã£o da distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias da variÃ¡vel em estudo.

Com o uso do computador na anÃ¡lise estatÃstica de dados, a tarefa de construÃ§Ã£o
de tabelas e grÃ¡ficos ficou menos trabalhosa e menos dependente de regras rÃgidas. Se
determinado agrupamento de classes nÃ£o nos pareceu muito bom, podemos construir
vÃ¡rios outros quase que instantaneamente e a escolha da melhor representaÃ§Ã£o para
a distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias para aquela variÃ¡vel fica muito mais tranqÃ¼ila.
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3.3.3 VariÃ¡veis Quantitativas ContÃnuas

Quando a variÃ¡vel em estudo Ã© do tipo contÃnua, que assume muitos valores distin-
tos, o agrupamento dos dados em classes serÃ¡ sempre necessÃ¡rio na construÃ§Ã£o das
tabelas de freqÃ¼Ãªncias. A Tabela 5 apresenta a distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias para
o peso dos ursos machos.

Tabela 5: DistribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias dos ursos machos segundo peso.
Peso (kg) FreqÃ¼Ãªncia FreqÃ¼Ãªncia Freq. Abs. Freq. Rel.

Absoluta Relativa (%) Acumulada Acumulada (%)
0| − 25 3 4,8 3 4,8
25| − 50 11 17,7 14 22,6
50| − 75 15 24,2 29 46,8
75| − 100 11 17,7 40 64,5
100| − 125 3 4,8 43 69,4
125| − 150 4 6,5 47 75,8
150| − 175 8 12,9 55 88,7
175| − 200 5 8,1 60 96,8
200| − 225 1 1,6 61 98,4
225| − 250 1 1,6 62 100,0

Total 62 100,0 - -

Os limites das classes sÃ£o representados de modo diferente daquele usado nas tabelas
para variÃ¡veis discretas: o limite superior de uma classe Ã© igual ao limite inferior da
classe seguinte. Mas, afinal, onde ele estÃ¡ incluÃdo?

O sÃmbolo |− resolve essa questÃ£o. Na segunda classe (25| − 50), por exemplo, estÃ£o
incluÃdos todos os ursos com peso de 25,0 a 49,9 kg. Os ursos que porventura pesarem
exatos 50,0 kg serÃ£o incluÃdos na classe seguinte. Ou seja, ursos com pesos maiores ou
iguais a 25 kg e menores do que 50 kg.

A construÃ§Ã£o das classes da tabela de freqÃ¼Ãªncias Ã© feita de modo a facilitar
a interpretaÃ§Ã£o da distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias, como discutido anteriormente.
Geralmente, usamos tamanhos e limites de classe mÃºltiplos de 5 ou 10. Isso ocorre
porque estamos acostumados a pensar no nosso sistema numÃ©rico, que Ã© o deci-
mal. PorÃ©m, nada nos impede de construirmos classes de outros tamanhos (inteiros ou
fracionÃ¡rios) desde que isso facilite nossa visualizaÃ§Ã£o e interpretaÃ§Ã£o da distri-
buiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias da variÃ¡vel em estudo.

A representaÃ§Ã£o grÃ¡fica da distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias de uma variÃ¡vel contÃ-
nua Ã© feita atravÃ©s de um grÃ¡fico chamado histograma, mostrado na Figura 12. O
histograma nada mais Ã© do que o grÃ¡fico de barras verticais, porÃ©m construÃdo
com as barras unidas, devido ao carÃ¡ter contÃnuo dos valores da variÃ¡vel.

Os histogramas da Figura 12 tÃªm a mesma forma, apesar de serem construÃdos usando
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Figura 12: Histograma para a distribuiÃ§Ã£o de frequÃªncias (absolutas e relativas) de
pesos de ursos machos

as freqÃ¼Ãªncias absolutas e relativas, respectivamente. O objetivo dessas figuras Ã©
mostrar que a escolha do tipo de freqÃ¼Ãªncia a ser usada nÃ£o muda a forma da distri-
buiÃ§Ã£o. Entretanto, o uso da freqÃ¼Ãªncia relativa torna o histograma comparÃ¡vel a
outros histogramas, mesmo que os conjuntos de dados tenham tamanhos diferentes (desde
a mesma escala seja usada!)

Analisando o histograma para o peso dos ursos machos, podemos perceber que hÃ¡ dois
grupos de ursos: os mais leves, com pesos em torno de 50 a 75 Kg, e os mais pesados, com
pesos em torno de 150 a 175 Kg. Essa divisÃ£o pode ser devida a uma outra caracterÃstica
dos ursos, como idades ou hÃ¡bitos alimentares diferentes, por exemplo.

A Tabela 6 apresenta a distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias para o peso dos ursos fÃªmeas,
representada graficamente pelo histograma Ã esquerda na Figura 13. Apesar de nÃ£o
haver, neste conjunto de dados, fÃªmeas com peso maior de que 175 Kg, as trÃªs Ãºltimas
classes foram mantidas para que pudessemos comparar machos e fÃªmeas quanto ao peso.

Tabela 6: DistribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias dos ursos fÃªmeas segundo peso.
Peso (kg) FreqÃ¼Ãªncia FreqÃ¼Ãªncia Freq. Abs. Freq. Rel.

Absoluta Relativa (%) Acumulada Acumulada (%)
0| − 25 3 8,6 3 8,6
25| − 50 5 14,3 8 22,9
50| − 75 18 51,4 26 74,3
75| − 100 5 14,3 31 88,6
100| − 125 2 5,7 33 94,3
125| − 150 1 2,9 34 97,1
150| − 175 1 2,9 35 100,0
175| − 200 0 0 35 100,0
200| − 225 0 0 35 100,0
225| − 250 0 0 35 100,0

Total 35 100,0 - -

A Figura 13 tambÃ©m mostra o histograma para o peso dos ursos machos (Ã direita).
Note que ele tem a mesma forma dos histogramas da Figura 12, porÃ©m com as barras
mais achatadas, devido Ã mudanÃ§a de escala no eixo vertical para tornÃ¡-lo comparÃ¡vel
ao histograma das fÃªmeas.

Comparando as distribuiÃ§ÃµesdospesosdosursosmachosefÃmeas, podemosconcluirqueasfÃmeassÃ£o, emgeral,menospesadasdoqueosmachos, distribuindo−
sequasesimetricamenteemtornodaclassede50a75Kg.OpesodasfÃmeasÃ©maishomogÃneo(valoresmaisprÃ3ximosentresi)doqueopesodosursosmachos.
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Figura 13: Histograma para a distribuiÃ§Ã£o de frequÃªncias de pesos de ursos fÃªmeas
(esquerda) e machos (direita)

Muitas vezes, a anÃ¡lise da distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias acumuladas Ã© mais in-
teressante do que a de freqÃ¼Ãªncias simples, representada pelo histograma. O grÃ¡fico
usado na representaÃ§Ã£o grÃ¡fica da distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias acumuladas de
uma variÃ¡vel contÃnua Ã© a ogiva, apresentada na Figura 14. Para a construÃ§Ã£o da
ogiva, sÃ£o usadas as freqÃ¼Ãªncias acumuladas (absolutas ou relativas) no eixo vertical
e os limites superiores de classe no eixo horizontal.

Figura 14: Ogivas para a distribuiÃ§Ã£o de frequÃªncias de pesos de ursos machos e
fÃªmeas

O primeiro ponto da ogiva Ã© formado pelo limite inferior da primeira classe e o va-
lor zero, indicando que abaixo do limite inferior da primeira classe nÃ£o existem ob-
servaÃ§Ãµes.DaÃpordiante, sÃ£ousadososlimitessuperioresdasclassesesuasrespectivasfreqÃÃnciasacumuladas, atÃ©aÃltimaclasse, queacumulatodasasobservaÃ§Ãµes.Assim, umaogivadevecomeÃ§arnovalorzeroe, seforconstruÃ-
dacomasfreqÃÃnciasrelativasacumuladas, terminarcomovalor100

A ogiva permite que sejam respondidas perguntas do tipo:

a) Qual o percentual de ursos tÃªm peso de atÃ© 125 Kg?

Na Figura 15(a), traÃ§amos uma linha vertical partindo do ponto 120 kg atÃ© cruzar
com cada ogiva (fÃªmeas e machos). A partir deste ponto de cruzamento, traÃ§amos uma
linha horizontal atÃ© o eixo das freqÃ¼Ãªncias acumuladas, encontrando o valor de 70%
para os machos e 95% para as fÃªmeas.

Assim, 95% das fÃªmeas tÃªm atÃ© 125 kg, enquanto 70% dos machos tÃªm atÃ© 125
kg. Ã o mesmo que dizer que apenas 5% das fÃªmeas pesam mais que 125 kg, enquanto
30% dos machos pesam mais que 125 kg.

b) Qual o valor do peso que deixa abaixo (e acima) dele 50% dos ursos?

Na Figura 15(b), traÃ§amos uma linha horizontal partindo da freqÃ¼Ãªncia acumulada
de 50% atÃ© encontrar as duas ogivas. A partir destes pontos de encontro, traÃ§amos
uma linha vertical atÃ© o eixo do valores de peso, encontrando o valor de 80 kg para os
machos e 65 kg para as fÃªmeas.

Figura 15: Ogivas para a distribuiÃ§Ã£o de frequÃªncias de pesos de ursos machos e
fÃªmeas

Assim, metade dos machos pesam atÃ© 80 kg (e metade pesam mais que 80 kg), enquanto
metade das fÃªmeas pesam atÃ© 65 kg.
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3.3.4 Outros GrÃ¡ficos para VariÃ¡veis Quantitativas

Quando construÃmos uma tabela de freqÃ¼Ãªncias para uma variÃ¡vel quantitativa utili-
zando agrupamento de valores em classes, estamos resumindo a informaÃ§Ã£o contida nos
dados. Isto Ã© desejÃ¡vel quando o nÃºmero de dados Ã© grande e sem um algum tipo
de resumo ficaria difÃcil tirar conclusÃµessobreocomportamentodavariÃ!‘velemestudo.

PorÃ©m, quando a quantidade de dados disponÃveis nÃ£o Ã© tÃ£o grande, o resumo
promovido pelo histograma nÃ£o Ã© aconselhÃ¡vel.

Para os casos em que o nÃºmero de dados Ã© pequeno, uma alternativa para a visua-
lizaÃ§Ã£o da distribuiÃ§Ã£o desses dados sÃ£o os grÃ¡ficos denominados diagrama de
pontos e diagrama de ramo-e-folhas.

O Diagrama de Pontos

Uma representaÃ§Ã£o alternativa ao histograma para a distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias
de uma variÃ¡vel quantitativa Ã© o diagrama de pontos, como aqueles mostrado mos-
trados na Figura 16.

Neste grÃ¡fico, cada ponto representa uma observaÃ§Ã£o com determinado valor da
variÃ¡vel. ObservaÃ§ÃµescommesmovalorsÃ£orepresentadascompontosempilhadosnestevalor.

Figura 16: Diagrama de pontos para o peso de ursos machos e peso dos ursos fÃªmeas.

AtravÃ©s da comparaÃ§Ã£o dos diagramas de pontos da Figura 16, podemos ver que
os ursos machos possuem pesos menos homogÃªneos (mais dispersos) do que as fÃªmeas,
que estÃ£o concentradas na parte esquerda do eixo de valores de peso.

O Diagrama de Ramo-e-Folhas

Outro grÃ¡fico Ãºtil e simples para representar a distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias de uma
variÃ¡vel quantitativa com poucas observaÃ§ÃµesÃ©odiagramaderamo−e−folhas.AsuasobreosdemaisÃ©queeleexplicitaosvaloresdosdados, comoveremos.

Exemplo dos ursos marrons (continuaÃ§Ã£o):
Dos 35 ursos fÃªmeas observados, somente 20 puderam ter sua idade estimada. Para
visualizar a distribuiÃ§Ã£o dos valores de idade dessas fÃªmeas, usaremos um diagrama
de ramo-efolhas, jÃ¡ que um histograma resumiria mais ainda algo que jÃ¡ estÃ¡ resumido.

Os 20 valores de idade (em meses) disponÃveis, jÃ¡ ordenados sÃ£o:

8 9 11 17 17 19 20 44 45 53 57 57 57 58 70 81 82 83 100 104

Podemos organizar os dados, separando-os pela dezenas, uma em cada linha:

8 9

11 17 17 19
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20

44 45

53 57 57 57 58

70

81 82 83

100 104

Como muitos valores em cada linha tem as dezenas em comum, podemos colocar as dezenas
em evidÃªncia , separando-as das unidades por um traÃ§o. Ao dispor os dados dessa
maneira, estamos construindo um diagrama de ramo-e-folhas (Figura 17). O lado com
as dezenas Ã© chamado de ramo, no qual estÃ£o dependuradas as unidades, chamadas
folhas.

Figura 17: Ramo-e-folhas da idade (meses) dos ursos fÃªmeas.

Os ramos e as folhas podem representar quaisquer unidades de grandeza (dezenas e uni-
dades, centenas e dezenas, milhares e centenas, etc). Para sabermos o que estÃ¡ sendo
representado, um ramo-e-folhas deve ter sempre uma legenda, indicando o que significam
os ramos e as folhas.

Se a idade estivesse medida em dias, por exemplo, usando esse mesmo ramo-efolhas, po-
derÃamos estabelecer que o ramo representaria as centenas e as folhas, as dezenas. Assim,
0—8 seria igual a 80 dias e 10—4 seria igual a 1040 dias.

Analisando o ramo-e-folhas para a idade dos ursos fÃªmeas, percebemos a existÃªncia de
trÃªs grupos: fÃªmeas mais jovens (atÃ© 20 meses), fÃªmeas mais crescidas (de 44 a 58
meses) e um grupo mais velho (mais de 70 meses), com destaque para duas fÃªmeas bem
mais velhas.

O ramo-e-folhas tambÃ©m pode ser usado para comparar duas distribuiÃ§Ãµesdevalores, comomostraaF igura 18.AproveitandoomesmoramododiagramadasfÃmeas, podemosfazerodiagramadosmachos, utilizandooladoesquerdo.ObservequeasfolhasdosursosmachossÃ£odependuradasdemodoespelhado, assimcomoexplicaalegenda, queagoradeveserdupla.

Figura 18: Ramo-e-folhas da idade (meses) dos ursos fÃªmeas.

Observando a Figura 18, notamos que os ursos machos sÃ£o, em geral, mais jovens do
que os ursos fÃªmeas, embora possuam dois ursos bem idosos em comparaÃ§Ã£o com os
demais.

Importante: No ramo-e-folhas, estamos trabalhando, implicitamente, com freqÃ¼Ãªncias
absolutas. Assim, ao comparar dois grupos de tamanhos diferentes, devemos levar isso em
conta. Caso os tamanhos dos grupos sejam muito diferentes, nÃ£o se deve adotar o
ramo-e-folhas como grÃ¡fico para comparaÃ§Ã£o de distribuiÃ§Ãµes.

3.3.5 Aspectos Gerais da DistribuiÃ§Ã£o de FreqÃ¼Ãªncias

Ao estudarmos a distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias de uma variÃ¡vel quantitativa, seja
em um grupo apenas ou comparando vÃ¡rios grupos, devemos verificar basicamente trÃªs
caracterÃsticas:
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� TendÃªncia Central;

� Variabilidade;

� Forma.

O histograma (ou o diagrama de pontos, ou o ramo-e-folhas) permite a visualizaÃ§Ã£o des-
tas caracterÃsticas da distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias, como veremos a seguir. AlÃ©m
disso, elas podem ser quantificadas atravÃ©s das medidas de sÃntese numÃ©rica (nÃ£o
discutidas aqui).

TendÃªncia Central

A tendÃªncia central da distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias de uma variÃ¡vel Ã© carac-
terizada pelo valor (ou faixa de valores) tÃpico da variÃ¡vel.

Uma das maneiras de representar o que Ã© tÃpico Ã© atravÃ©s do valor mais freqÃ¼ente
da variÃ¡vel, chamado de moda. Ou, no caso da tabela de freqÃ¼Ãªncias, a classe de
maior freqÃ¼Ãªncia, chamada de classe modal. No histograma, esta classe corresponde
Ã quela com barra mais alta (”pico”).

No exemplo dos ursos marrons (Figura 13), a classe modal do peso dos ursos fÃªmeas Ã©
claramente a terceira, de 50 a 75 kg. Assim, os ursos fÃªmeas pesam, tipicamente, de 50
a 75 kg. Entretanto, para os ursos machos, temos dois picos: de 50 a 75 kg e de 150 a 175
kg. Ou seja, temos um grupo de machos com peso tÃpico como o das fÃªmeas e outro
grupo, menor, formado por ursos tipicamente maiores.

Dizemos que a distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias do peso dos ursos fÃªmeas Ã© unimo-
dal (apenas uma moda) e dos ursos machos Ã© bimodal (duas modas). Geralmente,
um histograma bimodal indica a existÃªncia de dois grupos, com valores centrados em
dois pontos diferentes do eixo de valores. Uma distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias pode
tambÃ©m ser amodal, ou seja, todos os valores sÃ£o igualmente freqÃ¼entes.

Variabilidade

Para descrever adequadamente a distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias de uma variÃ¡vel quan-
titativa, alÃ©m da informaÃ§Ã£o do valor representativo da variÃ¡vel (tendÃªncia cen-
tral), Ã© necessÃ¡rio dizer tambÃ©m o quanto estes valores variam, ou seja, o quÃ£o
dispersos eles sÃ£o.

De fato, somente a informaÃ§Ã£o sobre a tendÃªncia central de um conjunto de dados
nÃ£o consegue representÃ¡-lo adequadamente.

A Figura 19 mostra um diagrama de pontos para os tempos de espera de 21 clientes de
dois bancos, um com fila Ãºnica e outro com fila mÃºltipla, com o mesmo nÃºmero de
atendentes. Os tempos de espera nos dois bancos tÃªm a mesma tendÃªncia central de
7 minutos. Entretanto, os dois conjuntos de dados sÃ£o claramente diferentes, pois os
valores sÃ£o muito mais dispersos no banco com fila mÃºltipla.
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Figura 19: Ramo-e-folhas da idade (meses) dos ursos fÃªmeas.

Assim, quando entramos num fila Ãºnica, esperamos ser atendidos em cerca de 7 minu-
tos, com uma variaÃ§Ã£o de, no mÃ¡ximo, meio minuto a mais ou a menos. Na fila
mÃºltipla, a variaÃ§Ã£o Ã© maior, indicando-se que tanto pode-se esperar muito mais
ou muito menos que o valor tÃpico de 7 minutos.

Forma

A distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias de uma variÃ¡vel pode ter vÃ¡rias formas, mas exis-
tem trÃªs formas bÃ¡sicas, apresentadas na Figura 20 atravÃ©s de histogramas e suas
respectivas ogivas.

Figura 20: Ramo-e-folhas da idade (meses) dos ursos fÃªmeas.

Quando uma distribuiÃ§Ã£o Ã© simÃ©trica em torno de um valor (o mais freqÃ¼ente),
significa que as observaÃ§ÃµesestÃ£oigualmentedistribuÃdasemtornodessevalor(metadeacimaemetadeabaixo).

A assimetria de uma distribuiÃ§Ã£o pode ocorrer de duas formas:

� quando os valores concentram-se Ã esquerda (assimetria com concentraÃ§Ã£o Ã es-
querda ou assimetria com cauda Ã direita);

� quando os valores concentram-se Ã direita (assimetria com concentraÃ§Ã£o Ã di-
reita ou com assimetria cauda Ã esquerda);

Ao definir a assimetria de uma distribuiÃ§Ã£o, algumas pessoas preferem se referir ao lado
onde estÃ¡ a concentraÃ§Ã£o dos dados. PorÃ©m, outras pessoas preferem se referir ao
lado onde estÃ¡ faltando dados (cauda). As duas denominaÃ§ÃµessÃ£oalternativas.

Em alguns casos, apenas o conhecimento da forma da distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias
de uma variÃ¡vel jÃ¡ nos fornece uma boa informaÃ§Ã£o sobre o comportamento dessa
variÃ¡vel.

Por exemplo, o que vocÃª acharia se soubesse que a distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias
das notas da primeira prova da disciplina de EstatÃstica que vocÃª estÃ¡ cursando Ã©,
geralmente, assimÃ©trica com concentraÃ§Ã£o Ã direita? Como vocÃª acha que Ã©
a forma da distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias da renda no Brasil?

Note que, quando a distribuiÃ§Ã£o Ã© assimÃ©trica com concentraÃ§Ã£o Ã esquerda,
a ogiva cresce bem rÃ¡pido, por causa do acÃºmulo de valores do lado esquerdo do eixo.
Por outro lado, quando a distribuiÃ§Ã£o Ã© assimÃ©trica com concentraÃ§Ã£o Ã di-
reita, o ogiva cresce lentamente no comeÃ§o e bem rÃ¡pido na parte direita do eixo, por
causa do acÃºmulo de valores desse lado. Quando a distribuiÃ§Ã£o Ã© simÃ©trica, a
ogiva tem a forma de um S suave e simÃ©trico.
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A ogiva para uma distribuiÃ§Ã£o de freqÃ¼Ãªncias bimodal (Figura 21) mostra essa
caracterÃstica da distribuiÃ§Ã£o atravÃ©s de um platÃ´ (”barriga”) no meio da ogiva.
A ogiva para o peso dos ursos machos (Figura 15) tambÃ©m mostra essa barriga .

Figura 21: Ramo-e-folhas da idade (meses) dos ursos fÃªmeas.

SÃ©ries Temporais

SÃ©ries temporais (ou sÃ©ries histÃ3ricas)sÃ£oumconjuntodeobservaÃ§ÃµesdeumamesmavariÃ!‘velquantitativa(discretaoucontÃ-
nua)feitasaolongodotempo.

O conjunto de todas as temperaturas medidas diariamente numa regiÃ£o Ã© um exemplo
de sÃ©rie temporal.

Um dos objetivos do estudo de sÃ©ries temporais Ã© conhecer o comportamento da
sÃ©rie ao longo do tempo (aumento, estabilidade ou declÃnio dos valores). Em alguns es-
tudos, esse conhecimento pode ser usado para se fazer previsÃµesdevaloresfuturoscombasenocomportamentodosvalorespassados.

A representaÃ§Ã£o grÃ¡fica de uma sÃ©rie temporal Ã© feita atravÃ©s do grÃ¡fico
de linha, como exemplificado na Figura 22.

No eixo horizontal do grÃ¡fico de linha, estÃ¡ o indicador de tempo e, no eixo verti-
cal, a variÃ¡vel a ser representada. As linhas horizontais pontilhadas sÃ£o opcionais e
sÃ3devemsercolocadasquandoajudaremnainterpretaÃ§Ã£odogrÃ!‘fico.CasocontrÃ!‘rio, devemserdescartadas, pois, comojÃ!‘enfatizamosantes, umgrÃ!‘ficodeveseromaislimpopossÃ-
vel.

No grÃ¡fico da Figura 22, podemos notar que a taxa de mortalidade infantil na regiÃ£o
Nordeste esteve sempre acima da taxa da regiÃ£o Sudeste durante todo o perÃodo conside-
rado, com um declÃnio das taxas nas duas regiÃµesetambÃ©mnoBrasilcomoumtodoaolongodoperÃ-
odo.

Embora o declÃnio absoluto na taxa da regiÃ£o Nordeste tenha sido maior (aproxima-
damente 20 casos em mil nascidos vivos), a reduÃ§Ã£o percentual na taxa da regiÃ£o
Sudeste foi maior (cerca de 8 casos a menos nos 30 iniciais, ou seja, 27% a menos, enquanto
20 casos a menos nos 80 iniciais na regiÃ£o Nordeste representam uma reduÃ§Ã£o de
25%.

Podemos observar ainda uma tendÃªncia Ã estabilizaÃ§Ã£o da taxa de mortalidade
infantil da regiÃ£o Sudeste a partir do ano de 1994, enquanto a tendÃªncia de declÃnio
permanece na regiÃ£o Nordeste e no Brasil.

Ao analisar e construir um grÃ¡fico de linhas, devemos estar atentos a certos detalhes que
podem mascarar o verdadeiro comportamento dos dados.

A Figura 23(a) apresenta um grÃ¡fico de linhas para o preÃ§o mÃ©dio do litro de leite
entre os meses de maio e agosto de 2001. Apesar de colocar os valores para cada mÃªs, o
grÃ¡fico nÃ£o mostra a escala de valores e nÃ£o representa a sÃ©rie desde o comeÃ§o
da escala, o valor zero.
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Essa concentraÃ§Ã£o da visualizaÃ§Ã£o da linha somente na parte do grÃ¡fico onde os da-
dos estÃ£o situados distorce a verdadeira de dimensÃ£o da queda do preÃ§o, acentuando-
a. Ao compararmos com o grÃ¡fico da Figura 23(b), cujo escala vertical comeÃ§a no zero,
percebemos que houve mesmo uma queda, mas nÃ£o tÃ£o acentuada quanto aquela
mostrada no grÃ¡fico divulgado no jornal.

(a) (b)

Figura 23: GrÃ¡fico de linhas para o preÃ§o mÃ©dio do litro de leite: (a) original (jornal
Folha de SÃ£o Paulo, set/2001), (b) modificado, com a escala de valores mostrada e
iniciando-se no zero.

Outro aspecto mascarado pela falta da escala Ã© que as diferenÃ§as entre os valores
numÃ©ricos nÃ£o correspondem Ã s distÃ¢ncias representadas no grÃ¡fico.

Por exemplo, no grÃ¡fico de linha divulgado para a sÃ©rie do preÃ§o do leite, vemos
que a queda no preÃ§o de maio para junho foi de R$0,02 e, de julho para agosto, foi de
R$0,04, duas vezes maior. No entanto, a distÃ¢ncia (vertical) entre os pontos de maio e
julho Ã© maior do que a distÃ¢ncia (vertical) entre os pontos de julho e agosto!!

E mais, a queda de junho para junho foi de R$0,05, pouco mais do que a queda de R$0,04
de junho a agosto. PorÃ©m, a distÃ¢ncia (vertical) no grÃ¡fico entre os pontos de junho
e julho Ã© cerca de quatro vezes maior do que a distÃ¢ncia (vertical) dos pontos de julho
e agosto!!

Examinando o grÃ¡fico apenas visualmente, sem nos atentar para os nÃºmeros, tenderemos
a pensar que as grandes quedas no preÃ§o do leite ocorreram no comeÃ§o do perÃodo
de observaÃ§Ã£o (de maio a julho), enquanto, na verdade, as quedas se deram quase da
mesma forma mÃªs a mÃªs, sendo um pouco maiores no final do perÃodo (de julho a
agosto).

AlÃ©m disso, a palavra despenca nos faz pensar numa queda abrupta, que Ã© o que
o grÃ¡fico divulgado parece querer mostrar. No entanto, analisando o grÃ¡fico da Fi-
gura 23(a), que corrige essas distorÃ§Ãµes, notamosquehouvesimumaqueda,masnÃ£otÃ£oabruptaquantocolocadanaFigura 23(b).

A Figura 23 mostra os efeitos na representaÃ§Ã£o de uma sÃ©rie temporal quando
mudamos o comeÃ§o da escala de valores do eixo vertical. Ã medida que aproximamos
o comeÃ§o da escala do valor mÃnimo da sÃ©rie, a queda nos parece mais abrupta. A
mesma observaÃ§Ã£o vale para o caso em que o grÃ¡fico mostrar um aumento dos valores
da sÃ©rie: quanto mais o inÃcio da escala se aproxima do valor mÃnimo da sÃ©rie,
mais acentuado parecerÃ¡ o aumento.

De maneira geral, um grÃ¡fico de linhas deve ser construÃdo de modo que:

� O inÃcio do eixo vertical seja o valor mÃnimo possÃvel para a variÃ¡vel que estÃ¡
sendo representada (para o caso do preÃ§o de leite, o valor zero, leite de graÃ§a),
para evitar as distorÃ§ÃµesilustradasnaFigura 23;OfinaldoeixoverticalsejatalqueasÃ©rieficacentradaemrelaÃ§Ã£oaoeixovertical, comomostradonaFigura 24(a);

�� Os tamanhos dos eixos sejam o mais parecidos possÃvel, para que nÃ£o ocorra a dis-
torÃ§Ã£o mostrada nos grÃ¡ficos (b) e (c)) da Figura 24.
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(a) (b) (c)

Figura 24: Efeitos da mudanÃ§a no inÃcio e/ou final da escala do grÃ¡fico em linhas da
sÃ©rie temporal do preÃ§o do leite.

(a) (b)
(c)

3.3.6 O Diagrama de DispersÃ£o

O diagrama de dispersÃ£o Ã© um grÃ¡fico onde pontos no espaÃ§o cartesiano XY sÃ£o
usados para representar simultaneamente os valores de duas variÃ¡veis quantitativas me-
didas em cada elemento do conjunto de dados.

A Tabela 7 e a Figura 26 mostram um esquema do desenho do diagrama de dispersÃ£o.
Neste exemplo, foram medidos os valores de duas variÃ¡veis quantitativas, X e Y, em
quatro indivÃduos. O eixo horizontal do grÃ¡fico representa a variÃ¡vel X e o eixo vertical
representa a variÃ¡vel Y.

Tabela 7: Dados esquemÃ¡ticos.
IndivÃduos VariÃ¡vel X VariÃ¡vel Y

A 2 3
B 4 3
C 4 5
D 8 7

O diagrama de dispersÃ£o Ã© usado principalmente para visualizar a relaÃ§Ã£o/associaÃ§Ã£o
entre duas variÃ¡veis, mas tambÃ©m para Ã© muito Ãºtil para:

� Comparar o efeito de dois tratamentos no mesmo indivÃduo.

� Verificar o efeito tipo antes/depois de um tratamento;

A seguir, veremos quatro exemplos da utilizaÃ§Ã£o do diagrama de dispersÃ£o. Os dois
primeiros referem-se ao estudo da associaÃ§Ã£o entre duas variÃ¡veis. O terceiro utiliza
o diagrama de dispersÃ£o para comparar o efeito de duas condiÃ§ÃµesnomesmoindivÃ-
duo.OÃltimoexemplo, similaraoterceiro, verificaoefeitodaaplicaÃ§Ã£odeumtratamento, comparandoasmedidasantesedepoisdamedicaÃ§Ã£o.

Exemplo dos ursos marrons (continuaÃ§Ã£o):
Recorde que um dos objetivos dos pesquisadores neste estudo Ã© encontrar uma maneira
de conhecer o peso do urso atravÃ©s de uma medida mais fÃ¡cil de se obter do que a
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Figura 26: Esquema do diagrama de dispersÃ£o.

direta (carregar uma balanÃ§a para o meio da selva e colocar os ursos em cima dela) como,
por exemplo, uma medida de comprimento (altura, perÃmetro do tÃ3rax, etc.).

O problema estatÃstico aqui Ã© encontrar uma variÃ¡vel que tenha uma relaÃ§Ã£o forte
com o peso, de modo que, a partir de seu valor medido, possa ser calculado (estimado, na
verdade) o valor peso indiretamente, atravÃ©s de uma equaÃ§Ã£o matemÃ¡tica.

O primeiro passo para encontrar esta variÃ¡vel Ã© fazer o diagrama de dispersÃ£o das
variÃ¡veis candidatas (eixo horizontal) versus o peso (eixo vertical), usando os pares de in-
formaÃ§Ãµesdetodososursos.V ocÃpodetentarasvariÃ!‘veis : idade, altura, comprimentodacabeÃ§a, larguradacabeÃ§a, perÃ-
metrodopescoÃ§oeperÃmetrodotÃ3rax.

Na Figura 27, mostramos a relaÃ§Ã£o entre peso e altura e entre peso e perÃmetro do
tÃ3rax.Respectivamente.

(a) (b)

Podemos ver que, tanto a altura quanto o perÃmetro do tÃ3raxsÃ£ofortementeassociadosaopesodourso, nosentidodequequantomaisaltooursoouquantomaioramedidadeseutÃ3rax,maispesadoeleserÃ!‘.

Mas note que este crescimento Ã© linear para o perÃmetro do tÃ3raxenÃ£o−linearparaaaltura.

AlÃ©m disso, com os pontos estÃ£o mais dispersos no grÃ¡fico da altura, a variÃ¡vel mais
adequada para estimar, sozinha, o peso Ã© o perÃmetro do tÃ3rax(atÃ©cnicaestatÃ-
sticaadequadaaquichama− seRegressÃ£oLinearSimples).

Exemplo dos morangos:
Um produtor de morangos para exportaÃ§Ã£o deseja produzir frutos grandes, pois frutos
pequenos tÃªm pouco valor mesmo no mercado interno. AlÃ©m disso, os frutos, mesmo
grandes, nÃ£o devem ter tamanhos muito diferentes entre si. O produtor suspeita que
uma dos fatores que altera o tamanho dos frutos Ã© o nÃºmero de frutos por muda.

Para investigar a relaÃ§Ã£o entre o nÃºmero de frutos que uma planta produz e o peso
destes frutos, ele observou dados de 10 morangueiros na primeira safra (Tabela 8). O
diagrama de dispersÃ£o Ã© mostrado na Figura 28.

O diagrama de dispersÃ£o mostra-nos dois fatos. O primeiro, que hÃ¡ um decrÃ©scimo
no valor mÃ©dio do peso do fruto por Ã¡rvore Ã medida que cresce o nÃºmero de frutos
na Ã¡rvore. Ou seja, nÃ£o Ã© vantagem uma Ã¡rvore produzir muitos frutos, pois ele
tenderÃ£o a ser muito pequenos.

Figura 28: Diagrama de dispersÃ£o do nÃºmero de frutos por Ã¡rvore versus o peso do
fruto e linha unindo os pesos mÃ©dios dos frutos.
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Tabela 8: Peso dos frutos e nÃºmero de frutos por planta em 10 morangueiros na primeira
safra.
Muda N Peso dos Frutos (gramas)

1 5 15,2 15,5 15,6 15,7 16,4
2 6 14,0 14,5 15,4 15,9 15,9 16,1
3 7 13,7 13,8 14,1 14,1 14,5 14,9 15,5
4 8 11,0 11,5 12,4 12,4 12,9 14,5 15,5 16,6
5 9 10,2 11,1 12,1 12,4 13,5 13,8 14,0 15,4 16,0
6 10 9,0 9,3 10,7 11,6 11,7 12,6 12,8 12,8 13,4 15,1
7 11 7,8 8,6 8,7 9,6 11,1 11,9 12,1 12,5 14,1 14,2 14,0
8 12 7,3 9,4 10,2 10,3 10,8 10,6 11,1 11,5 11,5 12,9 13,4 15,0
9 13 6,9 7,6 8,5 10,0 10,9 11,0 11,4 11,6 12,0 12,0 12,7 13,5 14,0
10 14 7,0 8,0 9,0 10,0 10,0 10,5 11,0 11,2 11,2 11,7 12,5 12,9 13,5 13,5

O segundo fato que percebemos Ã© que, com o aumento no nÃºmero de frutos na
Ã¡rvores, cresce tambÃ©m a variabilidade no peso, gerando tanto frutos muito grandes,
como muito pequenos.

Assim, conclui-se que nÃ£o Ã© vantagem ter poucas plantas produzindo muito frutos,
mas sim muitas plantas produzindo poucos frutos, mas grandes e uniformes. Uma anÃ¡lise
mais detalhada poderÃ¡ determinar o nÃºmero ideal de frutos por Ã¡rvore, aquele que
maximiza o peso mÃ©dio e, ao mesmo tempo, minimiza a variabilidade do peso.

Exemplo da Capacidade Pulmonar:
Captopril Ã© um remÃ©dio destinado a baixar a pressÃ£o sistÃ3lica.Paratestarseuefeito, elefoiministradoa12pacientes, tendosidomedidaapressÃ£osistÃ3licaantesedepoisdamedicaÃ§Ã£o(Tabela 9).

Paciente A B C D E F G H I J K L

Antes 200 174 198 170 179 182 193 209 185 155 169 210
Depois 191 170 177 167 159 151 176 183 159 145 146 177

Os mesmos indivÃduos foram utilizados nas duas amostras (Antes/depois). Assim, Ã©
natural compararmos a pressÃ£o sistÃ3licaparacadaindivÃduo, comparandoapressÃ£osistÃ3licadepoiseantes.Paratodosospacientes, apressÃ£osistÃ3licadepoisdoCaptoprilÃ©menordoqueantesdamedicaÃ§Ã£o.MascomopodemosverseestasdiferenÃ§assÃ£ograndes?AtravÃ©sdodiagramadedispersÃ£omostradonaFigura 29.

Cada ponto no diagrama de dispersÃ£o corresponde Ã s medidas de pressÃ£o sistÃ3licadeumpaciente,medidaantesedepoisdamedicaÃ§Ã£o.

A linha marcada no diagrama corresponde Ã situaÃ§Ã£o onde a pressÃ£o sistÃ3licanÃ£osealteroudepoisdopacientetomaroCaptopril.

Veja que todos os pontos estÃ£o abaixo desta linha, ou seja para todos os pacientes o
Captopril fez efeito. Grande parte destes pontos estÃ¡ bem distante da linha, mostrando
que a reduÃ§Ã£o na pressÃ£o sistÃ3licadepoisdousodomedicamentonÃ£ofoipequena.
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4 Estat́ıstica Descritiva - Medidas Resumo

4.1 Dados qualitativos

Para sumarizar dados qualitativos numericamente, utiliza-se contagens, proporções,
percentagens, taxas por 1000, taxas por 1.000.000, etc, dependendo da escala
apropriada.

Por exemplo, se encontrarmos que 70 de 140 estudantes de medicina são homens, po-
deŕıamos relatar a taxa como uma proporção (0.5) ou provavelmente ainda melhor como
um percentual (50%).

Se encontrarmos que 7 de uma amostra de 5000 pessoas são portadores de uma doença
rara podeŕıamos expressar isto como uma proporção observada (0.0014) ou percentual
(0.14%), mas melhor seria 1.4 casos por mil.

4.1.1 Resumindo numericamente

Considere o seguinte conjunto de dados que mostra os escores de abundância médios
DAFOR de ocorrência de Nardus stricta em 100 áreas investigadas em Exmoor, Inglaterra.

Dominante 8
Abundante 33
Frequente 32
Ocasional 17
Raro 10

A moda de um conjunto de dados categóricos é a categoria que tem o maior percentual
de dados. Ela deve ser usada cuidadosamente como uma medida resumo global porque é
muito dependente da forma como os dados são categorizados. Para os dados dos sexos dos
ursos marrons a moda é machos. Para os dados acima, a categoria modal é “Abundante”,
mas por muito pouco.

A mediana, bem como a moda, podem ser calculadas para dados ordenados. Este é
valor do “meio”, mais comumente usado para dados quantitativos. A mediana não faz
sentido para os dados dos sexos dos ursos.

Já para os dados de abundância, a categoria mediana é “Frequente”, porque 50% dos
dados estão em categorias superiores, e menos do que 50% estão em categorias inferiores.
A mediana é mais robusta do que a moda pois é menos senśıvel à categorização adotada.

4.2 Dados quantitativos

4.2.1 Resumindo numericamente

Para resumir numericamente dados quantitativos o objetivo é escolher medidas apropri-
adas de locação (“qual o tamanho dos números envolvidos?”) e de dispersão (“quanta
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variação existe?”) para os tipos de dados.

Existem três escolhas principais para a medida de locação, a chamada “3 Ms”, as quais
estão ligadas a certas medidas de dispersão como segue:

M ‘Dispersão’

média (o valor ‘médio’) desvio padrão
mediana (o valor do ‘meio’) IQR
moda (o valor ‘mais comum’) proporção

4.2.2 A moda

Nem todos os conjuntos de dados são suficientemente balanceados para o cálculo da média
ou mediana. Algumas vezes, especialmente para dados de contagem, um único valor
domina a amostra.

A medida de locação apropriada é então a moda, a qual é o valor que ocorre com maior
frequência. A proporção da amostra a qual toma este valor modal deveria ser utilizada no
lugar de uma medida formal de dispersão.

Algumas vezes, podemos distinguir claramente dois ou mais ‘picos’ na frequência dos va-
lores registrados. Neste caso (chamado bimodal/multimodal) deveŕıamos apresentar
ambas as localizações. Dados deste tipo são particularmente dif́ıceis de resumir (e anali-
sar).

Exemplo. Dez pessoas registraram o número de copos de cerveja que eles tomaram num
determinado sábado:

0, 0, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 3, 6

A moda é 0 copos de cerveja, a qual foi obtida pela metade da amostra. Poderiamos
adicionar mais informação separando a amostra e dizendo que daqueles que tomaram
cerveja a mediana foi de 3 copos.

4.2.3 A mediana e a amplitude inter-quartis

Uma outra forma de sumarizar dados é em termos dos quantis ou percentis. Essas
medidas são particularmente úteis para dados não simétricos.

A mediana (ou percentil 50) é definida como o valor que divide os dados ordenados ao
meio, i.e. metade dos dados têm valores maiores do que a mediana, a outra metade tem
valores menores do que a mediana.

Adicionalmente, os quartis inferior e superior, Q1 e Q3, são definidos como os valores
abaixo dos quais estão um quarto e três quartos, respectivamente, dos dados.

Estes três valores são frequentemente usados para resumir os dados juntamente com o
mı́nimo e o máximo.
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Eles são obtidos ordenando os dados do menor para o maior, e então conta-se o número
apropriado de observações: ou seja é n+1

4 , n+1
2 e 3(n+1)

4 para o quartil inferior, mediana e
quartil superior, respectivamente.

Para um número par de observações, a mediana é a média dos valores do meio (e analo-
gamente para os quartis inferior e superior).

A medidade de dispersão é a amplitude inter-quartis, IQR = Q3 − Q1, i.e. é a diferença
entre o quartil superior e o inferior.

Exemplo. O número de crianças em 19 famı́lias foi

0, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 5, 6, 6, 7, 8, 10

A mediana é o (19+1) / 2 = 10o valor, i.e. 3 crianças.

O quartil inferior e superior são os valores 5o e 15o, i.e. 2 e 6 crianças, portanto
amplitude inter-quartil é de 4 crianças. Note que 50% dos dados estão entre os quartis
inferior e superior.

Box-and-Whisker Plots

Box-and-Whisker plots ou simplesmente box-plots são simples representações diagramáticas
dos cinco números sumários: (mı́nimo, quartil inferior, mediana, quartil superior, máximo).

Um box-plot para os dados geoqúımicos fica como mostrado a seguir (Figura 30).

Figura 30: Representação dos 5 números sumários num box-plot

4.2.4 Média, variância e desvio padrão

Para resumir dados quantitativos aproximadamente simétricos, é usual calcular a média
aritmética como uma medida de locação. Se x1, x2, . . . , xn são os valores dos dados, então
podemos escrever a média como

x =
x1 + x2 + . . .+ xn

n
=

∑n
i=1 xi
n

,

onde ‘
∑n
i=1 xi = x1 + x2 + . . . + xn’ e frequentemente é simplificada para

∑
xi ou até

mesmo
∑
x que significa ‘adicione todos os valores de x’.

A variância é definida como o ‘desvio quadrático médio da média’ e é calculada de uma
amostra de dados como

s2 =

∑n
i=1(xi − x)2

n− 1
=

∑n
i=1(x2

i )− nx2

(n− 1)
.
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A segunda versão é mais fácil de ser calculada, no entanto muitas calculadoras têm funções
prontas para o cálculo de variâncias, e é raro ter que realisar todos os passos manualmente.

Comumente as calculadoras fornecerão a raiz quadrada da variância, o desvio padrão,
i.e.

s =
√

variância =
√
s2

a qual é medida nas mesmas unidades dos dados originais.

Uma informação útil é que para qualquer conjunto de dados, pelo menos 75% deles fica
dentro de uma distância de 2 desvios padrão da média, i.e. entre x̄− 2s e x̄+ 2s.

Exemplo. Sete homens foram pesados, e os resultados em kg foram:

57.0, 62.9, 63.5, 64.1, 66.1, 67.1, 73.6.

A média é 454.3/7 = 64.9 kg,

a variância é (29635.05− 454.32/7)/6 = 25.16 kg2

e o desvio padrão é
√

25.16 = 5.02 kg.

4.2.5 Coeficiente de variação

Uma pergunta que pode surgir é: O desvio padrão calculado é grande ou pequeno?

Esta questão é relevante por exemplo, na avaliação da precisão de métodos.

Um desvio padrão pode ser considerado grande ou pequeno dependendo da ordem de
grandeza da variável.

Uma maneira de se expressar a variabilidade dos dados tirando a influência da ordem de
grandeza da variável é através do coeficiente de variação, definido por:

CV =
s

x̄

O CV é:

� interpretado como a variabilidade dos dados em relação à média. Quanto
menor o CV mais homogêneo é o conjunto de dados.

� adimensional, isto é, um número puro, que será positivo se a média for positiva;
será zero quando não houver variabilidade entre os dados, ou seja, s = 0.

� usualmente expresso em porcentagem, indicando o percentual que o desvio padrão
é menor (100%CV < 100%) ou maior (100%CV > 100%) do que a média

Um CV é considerado baixo (indicando um conjunto de dados razoavelmente homogêneo)
quando for menor ou igual a 25%. Entretanto, esse padrão varia de acordo com a
aplicação.
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Por exemplo, em medidas vitais (batimento card́ıaco, temperatura corporal, etc) espera-se
um CV muito menor do que 25% para que os dados sejam considerados homogêneos.

Pode ser dif́ıcil classificar um coeficiente de variação como baixo, médio, alto ou muito
alto, mas este pode ser bastante útil na comparação de duas variáveis ou dois grupos que
a prinćıpio não são comparáveis.

Exemplos:

1. Em um grupo de pacientes foram tomadas as pulsações (batidas por minuto) e
dosadas as taxas de ácido úrico (mg/100ml). As médias e os desvios padrão foram:

Variável x̄ s

pulsação 68,7 8,7
ácido úrico 5,46 1,03

Os coeficientes de variação são: CVp = 8, 7/68, 7 = 0, 127 e CVa.u. = 1, 03/5, 46 =
0, 232, o que evidencia que a pulsação é mais estável do que o ácido úrico.

2. Em experimentos para a determinação de clorofila em plantas, levantou-se a questão
de que se o método utilizado poderia fornecer resultados mais consistentes. Três
métodos foram colocados à prova e 12 folhas de abacaxi foram analisadas com cada
um dos métodos. Os resultados foram os seguintes:

Método (unidade) x̄ s CV

1(100cm3) 13,71 1,20 0,088
2(100g) 61,40 5,52 0,090
3(100g) 337,00 31,20 0,093

Note que as médias são bastante diferentes devido às diferenças entre os métodos.
Entretanto, os três CV são próximos, o que indica que a consistência dos métodos
é praticamente equivalente, sendo que o método 3 mostrou-se um pouco menos
consistente.

4.2.6 Escore padronizado

O escore padronizado, ao contrário do CV, é útil para comparação dos resultados in-
div́ıduais.

Por exemplo, um aluno que tenha obtido nota 7 numa prova cuja média da classe foi 5 foi
melhor do que numa prova em que tirou 8 mas a média da classe foi 9.

Além da comparação da nota individual com a média da classe, também é importante
avaliar am cada caso se a variabilidade das notas foi grande ou não.

Por exemplo, o desempenho deste aluno que obteve nota 7 seria bastante bom se o desvio
padrão da classe fosse 2 e apenas razoável se o desvio padrão da classe fosse 4.
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Sejam x1, x2, · · · , xn os dados observados em uma amostra de tamanho n e x̄ e s a média
e o desvio padrão, então

zi =
xi − x̄
s

, i = 1, · · · , n

é denominado escore padronizado.

Os escores padronizados são muito úteis na comparação da posição relativa da medida
de um indiv́ıduo dentro do grupo ao qual pertence, o que justifica sua grande apliacação
como medida de avaliação de desempenho.

Exemplo:
Os escores padronizados são amplamente utilizados em teste de aptidão f́ısica. Mathews
(1980) compara testes de aptidão f́ısica e conhecimento desportivo.

Tabela 10: Resultados obtidos por duas alunas do curso secundário, média e desvio padrão
da turma em teste de aptidão f́ısica e conhecimento desportivo
Teste x̄ s x z

Maria Joana Maria Joana

abdominais em 2 min 30 6 42 38 2,00 1,33
salto em extensão (cm) 155 23 102 173 -2.33 0,78
suspensão braços flexionados (seg) 50 8 38 71 -1.50 2,63
correr/andar em 12 min (m) 1829 274 2149 1554 1,17 -1,00
conhecimento desportivo 75 12 97 70 1,83 -0,42

Maria apresentou um desempenho muito acima da média em força abdominal (dois desvio
padrão acima da média); sua capacidade aeróbica (corrida/caminhada) está acima da
média mas não é notável e ela tem um conhecimento desportivo bastante bom comparado
com o grupo.

No salto de extensão e na suspensão com flexão do braço sobre antebraço, Maria obteve
escores abaixo das respectivas médias do grupo, sendo que o desempenho de Maria para
salto em extensão é bastante ruim.

Descreva o desempenho de Joana.
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5 IntroduÃ§Ã£o Ã probabilidade e aplicaÃ§Ã£o em
testes diagnÃ3sticos

Nesta seÃ§Ã£o serÃ£o introduzidos conceitos probabilÃsticos aplicados a um problema
de verificaÃ§Ã£o da qualidade de um teste diagnÃ3stico.

5.1 Probabilidade

De maneira informal, probabilidade Ã© uma medida da certeza de ocorrÃªncia de um
evento. Formalmente, existem duas definiÃ§Ãµesdeprobabilidade : adefiniÃ§Ã£oclÃ!‘ssicaeafrequentista.

5.1.1 DefiniÃ§Ã£o clÃ¡ssica

Considere o seguinte experimento aleatÃ3rio : lanÃ§arumamoedaeobservarafacevoltadaparacima.

Este experimento possui dois resultados possÃveis: cara e coroa. Ao conjunto dos resul-
tados possÃveis de um experimento chamamos de espaÃ§o amostral e serÃ¡ denotado
pela letra E. O espaÃ§o amostral do experimento acima Ã© E = {c, c̄}, em que c denota
cara e c̄ coroa.

Um subconjunto do espaÃ§o amostral Ã© chamado de evento e Ã© denotado por letras
maiÃºsculas. Para o exemplo acima, podemos definir os eventos:
A = {c} = {ocorrer cara} e B = {c̄} = {ocorrer coroa}

O evento A acima Ã© chamado de evento simples pois Ã© constituÃdo de apenas um
elemento do espaÃ§o amostral. O mesmo se aplica para o evento B.

Seja A um evento qualquer do espaÃ§o amostral. Se os eventos simples sÃ£o equi-
provÃ¡veis podemos calcular P (A) como:

P (A) =
nÃºmero de resultados favorÃ¡veis Ã ocorrÃªncia do evento A

nÃºmero de resultados possÃveis
(1)

Para o experimento acima se a moeda Ã© nÃ£o viciada, os eventos A e B sao equi-
provÃ¡veis e P (A) = P (B) = 1/2.

No lanÃ§amento de um dado nÃ£o viciado, os eventos simples sÃ£o equiprovÃ¡veis com
probabilidade 1/6, P (sair um nÃºmero par) = 3/6 = 1/2, P (sair nÃºmero 1 ou 3) =
2/6 = 1/3 e P (sair nÃºmero maior do que 2) = 4/6 = 2/3.

5.1.2 DefiniÃ§Ã£o frequentista

Na maioria das situaÃ§ÃµesprÃ!‘ticas, oseventossimplesdoespaÃ§oamostralnÃ£osÃ£oequiprovÃ!‘veisenÃ£opodemoscalcularprobabilidadesusandoadefiniÃ§Ã£oclÃ!‘ssica.Nestecaso, vamoscalcularprobilidadescomoafrequÃnciarelativadeumevento.SegueumexemploqueilustraomÃ©todo.

Exemplo 1: Uma amostra de 6800 pessoas de uma determinada populaÃ§Ã£o foi clas-
sificada quanto Ã cor dos olhos e Ã cor dos cabelos. Os resultados foram:
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Tabela 11: ClassificaÃ§Ã£o de uma amostra de 6800 pessoas quanto Ã cor dos olhos e
Ã cor dos cabelos

Cor dos cabelos
Cor dos olhos Loiro Castanho Preto Ruivo Total

Azul 1768 807 189 47 2811
Verde 946 1387 746 53 3132

Castanho 115 438 288 16 857
Total 2829 2632 1223 116 6800

Considere o experimento aleatÃ3rioqueconsisteemclassificarumindivÃduoquantoÃ cordosolhos.OespaÃ§oamostralÃ©E={A,V,C}, emque :

A={a pessoa tem olhos azuis}
V={a pessoa tem olhos verdes}
C={a pessoa tem olhos castanhos}

Os eventos acima sÃ£o claramente equiprovÃ¡veis. EntÃ£o vamos calcular a probabili-
dade de ocorrer um evento como a frequÃªncia relativa deste evento:

P (A) =
nÃºmero de pessoas de olhos azuis

nÃºmero de pessoas na amostra
=

2811

6800
= 0, 4134 (2)

O valor obtido Ã© na verdade uma estimativa da probabilidade. A qualidade desta esti-
mativa depende do nÃºmero de replicaÃ§Ãµesdoexperimento, ouseja, dotamanhodaamostra.

Ã medida que o tamanho da amostra cresce, a estimativa aproxima-se mais do valor verda-
deiro da probabilidade. Vamos, no entanto, assumir que o nÃºmero de replicaÃ§ÃµesÃ©suficientementegrandeparaqueadiferenÃ§aentreaestimativaeovalorverdadeirodaprobabilidadesejadesprezÃ-
vel.

As probabilidades dos eventos V e C sÃ£o:

P (V ) = 3132
6800 = 0, 4606 e P (C) = 857

6800 = 0, 1260

Observe que P (A) + P (V ) + P (C) = 1. Este resultado Ã© geral, uma vez que a uniÃ£o
destes eventos corresponde ao espaÃ§o amostral.

Seja Ā o evento {a pessoa nÃ£o tem olhos azuis}. O evento Ā Ã© chamado de evento
complementar de A e P (Ā) = 3132+857

6800 = 0, 5866 = 1− P (A).

Estes resultados sÃ£o propriedades de probabilidades. Seja A um evento qualquer no
espaÃ§o amostral E. EntÃ£o valem as propriedades:

1. 0 ≤ P (A) ≤ 1

2. P (E) = 1

3. P (Ā) = 1− P (A)

Voltando ao exemplo, vamos calcular algumas probabilidades. Seja L o evento {a pessoa
tem cabelos loiros}.
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Qual a probabilidade de uma pessoa ter olhos azuis e cabelos loiros?

O evento {a pessoa tem olhos azuis e cabelos loiros} Ã© chamado de evento interseÃ§Ã£o.
Ele contÃ©m todos os elementos do espaÃ§o amostral pertencentes concomitantemente
ao evento A e ao evento L e serÃ¡ denotado por A ∩ L, e a probabilidade deste evento
Ã©:

P (A ∩ L) =
1768

6800
= 0, 26 (3)

Qual a probabilidade de uma pessoa ter olhos azuis ou cabelos louros?

O evento {a pessoa tem olhos azuis ou cabelos louros} Ã© chamado de evento uniÃ£o
e serÃ¡ denotado por A ∪ L. Ele contÃ©m todos os elementos do espaÃ§o amostral que
estÃ£o em A, ou somente em L, ou em ambos, e a probabilidade deste evento Ã©:

P (A ∪ L) = P (A) + P (L)− P (A ∩ L) =
2811

6800
+

2829

6800
− 1768

6800
=

3872

6800
= 0, 5694 (4)

Para quaisquer dois eventos A e B do espaÃ§o amostral, podemos calcular a probabilidade
do evento uniÃ£o da seuignte forma: P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

Se os eventos sÃ£o mutuamente exclusivos, isto Ã©, eles nÃ£o podem ocorrer simul-
taneamente, P (A ∩B) = 0 e consequentemente

P (A ∪B) = P (A) + P (B)

Num exemplo de lanÃ§amento de um dado como os eventos P = {sair nÃºmero par} e
I = {sair nÃºmero Ãmpar} sÃ£o mutuamente exclusivos, P (P∪I) = P (P )+P (I) = 3/6+
3/6 = 1. Entretanto, os eventosO = {sair nÃºmero 1 ou 3} eQ = {sair nÃºmero maior que 2}
nÃ£o sÃ£o mutuamente exclusivos, pois O ∩Q = {3}. Neste caso, P (O ∪Q) = P (O) +
P (Q)− P (O ∩Q) = 2/6 + 4/6− 1/6 = 5/6.

A proriedade acima pode ser estendida para mais de dois eventos. Para 3 eventos quaisquer
(A,B e C) no espaÃ§o amostral, a probabilidade do evento uniÃ£o (A ∪B ∪ C) Ã©

P (A∪B ∪C) = P (A) +P (B) +P (C)−P (A∩B)−P (A∩C)−P (B ∩C) +P (A∩B ∩C)

Se os eventos A, B e C sÃ£o mutuamente exclusivos

P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)

No exemplo da cor dos olhos, os eventos A, V e C sÃ£o mutuamente exclusivos e P (A) +
P (V ) + P (C) = 1.

5.1.3 Probabilidade condicional

A probabilidade de um evento A ocorrer, dado que se sabe que um evento B ocorreu, Ã©
chamada probabilidade condicional do evento A dado B. Ela Ã© denotada por P (A|B)
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e calculada por:

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)

Esta expressÃ£o pode ser reescrita como:

P (A ∩B) = P (A|B)P (B)

A probabilidade do evento Ā (complementar de A) dado que o evento B ocorreu, isto Ã©,
P (Ā|B), Ã© expressa por:

P (Ā|B) = 1− P (A|B)

Os eventos A e B sÃ£o independentes se o fato de um deles ter ocorrido nÃ£o altera a
probabilidade da ocorrÃªncia do outro, isto Ã©,

P (A|B) = P (A)ouP (B|A) = P (B)

Da regra da multiplicaÃ§Ã£o temos:

P (A ∩B) = P (A|B)P (B) = P (A)P (B)

Exemplo 2: Considerando o Exemplo 1

a. Qual a probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso da populaÃ§Ã£o ter olhos
azuis dado que possui cabelos loiros?

P (A|L) =
P (A ∩ L)

P (L)
=

1768/6800

2829/6800
=

1768

2829
= 0, 6250

Observe que quando condicionamos em L, restringimos o espaÃ§o amostral ao con-
junto das pessoas loiras. Note que P (A) = 0, 4134 < P (A|L) = 0, 6250 e que os
eventos A e L nÃ£o sÃ£o independentes pois P (A|L) 6= P (A).

b. Qual a probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso da populaÃ§Ã£o nÃ£o ter
cabelos loiros dado que tem olhos castanhos?

P (L̄|C) = 1− P (L|C) = 1− 115/6800

857/6800
= 1− 0, 1342 = 0, 8658

Exemplo 3: Um casal possui 2 filhos. Qual a probabilidade de ambos serem do sexo
masculino?

Os eventos M ={nascer uma crianÃ§a do sexo masculino} e F ={nescer uma crianÃ§a
do sexo feminino} sÃ£o equiprovÃ¡veis. Logo, a probabilidade de nascer um filho do
sexo masculino Ã© 1/2. A ocorrÃªncia do evento A ={o primeiro filho Ã© do sexo
masculino} nÃ£o influencia a ocorrÃªncia do evento B ={o segundo filho Ã© do sexo
masculino}, e entÃ£o:

P (A ∩B) = P (A)P (B) = 1/2× 1/2 = 1/4
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5.2 AvaliaÃ§Ã£o da qualidade de testes diagnÃ3sticos

Ao fazer um diagnÃ3stico, umclÃnicoestabeleceumconjuntodediagnÃ3sticosalternativoscombasenossinaisesintomasdopaciente.ProgressivamenteelereduzsuasalternativasatÃ©chegarÃ umadoenÃ§aespecÃ-
fica.

Alternativamente, ele pode ter fortes evidÃªncias de que o paciente tem uma determinada
doenÃ§a e deseja apenas sua confirmaÃ§Ã£o. Para chegar Ã uma conclusÃ£o final o
clÃnico utiliza-se de testes diagnÃ3sticos :

exames de laboratÃ3rio(ex.dosagemdeglicose)exameclÃnico(ex.auscultaÃ§Ã£odopulmÃ£o)

questionÃ¡rio (ex. CDI (Children’s Depression Inventory)

Um teste diagnÃ3sticoÃ©umintrumentocapazdediagnosticaradoenÃ§acomdeterminadaprecisÃ£o.ParacadatestediagnÃ3sticoexisteumvalor de referÃªnciaquedeterminaaclassificaÃ§Ã£odoresultadodotestecomonegativooupositivo.

Um teste diagnÃ3sticoÃ©consideradoÃtilquandoeleidentificabemapresenÃ§adadoenÃ§a.Antesdeseradotadootestedeveseravaliadoparaverificarsuacapacidadedeacerto.EstaavaliaÃ§Ã£oÃ©feitaaplicando−
seotesteadoisgruposdepessoas : umgrupodoenteooutronÃ£odoente.Nestafase, odiagnÃ3sticoÃ©feitoporoutrotestechamadopadrÃ£oouro.

Os resultados obtidos podem ser organizados de acordo com a tabela abaixo:

Tabela 12: Resultados de um teste para pacientes doentes e nÃ£o doentes
Teste

DoenÃ§a + - Total

Presente (D) a b a+b
Ausente (D̄) c d c+d

Total a+c b+d n

O teste Ã© aplicado a n indivÃduos, dos quais sabidamente (a+b) sÃ£o doentes e (c+d)
sÃ£o nÃ£o doentes.

Exemplo 3: Em um estudo sobre o teste ergomÃ©trico, Wriner et al. (1979) compara-
ram os resultados obtidos entre indivÃduos com e sem doenÃ§a coronariana. O teste foi
definido como positivo se foi observado mais de 1mm de depressÃ£o ou elevaÃ§Ã£o do
segmento ST, por pelo menos 0,08s, em comparaÃ§Ã£o com os resultados obtidos com o
paciente em repouso. O diagnÃ3sticodefinitivo(classificaÃ§Ã£ocomodoenteounÃ£o−
doente)foifeitoatravÃ©sdeangiografia(testepadrÃ£oouro).

Tabela 13: Resultados do teste ergomÃ©trico aplicado a 1023 pacientes com doenÃ§a
coronariana e 442 pacientes sem a doenÃ§a

DoenÃ§a Teste ErgomÃ©trico
Coronariana + - Total

D 815 (a) 208 (b) 1023 (a+b)
D̄ 115 (c) 327 (d) 442 (c+d)

Total 930 (a+c) 535 (b+d) 1465 (n)
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Sejam os eventos:

� D={a pessoa tem doenÃ§a coronariana}

� D̄={a pessoa nÃ£o tem doenÃ§a coronariana}

� +={o resultado do teste ergomÃ©trico Ã© positivo}

� -={o resultado do teste ergomÃ©trico Ã© negativo}

Temos interesse em responder duas perguntas:

1. Qual a probabilidade do teste ser positivo dado que o paciente Ã© doente?

2. Qual a probabilidade do teste ser negativo dado que o paciente nÃ£o Ã© doente?

Em outras palavras, interessa conhecer as probabilidades condicionais:

s = P (+|D) =
P (+ ∩D)

P (D)
=

a

a+ b

e

e = P (−|D̄) =
P (−|D̄)

P (D̄)
=

d

c+ d

Estas probabilidades sÃ£o chamadas sensibilidade e especificidade. Numa situaÃ§Ã£o
ideal a sensibilidade e a especificidade deveriam ser 1.

Alternativamente, duas outras medidas que sÃ£o de mais fÃ¡cil interpretaÃ§Ã£o sÃ£o
definidas por:

PFP = P (+|D̄) = 1− e
e

PFN = P (−|D) = 1− s
a proporÃ§Ã£o de falsos positivos e a proporÃ§Ã£o de falsos negativos.

ExercÃcio: Calcule s, e, PFP e PFN para o exemplo do teste ergomÃ©trico.

5.3 Valor de prediÃ§Ã£o de um teste

AlÃ©m dos Ãndices de sensibilidade e especificidade, o clÃnico precisa decidir se consi-
dera o paciente doente ou nÃ£o uma vez tendo o resultado do teste daquele paciente. A
ele interessa conhecer o valor de prediÃ§Ã£o positiva e o valor de prediÃ§Ã£o negativa
de um teste:

V PP = P (D|+) = a
a+c e V PN = P (D̄|−) = d

b+d

ExercÃcio: Calcule os valores de VPP e VPN para o teste ergomÃ©trico.

Note que os valores de prediÃ§Ã£o sÃ£o afetados pela prevalÃªncia da doenÃ§a, a
proporÃ§Ã£o de pessoas com a doenÃ§a na populaÃ§Ã£o que Ã© estimada por (a+b)/n.
JÃ¡ a sensibilidade e especificidade nÃ£o sÃ£o afetados pela prevalÃªncia da doenÃ§a.
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6 DistribuiÃ§ÃµesteÃ3ricasdefrequÃncias

Como visto anteriormente, as distribuiÃ§Ãµesdosdados(quesÃ£ovariÃ!‘veisaleatÃ3rias)podemterumavariedadedeformas, incluindoformassimÃ©tricasenÃ£osimÃ©tricas.IntroduziremosaquialgunsdosmodelosprobabilÃ-
sticosmaiscomumenteusadosparataisdados.

6.1 A distribuiÃ§Ã£o Binomial

Considere um experimento realizado n vezes, sob as mesmas condiÃ§Ãµes, comasseguintescaracterÃ-
sticas :

cada repetiÃ§Ã£o do experimento (ou ensaio) produz um de dois resultados possÃ-
veis, denominados tecnicamente por sucesso (S) ou fracasso (F), ie os resultados
sÃ£o dicotÃ´micos.

a probabilidade de sucesso, P (S) = p, Ã© a mesma em cada repetiÃ§Ã£o do
experimento. (Note que P (F ) = 1− p).

os ensaios sÃ£o independentes, ie o resultado de um ensaio nÃ£o interfere no resul-
tado do outro.

As quantidades n e p sÃ£o os parÃ¢metros da distribuiÃ§Ã£o binomial. O nÃºmero total
de sucessosX Ã© uma variÃ¡vel aleatÃ3riacomdistribuiÃ§Ã£obinomialcomparÃmetrosnepeÃ©pordenotadaX
∼ B(n, p).

A probabilidade de X = x, pode ser encontrada como:

P (X = x) =
n!

x!(n− x)!
px(1− p)n−x, x = {0, 1, 2, · · ·} (5)

A mÃ©dia de um variÃ¡vel aleatÃ3riabinomialÃ©npeavariÃnciaÃ©np(1-p).

Para melhor entendimento considere o seguinte exemplo:

Suponha que num pedigree humano envolvendo albinismo (o qual Ã© recessivo), nÃ3sencontremosumcasamentonoqualsabe−
sequeambososparceirossÃ£oheterozigotosparaogenealbino.DeacordocomateoriaMendeliana, aprobabilidadedequeumfilhodessecasalsejaalbinoÃ©umquarto.(EntÃ£oaprobabilidadedenÃ£oseralbinoÃ©34 .)

Agora considere o mesmo casal com 2 crianÃ§as. A chance de que ambas sejam albinas
Ã© (1

4)2 = 1
16 = 0.0625. Da mesma forma, a chance de ambas serem normais Ã©

(3
4)2 = 9

16 = 0.5625. Portanto, a probabilidade de que somente uma seja um albina deve
ser 1− 1

16 −
9
16 = 6

16 = 3
8 = 0.375.

Alternativamente, poderiamos ter usado a formula acima definindo como variÃ¡vel aleatÃ3riaXonÃmerodecrianÃ§asalbinas, comn=2,p=14 ,
e estariamos interessados em P (X = 1).

Se agora considerarmos a famÃlia com n = 5 crianÃ§as, as probabilidades de existam
x = 0, 1, 2, . . . , 5 crianÃ§as albinas, em que a probabilidade de albinismo Ã© p = 1

4 , sÃ£o
dadas por

P (X = x) =
5!

x!(5− x)!

(
1

4

)x (3

4

)5−x
(6)

as quais ficam como segue.
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O nÃºmero esperado (ou mÃ©dia) de crianÃ§as albinas em famÃlias com 5 crianÃ§as
para casais heterozigotos para o gene albino Ã© np = 5× 1

4 = 1, 25.

ExercÃcio: VocÃª leva sua cadela ao veterinÃ¡rio e descobre atravÃ©s de um exame
de ultrasonografia que ela estÃ¡ grÃ¡vida com uma ninhada de 8 filhotes.

a. Qual Ã© a probabilidade de que exatamente 3 dos filhotes sejam fÃªmeas?

b. Qual Ã© a probabilidade de que existam um nÃºmero igual de machos e fÃªmeas?

c. Qual Ã© a probabilidade de que existam mais machos do fÃªmeas?
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6.2 A distribuiÃ§Ã£o Poisson

Uma outra distribuiÃ§Ã£o comum Ã© a distribuiÃ§Ã£o Poisson, e Ã© frequente-
mente usada para modelar o nÃºmero de ocorrÃªncias de um evento por um certo perÃodo
de tempo ou por um certo volume ou por uma certa Ã¡rea. Por exemplo, para descrever o
nÃºmero de nematÃ3idesencontradosemamostrasdesolo, onÃmerodiÃ!‘riodenovoscasosdecÃncerdemama, ouonÃmerodecÃ©lulascontadasusandoumhemocitrÃ́metro.OhistogramaabaixomostraonÃmerodeorganismosencontradosemcadaumde400quadradospequenos.

A distribuiÃ§Ã£o Poisson tem apenas um parÃ¢metro, λ que Ã© interpretado como uma
taxa mÃ©dia de ocorrÃªncia do evento, e a probabilidade de ocorrerem exatamente x
eventos Ã© dada por

P (X = x) =
λxe−λ

x!
, (7)

em que e ≈ 2, 7183, e λ > 0. A variÃ¢ncia de uma Poisson Ã© igual Ã sua mÃ©dia, λ.

Quando λ = 4.68, por exemplo, a distribuiÃ§Ã£o fica assim:

As suposiÃ§ÃµesbÃ!‘sicasparaautilizaÃ§Ã£odomodelosÃ£o :

as condiÃ§Ãµesdoexperimentopermanecemconstantesnodecorrerdotempo, ie, ataxamÃ©diadeocorrÃncia(λ)
Ã© constante ao longo do tempo.

intervalos de tempo disjuntos sÃ£o independentes, ie, a informaÃ§Ã£o sobre o
nÃºmero de ocorrÃªncias em um perÃodo nada revela sobre o nÃºmero de ocorrÃªncias
em outro perÃodo.

Exemplo: Ver exemplo 4.3.2 pÃ¡gina 95 da apostila

ExercÃcio: Um investigador estÃ¡ interessado no nÃºmero de ovos depositados por uma
espÃ©cie de pÃ¡ssaro. Na primavera, ele procura e acha 80 ninhos. O nÃºmero mÃ©dio
de ovos por ninho foi 3,8 e a variÃ¢ncia foi 3,1. Porque a variÃ¢ncia Ã© aproximadamente
igual Ã¡ mÃ©dia, ele acha que pode ser razoÃ¡vel descrever o nÃºmero de ovos por ninho
como tendo uma distribuiÃ§Ã£o Poisson com mÃ©dia 3,8.

a. Se esta realmente representa a distribuiÃ§Ã£o populacional, qual seria a probabili-
dade de encontrar um ninho com mais do que 5 ovos?

b. Qual seria a probabilidade de nÃ£o encontrar nenhum ovo num ninho?

c. A maior concentraÃ§Ã£o da distribuiÃ§Ã£o estÃ¡ em torno de que valor?

6.3 A distribuiÃ§Ã£o Normal

A distribuiÃ§Ã£o Normal Ã© a mais familiar das distribuiÃ§ÃµesdeprobabilidadeetambÃ©mumadasmaisimportantesemestatÃ-
stica.

Exemplo: O peso de recÃ©m-nascidos Ã© uma variÃ¡vel aleatÃ3riacontÃnua.AFigura 31eF igura 32abaixomostramadistribuiÃ§Ã£odefrequÃnciasrelativasde100e5000pesosderecÃ©m−
nascidoscomintervalosdeclassede500ge125g, respectivamente.
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Figura 31: Histograma de frequÃªncias relativas a 100 pesos de reÃ§em-nascidos com
intervalo de classe de 500g

Figura 32: Histograma de frequÃªncias relativas a 5000 pesos de reÃ§em-nascidos com
intervalo de classe de 125g

O segundo histograma Ã© um refinamento do primeiro, obtido aumentando-se o tamanho
da amostra e reduzindo-se a amplitude dos intervalos de classe. Ele sugere a curva na
Figura 33, que Ã© conhecida como curva normal ou Gaussiana.

A variÃ¡vel aleatÃ3riaconsideradanesteexemploemuitasoutrasvariÃ!‘veisdaÃ!‘reabiolÃ3gicapodemserdescritaspelomodelonormalouGaussiano.

A equaÃ§Ã£o da curva Normal Ã© especificada usando 2 parÃ¢metros: a mÃ©dia µ,
e o desvio padrÃ£o σ.

Denotamos N(µ, σ) Ã curva Normal com mÃ©dia µ e desvio padrÃ£o σ.

A mÃ©dia refere-se ao centro da distribuiÃ§Ã£o e o desvio padrÃ£o ao espalhamento
(ou achatamento) da curva.

A distribuiÃ§Ã£o normal Ã© simÃ©trica em torno da mÃ©dia o que implica que e
mÃ©dia, a mediana e a moda sÃ£o todas coincidentes.

Para referÃªncia, a equaÃ§Ã£o da curva Ã©

f(x) =
1√

(2πσ2)
exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
. (8)

Felizmente, vocÃª nÃ£o tem que memorizar esta equaÃ§Ã£o. O importante Ã© que
vocÃª entenda como a curva Ã© afetada pelos valores numÃ©ricos de µ e σ. Isto Ã©
mostrado no diagrama da Figura 34.

A Ã¡rea sob a curva normal (na verdade abaixo de qualquer funÃ§Ã£o de densidade de
probabilidade) Ã© 1. EntÃ£o, para quaisquer dois valores especÃficos podemos deter-
minar a proporÃ§Ã£o de Ã¡rea sob a curva entre esses dois valores.

Para a distribuiÃ§Ã£o Normal, a proporÃ§Ã£o de valores caindo dentro de um, dois, ou
trÃªs desvios padrÃ£o da mÃ©dia sÃ£o:

Range Proportion

µ± 1σ 68.3%
µ± 2σ 95.5%
µ± 3σ 99.7%

Exemplo: Suponhamos que no exemplo do peso do recÃ©m-nascidos µ = 2800g e
σ = 500g. EntÃ£o:
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Figura 34: distribuiÃ§ÃµesnormaiscommesmamÃ©diaµ e vÃ¡rios valores de σ

P (2300 ≤ X ≤ 3300) = 0, 683
P (1800 ≤ X ≤ 3800) = 0, 955
P (1300 ≤ X ≤ 4300) = 0, 997

Usando este modelo podemos dizer que cerca de 68% dos recÃ©m-nascidos pesam entre
2300g e 3300g. O peso de aproximadamente 95% dos recÃ©m-nascidos estÃ¡ entre 1800g
e 3800g. Praticamente todos os bebÃªs desta populaÃ§Ã£o nascem com peso no intervalo
(1300,4300).

Na prÃ¡tica desejamos calcular probabilidades para diferentes valores de µ e σ.

Para isso, a variÃ¡vel X cuja distribuiÃ§Ã£o Ã© N(µ, σ) Ã© transformada numa forma
padronizada Z com distribuiÃ§Ã£o N(0, 1) (distribuiÃ§Ã£o normal padrÃ£o) pois
tal distribuiÃ§Ã£o Ã© tabelada.

A quantidade Z Ã© dada por

Z =
X − µ
σ

(9)

Exemplo: A concentraÃ§Ã£o de um poluente em Ã¡gua liberada por uma fÃ¡brica tem
distribuiÃ§Ã£o N(8,1.5). Qual a chance, de que num dado dia, a concentraÃ§Ã£o do
poluente exceda o limite regulatÃ3riode10ppm?

A soluÃ§Ã£o do problema resume-se em determinar a proporÃ§Ã£o da distribuiÃ§Ã£o
que estÃ¡ acima de 10 ppm, ie P (X > 10). Usando a estatÃstica Z temos:

P (X > 10) = P (Z >
10− 8

1.5
) = P (Z > 1.33) = 1− P (Z ≤ 1.33) = 0.09 (10)

Portanto, espera-se que a Ã¡gua liberada pela fÃ¡brica exceda os limites regulatÃ3rioscercade9%dotempo.

ExercÃcio: A concentraÃ§Ã£o de cadmio em cinzas de um certo lixo radioativo tem dis-
tribuiÃ§Ã£o N(1,0.72). Quais sÃ£o as chances de que uma amostra aleatÃ3riadascinzastenhaumaconcentraÃ§Ã£odecadmioentre0.5e1.75ppm?

6.4 VerificaÃ§Ã£o da suposiÃ§Ã£o de normalidade

Desejamos verificar a partir de uma amostra se a variÃ¡vel estudada pode ser adequada-
mente descrita por uma distribuiÃ§Ã£o normal.

Em primeiro lugar, Ã© importante observar se a distribuiÃ§Ã£o dos dados (histograma,
ramo-e-folhas ou grÃ¡fico de pontos) apresenta-se razoavelmente simÃ©trica.

Em segundo lugar, lembramos que para uma distribuiÃ§Ã£o normal com mÃ©dia µ
e desvio padrÃ£o σ, os intervalos (µ − σ;µ + σ), (µ − 2σ;µ + 2σ) e (µ − 3σ;µ + 3σ)
compreendem respectivamente 68,3%, 95,4% e 99,7% da distribuiÃ§Ã£o.

Assim, com base nos dados amostrais podemos estimar µ usando a mÃ©dia amostral
x̄ e σ usando o desvio padrÃ£o amostral s; e entÃ£o verificar a proporÃ§Ã£o de ob-
servaÃ§Ãµesnosintervalos(x̄− s; x̄+ s), (x̄− 2s; x̄+ 2s) e (x̄− 3s; x̄+ 3s).
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Se a distribuiÃ§Ã£o normal Ã© a adequada para descrever estes dados entÃ£o as pro-
porÃ§ÃµesobservadasdevemestarprÃ3ximasdasprobabilidadesteÃ3ricas0, 683, 0, 954e0, 997.

Existem outras formas mais complexas para se verificar normalidade de dados mas nÃ£o
serÃ£o descritos neste curso.

Exemplo: pÃ¡g 103 da apostila.
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7 ConstruÃ§Ã£o de faixas de referÃªncia

Trataremos aqui da construÃ§Ã£o de faixas de referÃªncia ou simplesmente de um valor
de referÃªncia.

Tal procedimento permite a caracterizaÃ§Ã£o do que Ã© tÃpico em uma determinada
populaÃ§Ã£o. Ã empregado largamente em CiÃªncias da SaÃºde, por exemplo, nos resul-
tados de exames de laboratÃ3rio.Entretanto, talmetodologiatemmuitasoutrasaplicaÃ§Ãµes, taiscomoadeterminaÃ§Ã£odenÃ-
veistolerÃ!‘veisdebarulhoouacaracterizaÃ§Ã£odosnÃveisdepoluiÃ§Ã£oemumaregiÃ£o.

7.1 Conceito de faixa de referÃªncia

O histograma mostrado na Figura 5.2.1 (pag 111 da apostila) foi construÃdo com base nas
informaÃ§ÃµesextraÃdasdeSchalmetal.(1975).T rata−sedetaxasdehemoglobina(g/dl)de147cavalosclinicamentesadios.

Observa-se que, mesmo os animais sendo sadios, hÃ¡ variabilidade nas medidas e grande
concentraÃ§Ã£o de valores em torno da mÃ©dia, que Ã© 15,0 g/dl. A anÃ¡lise da taxa
de hemoglobina Ã© feita com base no intervalo 11-19 g/dl, que Ã© chamado faixa de
normalidade, valores de referÃªncia ou faixa de referÃªncia.

Resumindo, construiu-se uma faixa de referÃªncia para a taxa de hemoglobina em ca-
valos, tendo por base um grande nÃºmero de animais sadios e estudando a forma da
distribuiÃ§Ã£o dos dados.

O procedimento sugerido acima Ã© geral. Todo exame de laboratÃ3rioqueproduzumamedidacomoresultadoÃ©analisadoconfrontando−
seseuvalorcomumafaixadereferÃncia.

Na Tabela 5.2.1 (pag 112 da apostila) sÃ o apresentados os valores de referÃªncia para al-
guns constituintes sanguÃneos, sÃ©rie vermelha, em seres himanos, considerando 90% da
populaÃ§Ã£o normal. A tabela apresenta duas possÃveis representaÃ§ÃµesdafaixadereferÃncia :
amplitudeemÃ©dia± variaÃ§Ã£o. Por exemplo, em recÃ©m-nascidos de 1 dia, a faixa
de referÃªncia de hemoglobina Ã© 17–22,5 e de CHCM Ã© 33 ± 2.

Note que os constituintes sanguÃneos variam com a idade. TambÃ©m exsite uma dife-
renciaÃ§Ã£o entre os sexos para as faixas dos 4 primeiros constituintes sanguÃneos (as
duas Ãºltimas linhas da tabela).

A construÃ§Ã£o de faixas de referÃªncia baseia-se na hipÃ3tesedequeapopulaÃ§Ã£odesadioseadedoentesproduzemparaamedidadeinteressevaloresqueflutuamemtornodemÃ©diasdiferentes, gerandocurvascomalgumainterseÃ§Ã£o.aF igura5.2.2(pag113daapostila)ilustraasituaÃ§Ã£oquandoasdistribuiÃ§ÃµesdesadiosedoentessÃ£oGaussianas.

Veremos dois mÃ©todos para construÃ§Ã£o de faixas de referÃªncia: o mÃ©todo da
curva de Gauss e o mÃ©todo dos percentis.

7.2 MÃ©todo da curva de Gauss

Este mÃ©todo pressupÃµequeavariÃ!‘veldeinteressetemdistribuiÃ§Ã£oGaussiana(normal).Portanto, antesdeutilizÃ!‘−
lo, Ã©necessÃ!‘rioverificarseasobservaÃ§ÃµesdosindivÃduossadiosprovÃ©mdeumadistribuiÃ§Ã£onormalouaproximadamentenormal.

Uma faixa de referÃªncia, usual considera aproximadamente 95% dos indivÃduos sadios.
sujos limites, confrome vimos sÃ£o:
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µ± 2σ

De um modo geral, µ e σ sÃ£o desconhecidos, mas para a construÃ§Ã£o dessas faixas
devemos nos basear num grande nÃºmero de indivÃduos sadios. Assim, Ã© de se es-
perar que tanto x̄ quanto s estejam prÃ3ximosdeµ e σ. Consequentemente, as faixas de
normalidade sÃ£o construÃdas a partir das informaÃ§Ãµesamostrais, ie :

x̄± 2s

De maneira anÃ¡loga, podem ser obtidas outras faixas de referÃªncia compreendendo
outras procentagens de indivÃduos sadios, tais como, 90%, 98%, etc.

Exemplo: Sabendo-se que a taxa de hemoglobina (g%) em ovinos sadios tem distri-
buiÃ§Ã£o N(12, 2), construiremos faixas de referÃªncia que englobem:

1. 95% das taxas de hemoglobina

2. 90% das taxas de hemoglobina

7.3 MÃ©todo dos percentis

Um mÃ©todo alternativo para obter valores de referÃªncia Ã© o mÃ©todo dos per-
centis. Este nÃ£o exige qualquer suposiÃ§Ã£o sobre a forma da distribuiÃ§Ã£o. Este
mÃ©todo pode ser utilizado para a situaÃ§Ã£o em que os dados estÃ£o ou nÃ£o agru-
pados.

A idÃ©ia Ã© determinar uma faixa que concentre um determinado percentual da po-
pulaÃ§Ã£o. Por exemplo, se fixarmos um percentual de 95%, a construÃ§Ã£o da faixa
de referÃªncia consistiria em determinar o percentil de ordem 2,5 e 97,5.

Quando os dados estÃ£o agrupados, pode-se aplicar o mÃ©todo dos percentis utilizando-
se a ogiva.

Exemplo: Exemplo 2.2.3 pag 33. Pode-se obter a faixa de referÃªncia de 95% projetando-
se os percentis de ordem 0,025 e 0,975, que sÃ£o 3,6mg/100ml e 7,4 mg/100ml. Portanto,
espera-se que a taxa de Ã¡cido Ãºrico sÃ©rico de 95% de homens da populaÃ§Ã£o
estudada esteja entre esses limÃtrofes.

Para dados nÃ£o agrupados, o mÃ©todo consiste em ordenar os valores da amostra de 1
a n, e diante de cada um colocar o valor de (i−0, 5)/n, em que i Ã© o nÃºmero de ordem
da observaÃ§Ã£o. Este valor Ã© uma bo aproximaÃ§Ã£o para a ordem do percentil,
correspondente ao dado de ordem i.

Exemplo: Os nÃveis sanguÃneos de Ã¡cido Ãºrico (mg%) de 65 caprinos adultos sadios
estÃ£o sintetizados no ramo-e-folhas da pag 115.

7.4 ConsideraÃ§Ãµesfinais

1. Um indivÃduo com resultado fora da faixa de referÃªncia deve ser considerado um
paciente que necessita de mais investigaÃ§Ãµes.OtamanhodaamostraÃ©crucialnaobtenÃ§Ã£odefaixasdereferÃnciarepresentativas.TalrepresentatividadedependedaescolhaadequadadomÃ©tododecontruÃ§Ã£oedavariabilidadedosdados.
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2.2. Podem existir indivÃduos sadios fora da faixa de referÃªncia e indivÃduos doentes cuja
medida pertence Ã faixa de referÃªncia.
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8 InferÃªncia EstatÃstica

A EstatÃstica envolve mÃ©todos para o planejamento e conduÃ§Ã£o de um estudo, des-
criÃ§Ã£o dos dados coletados e para tomada de decisÃµes, prediÃ§ÃµesouinferÃnciassobreosfenÃ́menosrepresentadospelosdados.

A qualidade dos resultados de um estudo depende basicamente do planejamento e conduÃ§Ã£o
do estudo e da anÃ¡lise dos dados. O s mÃ©todos estatÃsticos para anÃ¡lise de dados po-
dem ser classificados como mÃ©todos descritivos - EstatÃstica Descritiva - jÃ¡ vistos
no inÃcio do curso e mÃ©todos inferenciais - InferÃªncia EstatÃstica.

A InferÃªncia EstatÃstica consiste de procedimentos para fazer generalizaÃ§ÃµessobreascaracterÃ-
sticasdeumapopulaÃ§Ã£oapartirdainformaÃ§Ã£ocontidanaamostra.

Exemplo:
Suponha que sementes geneticamente similares sejam selecionadas ao acaso e cultivadas em
um ambiente enriquecido (tratamento) ou sob condiÃ§ÃµespadrÃ£o(controle).ApÃ3sdeterminadoperÃ-
ododetempo, asplantassÃ£ocortadas, secasepesadas.

Os resultados, expressos como o peso seco em gramas, para amostras de 10 plantas em
cada ambiente sÃ£o dadas abaixo:

Controle 4,17 5,58 6,11 4,50 4,61 5,17 4,53 5,33 5,14
Tratamento 4,81 4,17 3,59 5,87 3,83 6,03 4,32 4,69 4,89

Neste exemplo podemos identificar duas populaÃ§Ãµeseduasamostras :

PopulaÃ§Ã£o 1: Todas as possÃveis plantas crescendo sob as mesmas condiÃ§Ãµesdogrupotratamento
PopulaÃ§Ã£o 2:TodasaspossÃveisplantascrescendosobasmesmascondiÃ§Ãµesdogrupocontrole

Amostra 1: As 10 plantas cultivadas no ambiente enriquecido
amostra 2: As 10 plantas cultivadas no ambiente padrÃ£o

Interessa ao pesquisador verificar se existe efeito de tratamento e qual a magnitude deste
efeito.

Esta pergunta serÃ¡ respondida com base na informaÃ§Ã£o amostral.

O pesquisador deseja saber qual o melhor tratamento para a populaÃ§Ã£o, e nÃ£o saber
apenas o que aconteceu em suas amostras. Ele deseja generalizar, fazer inferÃªncias para
a populaÃ§Ã£o.

Com este objetivo introduziremos dois procedimentos inferenciais a partir deste capÃtulo:
EstimaÃ§Ã£o e Testes de hipÃ3teses.

8.1 EstimaÃ§Ã£o

No exemplo acima interessa saber se existe efeito de fertilizante.

Mas o que Ã© existir efeito de fertilizante?
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Num mesmo tratamento, plantas diferentes respondem de formas diferentes
(variabilidade). O peso seco das plantas Ã© uma variÃ¡vel aleatÃ3ria!

Vamos considerar que existe efeito de fertilizante quando o peso seco mÃ©dio
das plantas cultivadas em ambiente fertilizado diferir do peso seco mÃ©dio
das plantas cultivadas em ambiente padrÃ£o. Isto Ã©, quando as distri-
buiÃ§ÃµesdopesosecoparaogrupocontroleegrupotratamentoapresentammÃ©dias, digamosµc
e µt, diferentes.

As quantidades µc e µt sÃ£o desconhecidas e chamadas parÃ¢metros, e sÃ3podemserconhecidasseobservarmostodaapopulaÃ§Ã£o, oqueÃ©quasesempreimpossÃ-
vel.

O que fazemos Ã© estimar os parÃ¢metros a partir de uma amostra da po-
pulaÃ§Ã£o.

As mÃ©dias µc e µt podem ser estimadas pelas mÃ©dias amostrais X̄c e X̄t,
que sÃ£o funÃ§ÃµesdosvaloresdaamostraesÃ£ochamadasdeestimadoresdeµc e µt.

Os valores de X̄c e X̄t observados na amostra

x̄c = 5, 03 g e x̄t = 4, 66 g

sÃ£o chamados de estimativas dos parÃ¢metros. Observe que denotamos
estimativas por letras minÃºsculas e estimadores por letras maiÃºsculas.

Exemplo: Exemplo 6.1.2 pÃ¡g 122
Dois diferentes tipos de secagem foram usados na preparaÃ§Ã£o de sementes.
Duzentas sementes foram aleatoriamente selecionadas para serem submetidas a
dois processos de secagem A e B. ApÃ3sasecagem, assementesforamosbervadasquantoÃ suagerminaÃ§Ã£o.Osresultadosforam :

Processo de GerminaÃ§Ã£o

secagem Sim NÃ£o Total

A 70 30 100
B 62 38 100

Total 132 68 200

Neste caso interessa saber se existe diferenÃ§a entre os mÃ©todos de secagem
quanto Ã germinanÃ§Ã£o de sementes. Vamos considerar que existe efeito de
mÃ©todo de secagem quando as proporÃ§ÃµespopulacionaisdesementesgerminadaspelosmÃ©todosA,pA,
e B, pB, diferem.

Os parÃ¢metros de interesse pA e pB sÃ£o estimados pelas proporÃ§Ãµesamostrais

p̂A = xA
nA

e p̂B = xB
nB

em que

xA Ã© o nÃºmero de sementes submetidas ao processo A que germinaram;
nA Ã© o nÃºmero total de sementes submetidas ao processo A;
xB Ã© o nÃºmero de sementes submetidas ao processo B que germinaram;
nB Ã© o nÃºmero total de sementes submetidas ao processo B;
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As estimativas dos parÃ¢metros pA e pB sÃ£o p̂A = 0, 70 e p̂B = 0, 62.

Nos exemplos acima, os parÃ¢metros de interesse forma mÃ©dias e pro-
porÃ§Ãµes,maspoderiamosestarinteressadosemestimarmedianas, desvios−padrÃ£o, etc.

Diferentes amostras podem ser retiradas de uma mesma populaÃ§Ã£o, e
amostras diferentes podem resultar em estimativas diferentes. Isto Ã©, um
estimador Ã© uma variÃ¡vel aleatÃ3ria, podendoassumirvaloresdiferentesparacadaamostra.

EntÃ£o, ao invÃ©s de estimar o parÃ¢metro de interesse por um Ãºnico
valor, Ã© muito mais informativo estimÃ¡-lo por um intervalo de valores que
considere a variaÃ§Ã£o presente na amostra e que contenha o seu verdadeiro
valor com determinada confianÃ§a. Este intervalo Ã© chamado de intervalo
de confianÃ§a.

Para construir um intervalo de confianÃ§a precisamos conhecer a distribuiÃ§Ã£o
de probabilidade do estimador. Lembre que um estimador Ã© uma variÃ¡vel
aleatÃ3riaequeumavariÃ!‘velaleatÃ3riaÃ©completamentecaracterizadaporsuadistribuiÃ§Ã£odeprobabilidade.

Na prÃ3ximaseÃ§Ã£oserÃ£oapresentadosresultadossobreadistribuiÃ§Ã£odeprobabilidadedamÃ©diaamostral.

8.1.1 Teorema Central do Limite

Uma razÃ£o para a distribuiÃ§Ã£o Normal ser considerada tÃ£o importante
Ã© porque qualquer que seja a distribuiÃ§Ã£o da variÃ¡vel de interesse para
grande amostras, a distribuiÃ§Ã£o das mÃ©dias amostrais serÃ£o aproxi-
madamente normalmente distribuÃdas, e tenderÃ£o a uma distribuiÃ§Ã£o
normal Ã medida que o tamanho de amostra crescer. EntÃ£o podemos ter
uma variÃ¡vel original com uma distribuiÃ§Ã£o muito diferente da Normal
(pode atÃ© mesmo ser discreta), mas se tomarmos vÃ¡rias amostras gran-
des desta distribuiÃ§Ã£o, e entÃ£o fizermos um histograma das mÃ©dias
amostrais, a forma se parecerÃ¡ como uma curva Normal.

A distribuiÃ§Ã£o da mÃ©dia amostral X̄ Ã© aproximadamente

Normal com mÃ©dia µ e desvio padrÃ£o σ/
√
n.

Aqui µ e σ sÃ£o a mÃ©dia e o desvio padrÃ£o populacionais das medidas
individuais X, e n Ã© o tamanho amostral. Denota-se

X̄ ∼ N(µ, σ/
√
n).

A aproximaÃ§Ã£o para a normal melhora Ã medida que o tamanho amostral
cresce. Este resultado Ã© conhecido como o Teorema Central do Limite e Ã©
notÃ¡vel porque permite-nos conduzir alguns procedimentos de inferÃªncia
sem qualquer conhecimento da distribuiÃ§Ã£o da populaÃ§Ã£o.

Exemplo simulado: Podemos ilustrar o Teorema Central do Limite por um
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exemplo simulado. O diagrama na Figura 35 sumariza os resultados de um ex-
perimento no qual foi utilizado um computador para gerar 2000 observaÃ§ÃµesdeduasdistribuiÃ§Ãµesbemdiferentes(linhasuperior).NÃ3sentÃ£ogeramosumaamostradetamanho2decadadistribuiÃ§Ã£oecalculamosamÃ©dia.Esteprocedimentofoirepetido1999vezeseasegundalinhamostraoshistogramasdasmÃ©diasresultantesdasamostrasdetamanhodois.IstofoirepetidocommÃ©diaamostraisondeasamostrassÃ£odetamanhos5(terceiralinha)e10(quartalinha).

Note como a forma da distribuiÃ§Ã£o muda Ã medida que se muda de uma li-
nha para a prÃ3xima, ecomoasduasdistribuiÃ§Ãµesemcadalinhatornam−semaissimilaresnassuasformasÃ medidaqueotamanhodasamostrasaumenta.Aindamais, cadadistribuiÃ§Ã£oparecemaisemaiscomumadistribuiÃ§Ã£oNormal.NÃ£oÃ©necessÃ!‘rioumaamostradetamanhomuitograndeparaverumaformaNormal.

As mÃ©dia populacionais para as duas distribuiÃ§ÃµessÃ£o5e3respectivamente.Notecomo, quantomaiorotamanhodeamostramaispertoasmÃ©diasamostraistendemaestardamÃ©diapopulacional.

Figura 35: Teorema Central do Limite
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Exemplo:
Suponha que para crianÃ§as nascidas com peso abaixo de 750g, o nÃvel de
bilirrubina sÃ©rico tem distribuiÃ§Ã£o Normal com mÃ©dia 8,5mg/dl e
desvio-padrÃ£o 3,5 mg/dl.

1. Calcule a probabilidade de que a mÃ©dia amostral X̄, para uma amostra
de 16 crianÃ§as:

(a) seja menor do que 8 mg/dl

(b) esteja entre 7,5 e 9,5 mg/dl

2. Encontre um intervalo simÃ©trico em torno da mÃ©dia que contenha
95% dos valores de X̄.

8.1.2 Intervalos de confianÃ§a de 95% para uma mÃ©dia

Na seÃ§Ã£o anterior vimos que para uma amostra suficientemente grande
a distribuiÃ§Ã£o das mÃ©dias amostrais em torno da mÃ©dia populaci-
onal Ã© Normal com desvio padrÃ£o σ/

√
n. Chamamos de σ/

√
n o erro

padrÃ£o (SE) da mÃ©dia, uma vez que quanto menor seu valor tanto mais
prÃ3ximasestarÃ£oasmÃ©diasamostraisdamÃ©diapopulacionalµ (i.e. tanto me-
nor serÃ¡ o erro).

mÃ©dia populacional = µ

desvio padrÃ£o populacional = σ

SE da mÃ©dia = σ/
√
n

Isto significa que 68.3% de todas as mÃ©dias amostrais cairÃ£o dentro de
±1 SE da mÃ©dia populacional µ. Similarmente 95% de todas as mÃ©dias
amostrais cairÃ£o dentro de ±1.96× SE de µ.

EntÃ£o intervalos da forma

(x̄− 1.96× σ√
n

, x̄+ 1.96× σ√
n

)

conterÃ£o a verdadeira mÃ©dia populacional µ 95% das vezes.

Um problema com a construÃ§Ã£o de tais intervalos Ã© que nÃ£o sabemos
o verdadeiro desvio padrÃ£o populacional σ. Para grandes tamanhos amos-
trais, contudo, o desvio padrÃ£o amostral s serÃ¡ uma boa estimativa de σ.
Portanto, podemos substituir σ por s de modo que podemos calcular o erro
padrÃ£o como

SE = s/
√
n,

e um intervalo de confianÃ§a de aproximadamente 95% para µ Ã©:

(x̄− 1.96× s√
n

, x̄+ 1.96× s√
n

).
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Este tipo de intervalo de confianÃ§a para a mÃ©dia pode ser usado para
grandes amostras, independentemente da distribuiÃ§Ã£o da variÃ¡vel origi-
nal.
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8.1.3 Intervalos de confianÃ§a mais exatos

Para amostras pequenas, onde s Ã© uma estimativa menos confiÃ¡vel de σ,
devemos construir nosso intervalo de confianÃ§a de uma forma ligeiramente
diferente.

Ao invÃ©s de usar o valor 1.96, usamos um valor ligeiramente maior para
refletir nossa reduÃ§Ã£o na confianÃ§a. Obtemos o valor requerido da tabela
de distribuiÃ§Ã£o t. Tomamos o valor correspondente Ã linha r = n−1 graus
de liberdade. Note que quanto menor n, maiores os valores de t.

EntÃ£o um intervalo de confianÃ§a exato Ã©

(x̄− t(n−1,0.05) ×
s√
n

, x̄+ t(n−1,0.05) ×
s√
n

).

Note ainda que Ã medida que n cresce, o valor de t torna-se prÃ3ximoa1.96.

Repare que se a distribuiÃ§Ã£o da variÃ¡vel original Ã© muito distante de uma nor-
malmente distribuÃda, e o tamanho amostral Ã© excessivamente pequeno, entÃ£o as
mÃ©dias amostrais nÃ£o terÃ£o uma distribuiÃ§Ã£o aproximadamente normal e por-
tanto este tipo de intervalo de confianÃ§a nÃ£o deveria ser utilizado.

56



A distribuiÃ§Ã£o t

Valores de t para que P (| T |> t) = p, onde T tem um distribuiÃ§Ã£o T de
Student com r graus de liberdade.

p
0.20 0.10 0.05 0.01 0.001

1 3.078 6.314 12.706 63.657 636.619
2 1.886 2.920 4.303 9.925 31.599
3 1.638 2.353 3.182 5.841 12.924
4 1.533 2.132 2.776 4.604 8.610
5 1.476 2.015 2.571 4.032 6.869
6 1.440 1.943 2.447 3.707 5.959
7 1.415 1.895 2.365 3.499 5.408
8 1.397 1.860 2.306 3.355 5.041
9 1.383 1.833 2.262 3.250 4.781

10 1.372 1.812 2.228 3.169 4.587
11 1.363 1.796 2.201 3.106 4.437
12 1.356 1.782 2.179 3.055 4.318
13 1.350 1.771 2.160 3.012 4.221
14 1.345 1.761 2.145 2.977 4.140
15 1.341 1.753 2.131 2.947 4.073
16 1.337 1.746 2.120 2.921 4.015

r 17 1.333 1.740 2.110 2.898 3.965
18 1.330 1.734 2.101 2.878 3.922
19 1.328 1.729 2.093 2.861 3.883
20 1.325 1.725 2.086 2.845 3.850
21 1.323 1.721 2.080 2.831 3.819
22 1.321 1.717 2.074 2.819 3.792
23 1.319 1.714 2.069 2.807 3.768
24 1.318 1.711 2.064 2.797 3.745
25 1.316 1.708 2.060 2.787 3.725
26 1.315 1.706 2.056 2.779 3.707
27 1.314 1.703 2.052 2.771 3.690
28 1.313 1.701 2.048 2.763 3.674
29 1.311 1.699 2.045 2.756 3.659
30 1.310 1.697 2.042 2.750 3.646
40 1.303 1.684 2.021 2.704 3.551
50 1.299 1.676 2.009 2.678 3.496
60 1.296 1.671 2.000 2.660 3.460
70 1.294 1.667 1.994 2.648 3.435
80 1.292 1.664 1.990 2.639 3.416
90 1.291 1.662 1.987 2.632 3.402

100 1.290 1.660 1.984 2.626 3.390
∞ 1.282 1.645 1.960 2.576 3.291
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Exemplos

IdentificaÃ§Ã£o de bactÃ©rias em hemoculturas

Um mÃ©todo padrÃ£o para identificaÃ§Ã£o de bactÃ©rias em hemocultu-
ras vem sendo utilizado hÃ¡ muito tempo, e seu tempo mÃ©dio de execuÃ§Ã£o
(desde a etapa de preparo das amostras atÃ© a identificaÃ§Ã£o do gÃªnero
e espÃ©cie) Ã© de 40,5 horas. Um microbiologista propÃ´s uma nova
tÃ©cnica afirmando que o tempo de execuÃ§Ã£o deste novo processo Ã©
menor que o do mÃ©todo padrÃ£o.

Os dados abaixo (em horas) sÃ£o resultantes da aplicaÃ§Ã£o desta nova
tÃ©cnica.

41 38 38 42 39 40 40 38 36 35 43 40 40 41 40,5 40 39 39

n=18, x̄=39,42 horas e s=1,96 horas

Vamos construir o intervalo de confianÃ§a de 95% para o verdadeiro tempo
mÃ©dio de execuÃ§Ã£o deste novo processo.

O erro padrÃ£o Ã© portanto:

SE =
s√
n

=
1, 96√

18
= 0, 462.

Temos uma amostra de tamanho n = 18, entÃ£o da tabela da distribuiÃ§Ã£o
t com 18-1=17 gl e p=0,05, temos que t = 2, 110.

EntÃ£o o intervalo de confianÃ§a de 95% para a mÃ©dia populacional Ã©

x̄± t× SE = 39, 42± 2, 110× 0, 462 = (38, 44; 40, 39)

Portanto estamos 95% confiantes de que o tempo mÃ©dio de execuÃ§Ã£o
do novo processo estÃ¡ entre 38,44 e 40,39 horas e concluÃmos que exis-
tem evidÃªncias amostrais de que o novo mÃ©todo para identificaÃ§Ã£o de
bactÃ©rias tem tempo mÃ©dio de execuÃ§Ã£o menor que o mÃ©todo
padrÃ£o.
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ExercÃcios:

1. Os pulsos em repouso de 920 pessoas sadias foram tomados, e uma mÃ©dia
de 72.9 batidas por minuto (bpm) e um desvio padrÃ£o de 11.0 bpm
foram obtidos. Construa um intervalo de confianÃ§a de 95% para a
pulsaÃ§Ã£o mÃ©dia em repouso de pessoas sadias com base nesses
dados.

2. Os QIs de 20 meninos com idades entre 6-7 anos de Curitiba foram me-
didos. O QI mÃ©dio foi 108.08, e o desvio padrÃ£o foi 14.38.

� Calcule um intervalo de confianÃ§a de 95% para o QI mÃ©dio po-
pulacional dos meninos entre 6-7 anos de idade em Curitiba usando
estes dados.

� Interprete o intervalo de confianÃ§a com palavras.

� Foi necessÃ¡rio assumir que os QIs tÃªm distribuiÃ§Ã£o normal
neste caso? Por quÃª?
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8.1.4 Intervalos de confianÃ§a para uma proporÃ§Ã£o

Da mesma forma que um conjunto de mÃ©dias amostrais sÃ£o distribuÃdas
nas proximidades da mÃ©dia populacional, as proporÃ§Ãµesamostraisp̂ sÃ£o
distribuÃdas ao redor da verdadeira proporÃ§Ã£o populacional p.

Devido ao Teorema Central do Limite, para n grande e p nÃ£o muito prÃ3ximode0ou1, adistribuiÃ§Ã£odep̂
serÃ¡ aproximadamente normalmente distribuÃda com mÃ©dia p e um des-
vio padrÃ£o dado por √

p(1− p)
n

.

Chamamos SE=
√

p(1−p)
n de erro padrÃ£o da proporÃ§Ã£o amostral. Podemos

usar isto na construÃ§Ã£o de um intervalo de confianÃ§a para a verdadeira
proporÃ§Ã£o p.

Um intervalo de confianÃ§a de aproximadamente 95% para p Ã© portanto

(p̂− 1.96× SE , p̂+ 1.96× SE)

em que

SE =

√
p̂(1− p̂)

n
.

Note que nÃ£o sabemos o verdadeiro valor de p, e portanto usamos p̂ na
fÃ3rmulaacimaparaestimarSE.

Uma regra geral Ã© que este intervalo de confianÃ§a Ã© vÃ¡lido quando
quando temos ambos np̂ e n(1− p̂) maiores do que digamos 10.

Exemplo:
Um ensaio clÃnico foi realizado para determinar a preferÃªncia entre dois
analgÃ©sicos, A e B, contra dor de cabeÃ§a. Cem pacientes que sofrem de
dor de cabeÃ§a crÃ´nica receberam em dois tempos diferentes o analgÃ©sico
A e o analgÃ©sico B.

A ordem na qual os pacientes receberam os analgÃ©sicos foi determinada ao
acaso. Os pacientes desconheciam esta ordem.

Ao final do estudo foi perguntado a cada paciente qual analgÃ©sico lhe pro-
porcionou maior alÃvio: o primeiro ou o segundo. Dos 100 pacientes, 45
preferiram A e 55 preferiram B.

Baseado nestas informaÃ§ÃµespodemosdizerquehÃ!‘prefÃnciaporalgumdosanalgÃ©sicos?

Dizemos que nÃ£o hÃ¡ preferÃªncia por um dos analgÃ©sicos quando a
proporÃ§Ã£o dos que preferem A (pA), Ã© igual a proporÃ§Ã£o dos que
preferem B (pB). Como temos dois resultados possÃveis, pA e pB sÃ£o iguais
quando pA = pB = 0, 5.
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Um intervalo de 95% de confianÃ§a para a verdadeira proporÃ§Ã£o de paci-
entes que preferem o analgÃ©sico A Ã©:

(
0, 45± 1, 96

√
0, 45× 0, 55

100

)
= (0, 35; 0, 55)

EntÃ£o com 95% de confianÃ§a, a verdadeira proporÃ§Ã£o de pacientes que
preferem o analgÃ©sico A estÃ¡ entre 0,35 e 0,55. Observe que este inter-
valo contem o valor 0,5 entÃ£o concluÃmos que nÃ£o existem evidÃªncias
amostrais de preferÃªncia por um dos analgÃ©sicos.
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8.1.5 ComparaÃ§Ã£o de intervalos de confianÃ§a

Suponha que tenhamos dois ou mais grupos separados, por exemplo, machos
e fÃªmeas. Podemos construir um intervalo de confianÃ§a de 95% para a
mÃ©dia para cada um dos grupos, e entÃ£o contruir um grÃ¡fico com esses
intervalos contra um eixo comum para verificar se existe uma interseÃ§Ã£o
(i.e. se existem alguns valores em comum). Se os intervalos nÃ£o se so-
brepÃµem, entÃ£otemos(pelomenos)95%deconfianÃ§adequeasverdadeirasmÃ©diasnÃ£osÃ£oiguais.

Embora estes grÃ¡ficos sejam Ãºteis para visualizaÃ§Ã£o, utilizaremos um
abordagem mais formal para construir um intervalo de confianÃ§a para a
diferenÃ§a entre duas mÃ©dias ou a diferenÃ§a entre duas proporÃ§Ãµes.

Exemplo:
Considere os dados de um estudo investigando a existÃªncia de um balanÃ§o
entre a proporÃ§Ã£o de peixes machos e fÃªmeas de uma certa espÃ©cie
em dois lagos distintos.

A proporÃ§Ã£o observada de machos capturados no primeiro lago foi 74.4%
dentre 43 capturados e no segundo foi 60% dentre 50.

Podemos agora construir intervalos de confianÃ§a para as percentagens cor-
respondente nas populaÃ§Ãµesdosdoislagos.

8.1.6 Dimensionamento de amostras

Vimos neste capÃtulo como construir intervalos para alguns parÃ¢metros po-
pulacionais. Em todos os casos, fixamos o nÃvel de confianÃ§a dos intervalos
de acordo com a probabilidade de acerto que desejamos ter na estimaÃ§Ã£o
por intervalo.

Sendo conveniente, o nÃvel de confianÃ§a pode ser aumentado atÃ© tÃ£o
prÃ3ximode100%quantosequeira,masissoresultarÃ!‘emintervalosdeamplitudecadavezmaiores, oquesignificaperdadeprecisÃ£onaestimaÃ§Ã£o.

Seria desejÃ¡vel termos intervalos com alto nÃvel de confianÃ§a e grande
precisÃ£o. Isso porÃ©m requer uma amostra suficientemente grande, pois,
para n fixo, a confianÃ§a e a precisÃ£o variam em sentidos opostos.

Veremos a seguir como determinar o tamanho das amostras necessÃ¡rias nos
casos de estimaÃ§Ã£o da mÃ©dia ou de uma proporÃ§Ã£o populacional.

Vimos que o intervalo de confianÃ§a de 95% para a mÃ©dia µ da populaÃ§Ã£o
quando σ Ã© conhecido tem semi-amplitude (ou precisÃ£o) d dada pela ex-
pressÃ£o

d = z
σ√
n
,

em que z = 1.96 para uma confianÃ§a de 95%.

Ora, o problema entÃ£o resolvido foi, fixados o nÃvel de confianÃ§a (1− α =
0.95) e n, determinar d. Mas, Ã© evidente dessa expressÃ£o que podemos
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resolver outro problema.

Fixados, d (ou seja, fixada a precisÃ£o) e o nÃvel de confianÃ§a, determinar n,
que Ã© o problema da determinaÃ§Ã£o do tamanho de amostra necessÃ¡rio
para se realizar a estimaÃ§Ã£o por intervalo com a confianÃ§a e a precisÃ£o
desejadas.

Vemos imediatamente que

n =

(
zσ

d

)2

.

Essa serÃ¡ a expressÃ£o usada se σ for conhecido.

NÃ£o conhecendo o desvio-padrÃ£o da populaÃ§Ã£o, deverÃamos subtituÃ-
lo por sua estimativa s e usar t de Student na expressÃ£o acima.

Ocorre porÃ©m que nÃ£o tendo ainda sido retirada a amostra, nÃ£o dispo-
mos em geral do valor de s. Se nÃ£o conhecemos nem ao menos um limite
superior para σ, a Ãºnica soluÃ§Ã£o serÃ¡ colher uma amostra-piloto de n0

elementos para, com base nela obtermos uma estimativa de s, empregando a
seguir a expressÃ£o

n =

(
t(n0−1,0.05)s

d

)2

.

Se n ≤ n0, a amostra-piloto jÃ¡ terÃ¡ sido suficiente para a estimaÃ§Ã£o.
Caso contrÃ¡rio, deveremos retirar, ainda, da populaÃ§Ã£o os elementos ne-
cessÃ¡rios Ã complementaÃ§Ã£o do tamanho mÃnimo de amostra.

Procedemos de forma anÃ¡loga se desejamos estimar uma proporÃ§Ã£o po-
pulacional com determinada confianÃ§a e dada precisÃ£o. No caso de po-
pulaÃ§Ã£o suposta infinita, da expressÃ£o

d = z

√
p̂(1− p̂)

n
,

podemos obter

n =

(
z

d

)2

p(1− p).

O obstÃ¡culo Ã determinaÃ§Ã£o do tamanho de amostra por meio da ex-
pressÃ£o acima estÃ¡ em desconhecermos p.

Essa dificuldade pode ser resolvida atravÃ©s de uma amostra-piloto, analo-
gamente ao caso descrito para a estimaÃ§Ã£o de µ, ou analisando-se o com-
portamento do fator p(1− p) para 0 ≤ p ≤ 1.

VÃª-se da Figura 36 a seguir que p(1−p) Ã© a expressÃ£o de uma parÃ¡bola
cujo ponto de mÃ¡ximo Ã© p = 1/2.

Se substituirmos, p(1−p) por seu valor mÃ¡ximo, 1/4, seguramente o tamanho
de amostra obtido serÃ¡ suficiente para a estimaÃ§Ã£o de qualquer que seja
p. Isso equivale a considerar
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Figura 36: GrÃ¡fico da funÃ§Ã£o p(1-p).

n =

(
z

d

)2 1

4
=

(
z

2d

)2

.

Evidentemente, usando-se essa expressÃ£o corre-se o risco de se superdimensi-
onar a amostra. Isso ocorrerÃ¡ se p for na realidade prÃ3ximode0ou1.Seocustoenvolvidoforelevadoeproporcionalaotamanhodeamostra, Ã©maisprudenteatomadadeumaamostra−
piloto.

Exemplos

1. Qual o tamanho de amostra necessÃ¡rio para se estimar a mÃ©dia de
uma populaÃ§Ã£o infinita cujo desvio-padrÃ£o Ã© igual a 4, com 98%
de confianÃ§a e precisÃ£o de 0.5?

2. Qual o tamanho de amostra suficiente para estimarmos a proporÃ§Ã£o da
Ã¡rea com solo contaminado que precisa de tratamento, com precisÃ£o de
0,02 e 95% de confianÃ§a, sabendo que essa proporÃ§Ã£o seguramente
nÃ£o Ã© superior a 0.2?

64



8.2 Testes de HipÃ3teses

Em geral, intervalos de confianÃ§a sÃ£o a forma mais informativa de apre-
sentar os achados pricipais de um estudo.

Contudo, algumas vezes existe um particular interesse em decidir sobre a ver-
dade ou nÃ£o de uma hipÃ3teseespecÃfica(sedoisgrupostÃmamesmamÃ©diaounÃ£o, ouseoparÃmetropopulacionaltemumvaloremparticularounÃ£o).

Os Testes de hipÃ3tesesfornecem−nosumaestruturaparaquefaÃ§amosisto.V eremosqueintervalosdeconfianÃ§aetestesdehipÃ3tesesestÃ£ointimamenterelacionados.

Exemplo:
Um pesquisador deseja responder a seguinte pergunta:
Os pÃ¡ssaros migratÃ3riosengordamantesdemigrar?

Considere os dados coletados por um ornitologista sobre o uso de um deter-
minado lugar para engorda por pÃ¡ssaros de uma certa espÃ©cie.

Pode-se perguntar se em mÃ©dia estes pÃ¡ssaros engordam entre Agosto e
Setembro.

Somente 10 pÃ¡ssaros foram capturados e seu peso mÃ©dio nas duas ocasiÃµesforam11.47e12.35entÃ£oopesomÃ©dioaumentouparaestaamostraemparticular.(NotequeomesmoconjuntodepÃ!‘ssarosforammedidosambasasvezes.)

Podemos generalizar para o resto dos pÃ¡ssaros que nÃ£o foram capturados?
SerÃ¡ que esta diferenÃ§a poderia ser devida simplesmente ao acaso?

Em termos estatÃsticos queremos testar a hipÃ3tesenulaoudenulidade(H0) de
que, em mÃ©dia, nÃ£o existe mudanÃ§a no peso dos pÃ¡ssaros.

Assumiremos que os 10 pÃ¡ssaros foram uma amostra aleatÃ3riadetodosospÃ!‘ssarosmigradoresdaquelaespÃ©cieeusaremosprimeiramenteoqueaprendemossobreintervalosdeconfianÃ§apararespondernossasperguntas.

Primeiro vamos calcular as mudanÃ§as de peso (Setembro-Agosto):

1.9 0.7 2.2 − 0.1 2.0 1.0 − 0.8 − 0.2 1.8 0.3

Seja µ a mudanÃ§a mÃ©dia de peso na populaÃ§Ã£o. EntÃ£o nossa hipÃ3tesenulaH0

e a hipÃ3tesealternativaH1 podem ser escritas como segue:

H0 : µ = 0, H1 : µ 6= 0.

Um procedimento Ãºtil Ã© calcular um intervalo de confianÃ§a para a mÃ©dia
populacional µ, e verificar se o intervalo inclui 0 como um valor plausÃvel.

Alternativamente, pode-se proceder da seguinte forma:

Denotando por x as diferenÃ§as de peso e n = 10 tem-se que x̄ = 0.88 e s = 1.065,
entÃ£o o erro padrÃ£o da diferenÃ§a de peso mÃ©dia Ã©

SE = s/
√
n = 1.065/

√
10 = 0.337,

e um valor-t de 2.262 Ã© obtido da coluna P = 0.05 e linha r = n− 1 = 9.
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Um intervalo de confianÃ§a de 95% para µ Ã© portanto

(0.88− 2.262× 0.337, 0.88 + 2.262× 0.337) = (0.12, 1.64).

O intervalo nÃ£o contem o valor 0, fornecendo evidÃªncias contra a hipÃ3tesenula.

Podemos dizer que existem evidÃªncias significativas (P < 0.05) de que, em
mÃ©dia, os pÃ¡ssaros da espÃ©cie estudada mudam de peso de Agosto
para Setembro; ou que estamos 95% confiantes de que em mÃ©dia os pesos
aumentam por um montante entre 0.12 e 1.64 gramas.

Mas e o intervalo de 99%? SerÃ¡ que ele conteria o valor 0? Este intervalo
seria mais amplo e entÃ£o Ã© mais provÃ¡vel que ele contenha 0. Se ele
nÃ£o incluir 0, isto indicaria uma evidÃªncia ainda mais forte contra H0.

Calculando o intervalo de confianÃ§a exatamente da mesma forma, exceto que
desta vez precisamos olhar na coluna P = 0.01 para obter t = 3.250:

(0.88− 3.250× 0.337, 0.88 + 3.250× 0.337) = (−0.21, 1.97).

Como esperado, este Ã© mais amplo, e agora inclui o valor 0.

Podemos agora dizer: “nÃ£o existem evidÃªncias significativas ao nÃvel de
1% de que, em mÃ©dia, os pÃ¡ssaros da espÃ©cie estudada mudam de peso
de Agosto para Setembro.”

O que nÃ3sacabamosdefazerfoiconduzirumtesteperfeitamentevÃ!‘lidoparaahipÃ3tesenulausandointervalosdeconfianÃ§a.PodemosfazerotestemaisrapidamenteeobterexatamenteasmesmasconclusÃµespeloseguinteprocedimento :

� Calcule t = (x̄ − 0)/SE = 0.88/0.337 = 2.61 (o nÃºmero de erros padrÃ£o
que x̄ dista de 0).

� Compare este valor de t com aqueles na linha r = n− 1 = 9 da tabela.

� Para este exemplo, t = 2.61 estÃ¡ entre os valores nas colunas p = 0.01
e p = 0.05. EntÃ£o nosso valor deve corresponder a um p entre estes e
portanto devemos ter 0.01 < p < 0.05.

O valor de p Ã© interpretado como a probabilidade de observar um valor de
t mais extremo do que o observado quando µ = 0. Ã uma medida anÃ¡loga
Ã proporÃ§Ã£o de pessoas sadias que sÃ£o erroneamente diagnosticadas
como doentes num exame de laboratÃ3rio, ouseja, umamedidadefalsospositivos.
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8.2.1 Procedimento geral de teste

1. EstabeleÃ§a a hipÃ3tesenula,H0 e a hipÃ3tesealternativaH1.

2. Decida qual o teste a ser usado, checando se este Ã© vÃ¡lido para o seu
problema.

3. Calcule a estatÃstica de teste, T.

4. Encontre a probabilidade (p-valor) de observar um valor tÃ£o extremo ou
maior do que T se a hipÃ3tesenulaÃ©defatoverdadeira.V ocÃprecisarÃ!‘sereferiraosvalorescrÃticosnastabelasestatÃ-
sticasasquaisfornecemp−valorescorrespondendoaosvaloresdasestatÃsticadeteste.AvalieaforÃ§adaevidÃnciacontraH0.(Quanto
menor p-valor, tanto mais evidÃªncia contra a hipÃ3tesenula.)SenecesÃ!‘rio, decidaseestaÃ©evidÃnciasuficientepararejeitar(ounÃ£orejeitar)ahipÃ3tesenula.

5.5. EstabeleÃ§a as conclusÃµeseinterpretaÃ§Ã£odosresultados.

O p-valor Ã© a probabilidade de observar dados tÃ£o extremos quanto os
obtidos caso a hipÃ3tesenulasejaverdadeira.

Note as seguintes interpretaÃ§Ãµesdep−valores :

P ≥ 0.10 NÃ£o existe evidÃªncia contra H0

P < 0.10 Fraca evidÃªncia contra H0

P < 0.05 EvidÃªncia significativa . . .

P < 0.01 EvidÃªncia altamente significativa . . .

P < 0.001 EvidÃªncia muito altamente significativa . . .

Esteja ciente da diferenÃ§a entre significÃ¢ncia estatÃstica e significÃ¢ncia prÃ¡tica.

Um efeito pode ser estatisticamente significante mas nÃ£o ter qualquer importÃ¢ncia
prÃ¡tica e vice-versa.

Por exemplo, um estudo muito grande pode estimar a diferenÃ§a entre a mÃ©dia de
peso de plantas como sendo 0.0001 gramas e concluir que a diferenÃ§a Ã© estatÃstica-
mente significativa (p < 0.05). Contudo, na prÃ¡tica, esta diferenÃ§a Ã© negligÃvel e
provavelmente de pouca importÃ¢ncia prÃ¡tica.
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8.2.2 Teste para uma mÃ©dia

No inÃcio deste capÃtulo conduzimos, atravÃ©s de um exemplo, o chamado teste-
t para uma Ãºnica mÃ©dia. Os passos principais de tal test-t para uma amostra
aleatÃ3riax1, x2, . . . , xn de uma populaÃ§Ã£o com mÃ©dia µ sÃ£o dados a seguir:

1. EstabeleÃ§a a hipÃ3tesenula,H0 : µ = µ0, e a hipÃ3tesealternativaH1 : µ 6= µ0.

2. Calcule a mÃ©dia amostral µ̂ = x̄ e o desvio padrÃ£o amostral s.

3. Calcule o erro padrÃ£o, SE= s/
√
n.

4. Calcule a estatÃstica de teste t = (µ̂ − µ0)/SE. Este Ã© o nÃºmero de erros
padrÃ£o que µ̂ dista do valor de hipÃ3teseµ0.

5. Encontre o p-valor da distribuiÃ§Ã£o t, com r = n−1 graus de liberdade, da tabela
usando os valores absolutos da estatÃstica de teste.

6. EstabeleÃ§a conclusÃµeseinterpreteosresultados.

8.2.3 Teste para uma proporÃ§Ã£o

Agora suponha que tenhamos um valor hipotÃ©tico p0 para uma proporÃ§Ã£o. Podemos
realisar um teste de H0 : p = p0 praticamente da mesma forma que o test-t acima. A
dualidade com intervalos de confianÃ§a segue exatamente da mesma forma.

Suponha que tenhamos uma amostra aleatÃ3riadetamanhondeumapopulaÃ§Ã£odeinteresseondeaverdadeiraproporÃ§Ã£odemembrosnumacategoriaemparticularÃ©p.AhipÃ3tesenulaÃ©H0 : p =
p0. Se o nÃºmero observado na categoria de interesse Ã© x, entÃ£o um teste da
hipÃ3teseÃ©comosegue :

EstabeleÃ§a a hipÃ3tesenula,H0 : p = p0, e a hipÃ3tesealternativaH1 : p 6= p0.

Calcule a proporÃ§Ã£o amostral p̂ = x/n.

Calcule o erro padrÃ£o, SE=
√
p̂(1− p̂)/n.

Calcule t = (p̂ − p0)/SE, o nÃºmero de erros padrÃ£o que p̂ dista do valor de
hipÃ3tesep0.

Encontre o p-valor usando o valor absoluto da estatÃstica de teste da tabela da
distribuiÃ§Ã£o normal (ou equivalentemente da t com r =∞ graus de liberdade).

Uma regra geral Ã© que este teste Ã© vÃ¡lido quando quando temos ambos np̂ e n(1−p̂)
maiores do que digamos 10.

Exemplo:

Suponha que alguÃ©m tenha sugerido de experiÃªncias passadas que 60% das larvas de
mosquito num certo lago deveriam ser da espÃ©cie Aedes detritus. Foram encontrados
60 desse tipo de uma amostra de 80. Os dados suportam esta hipÃ3teste?

ExercÃcio
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1. Um amigo sugere que vocÃª lance uma moeda para ajudar vocÃª a tomar uma
decisÃ£o muito importante, o resultado tambÃ©m o afetarÃ¡. Seu amigo sugere
que vocÃª escolha cara para tomar a decisÃ£o A, e coroa para tomar a decisÃ£o B
a qual Ã© a preferida por ele. O Ãºnico problema Ã© que seu amigo insiste que
vocÃª use uma moeda “da sorte” dele. VocÃª fica um pouco suspeito e decide fazer
um experimento enquanto seu amigo nÃ£o estÃ¡ olhando. VocÃª lanÃ§a a moeda
40 vezes e cara aparece somente 13 vezes. Realize um teste estatÃstico para ajudÃ¡-
lo na decisÃ£o se vocÃª deve ou nÃ£o acreditar que a moeda Ã© balanceada. Qual
a sua conclusÃ£o?

2. Suponha que estejamos interessados em estimar a proporÃ§Ã£o de todos os mo-
toristas que excedem o limite mÃ¡ximo de velocidade num trecho da rodovia entre
Curitiba-SÃ£o Paulo. QuÃ£o grande deve ser a amostra para que estejamos pelo
menos 99% confiantes de que o erro de nossa estimativa, a proporÃ§Ã£o amostral,
seja no mÃ¡ximo 0.04?

3. RefaÃ§a o exercÃcio anterior, sabendo que temos boas razÃµesparaacreditarqueaproporÃ§Ã£oqueestamostentandoestimarÃ©nomÃ-
nimo0.65.
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9 Comparando dois grupos

Uma questÃ£o importante que surge no trabalho de pesquisa na Ã¡rea biolÃ3gicaÃ©acomparaÃ§Ã£odedrogas, demÃ©todoscirÃrgicos, decondiÃ§Ãµesexperimentais, deprocedimentosdelaboratÃ3rios, dedietasou, emgeral, detratamentos.

Um caso especial que ocorre frequentemente Ã© o da comparaÃ§Ã£o de dois trata-
mentos. O objetivo pode ser o de se estabelecer a superioridade de um tratamento ou a
equivalÃªncia entre eles.

A escolha entre dois tratamentos Ã© menos simples do que em princÃpio parece.

Isto porque os seres vivos geralmente reagem de forma diferente a um tratamento. O
resultado de um tratamento pode variar enormemente de indivÃduo para indivÃduo.
Como nÃ£o se conhece a priori a reaÃ§Ã£o de cada indivÃduo, em geral, considera-se
como tratamento mais eficiente aquele que na mÃ©dia fornece os melhores resultados.

Em outras palavras, a situaÃ§Ã£o ideal da escolha do melhor tratamento para cada
indivÃduo nÃ£o Ã© possÃvel na prÃ¡tica.

Consequentemente, considera-se como o melhor tratamento aquele que produz bons resul-
tados para a grande maioria da populaÃ§Ã£o em estudo.

9.1 DiferenÃ§a entre mÃ©dias de dois grupos

No capÃtulo anterior vimos como construir um intervalo de confianÃ§a para a mÃ©dia
populacional µ, de uma amostra aleatÃ3riadetamanhon.

Lembre-se que este intervalo de confianÃ§a era da forma x̄±t×SE or (x̄−t×SE, x̄+t×SE).

Agora consideremos a comparaÃ§Ã£o das mÃ©dias de duas populaÃ§ÃµesatravÃ©sdaestimaÃ§Ã£odadiferenÃ§adasmÃ©diasecalculandointervalosdeconfianÃ§aetestesdehipÃ3tesesparaestasdiferenÃ§as.

9.2 Amostras pareadas

Num estudo pareado, temos duas amostras mas cada observaÃ§Ã£o da primeira amostra
Ã© pareada com uma observaÃ§Ã£o da segunda amostra.

Tal delineamento ocorre, por exemplo, num estudo de medidas feitas antes e depois no
mesmo indivÃduo ou num estudo de gÃªmeos (em que cada conjunto de gÃªmeos forma
um dado pareado).

Como esperado, as duas observaÃ§ÃµesdomesmoindivÃduo(oudeumconjuntodegÃmeos)sÃ£omaisprovÃ!‘veisdeseremsimilares, eportantonÃ£osÃ£oconsideradosestatÃ-
sticamenteindependentes.

Com dados pareados, podemos usar a seguinte notaÃ§Ã£o:

x1i = medida 1 do par i,

x2i = medida 2 do par i

a entÃ£o escrevemos as diferenÃ§as nas medidas de cada par como

di = x2i − x1i.
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Agora temos uma amostra de diferenÃ§as di, e podemos usar os mÃ©todos para
uma Ãºnica amostra que jÃ¡ estamos familiares.

Podemos calcular um intervalo de confianÃ§a para a diferenÃ§a mÃ©dia e testar se
a diferenÃ§a mÃ©dia Ã© igual a zero ou nÃ£o.

Nos referimos a tal teste como um t-test pareado ao contrÃ¡rio do test-t para duas
amostras independentes que veremos a seguir.

Note que neste caso estamos interessados na diferenÃ§a mÃ©dia enquanto que quando
temos duas amostras independentes, estaremos interessados na diferenÃ§a das mÃ©dias.

Ainda que numericamente estas quantidades sejam as mesmas, conceitualmente elas sÃ£o
diferentes.

Exemplo: A mudanÃ§a nos valores de imc de indivÃduos do inÃcio ao final de seis meses
tratamento foram:

−1.5 −0.6 −0.3 0.2 −2.0 −1.2

A mÃ©dia e o desvio padrÃ£o sÃ£o −0.9 e 0.81, respectivamente. EntÃ£o o erro
padrÃ£o Ã© 0.81/

√
6 = 0.33.

Podemos agora realizar um test-t pareado para testar a hipÃ3tesenuladequeaperdamÃ©diadeimcÃ©0.Paraissocalculamost =
d̄−0

SE(d̄)
= −0.9

0.33 = −2.73.NotequeestevalorÃ©negativo(porqueamudanÃ§amÃ©diaobservadafoiareduÃ§Ã£onoimc−
−− umvalorpositivoseriaumaumentonoimc).

Observamos o valor absoluto da estatÃstica de teste (2.73) na tabela, usando a linha com
n− 1 = 5 graus de liberdade.

A quinta linha da tabela mostra que 0.01 < p < 0.05 (porque o valor 2.73 estÃ¡ entre os
valores tabelados 2.571 e 4.032). EntÃ£o, rejeitamos a hipÃ3tesenulaaonÃvelde5%.

Podemos concluir que existem evidÃªncias ao nÃvel de 5% de que hÃ¡ uma reduÃ§Ã£o
mÃ©dia de imc durante o perÃodo de seis meses em indivÃduos sujeitos ao tratamento.

Podemos adicionar Ã nossa conclusÃ£o o intervalo de confianÃ§a de 95% para a reduÃ§Ã£o
mÃ©dia no imc:

−0.9± 2.57× 0.33 = −0.9± 0.85 = (−1.75,−0.05)

Estamos 95% confiantes que a reduÃ§Ã£o mÃ©dia de imc estÃ¡ entre 0.05 e 1.75.

SuposiÃ§Ãµesfeitas : adistribuiÃ§Ã£odasmudanÃ§asdeimcnÃ£oÃ©muitodiferentedeumaNormal.

9.3 Amostras independentes

Quando temos amostras independentes de cada uma de duas populaÃ§Ãµes, podemossumarizÃ!‘−
laspelassuasmÃ©dias, desviospadrÃ£oetamanhosamostrais.

Denote estas medidas por x̄1, s1, n1 para a amostra 1 e x̄2, s2, n2 para a amostra 2.

Denote as correspondentes mÃ©dias populacionais e desvios padrÃ£o µ1, µ2, σ1 e σ2

respectivamente.
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Para os dados de alturas dos estudantes da UFPR, vamos comparar a altura mÃ©dia dos
estudantes do sexo masculino com as dos sexo feminino.

Seja o grupo dos homens a amostra 1, e o grupo das mulheres a amostra 2.

As alturas foram medidas em centÃmetros e as medidas sumÃ¡rias foram como segue:

x̄1 = 178.85, s1 = 7.734, n1 = 20,
x̄2 = 164.09, s2 = 9.750, n2 = 17.

Agora claramente uma estimativa natural da diferenÃ§a entre mÃ©dias na populaÃ§Ã£o,
µ1 − µ2, Ã© dada pela diferenÃ§a nas mÃ©dias amostrais:

x̄1 − x̄2,

e para nossos dados esta Ã© 178.85− 164.09 = 14.76.

Agora o que precisamos Ã© um erro padrÃ£o para esta estimativa para que possamos
construir um intervalo de confianÃ§a ou realizar um teste da hipÃ3tesenulaH0: µ1−µ2 =
0 versus H1: µ1 − µ2 6= 0.

O cÃ¡lculo do erro padrÃ£o de X̄1 − X̄2 depende da suposiÃ§Ã£o feita a respeito dos
desvios padrÃ£o de cada grupo de comparaÃ§Ã£o.

Uma regra prÃ¡tica Ã© assumir que os desvios padrÃ£o populacionais σ1 e σ2 sÃ£o
iguais se a razÃ£o do maior desvio padrÃ£o amostral para o menor for menor do que 2
ou 3.

AlÃ©m disso a suposiÃ§Ã£o de variÃ¢ncias iguais pode ser grosseiramente avaliada
atravÃ©s de histogramas dos dados.

Testes formais estÃ£o disponÃveis se necessÃ¡rio. Um deles Ã© o teste F para igualdade
de variÃ¢ncias de Levene cuja hipÃ3tesenulaÃ©adequeσ1 = σ2.

9.3.1 Erro padrÃ£o - assumindo desvios padrÃ£o iguais

Primeiramente, assumimos que os desvios padrÃ£o populacionais sÃ£o os mesmos em
cada grupo, i.e. σ1 = σ2 = σ.

Podemos combinar os dois desvios padrÃµesamostraisparaformarumaestimativacombinadadodesviopadrÃ£o.

AtribuÃmos mais peso Ã s amostras maiores. Este desvio padrÃ£o combinado sp
Ã© a raiz quadrada da variÃ¢ncia combinada s2

p dada por

s2
p =

(n1 − 1)s2
1 + (n2 − 1)s2

2

n1 + n2 − 2
.

Para nossos dados temos:

s2
p = (19× 7.7342 + 16× 9.7502)/35 = 75.92801

entÃ£o sp =
√

75.92801 = 8.71.
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Note que sp estÃ¡ entre s1 e s2 como esperado. Se vocÃª obtiver um valor que nÃ£o estÃ¡
entre estes valores entÃ£o seus cÃ¡lculos estÃ£o errados!

Agora podemos calcular o erro padrÃ£o das diferenÃ§as nas mÃ©dias como

SE = sp

√
1

n1
+

1

n2
.

a qual para nossos dados Ã© 8.71×
√

(1/20 + 1/17) = 2.87.

9.3.2 I.C. para a diferenÃ§a entre mÃ©dias assumindo desvios padrÃ£o
iguais

Um intervalo de confianÃ§a para µ1 − µ2 Ã© dado por

((x̄1 − x̄2)− t× SE, (x̄1 − x̄2) + t× SE) ,

em que t Ã© escolhido apropriadamente.

Quando os tamanhos amostrais sÃ£o grandes um intervalo de confianÃ§a aproximado de
95% Ã© obtido usando t = 1.96.

Se os tamanhos amostrais nÃ£o forem tÃ£o grandes entÃ£o um intervalo exato de 95%
de confianÃ§a deveria de ser calculado selecionando o valor de t da tabela da distri-
buiÃ§Ã£o t, com n1 + n2 − 2 graus de liberdade e coluna p = 0.05.

Para um intervalo de 99% de confianÃ§a deverÃamos selecionar o valor na coluna p =
0.01.

Exemplo: Para os dados de altura, temos n1 + n2 − 2 = 20 + 17 − 2 = 35, resultando
t = 2.03 para um intervalo de confianÃ§a de 95% (atravÃ©s de interpolaÃ§Ã£o entre a
linha 30 e 40). Um intervalo de confianÃ§a de 95% para a diferenÃ§a nas mÃ©dias Ã©
dado por:

(14.76− 2.03× 2.87, 14.76 + 2.03× 2.87) = (8.93, 20.59).

Estamos 95% confiantes que, em mÃ©dia, estudantes do sexo masculino sÃ£o entre 9cm
e 21cm mais altos do que as estudantes do sexo feminino.

9.3.3 Teste para a diferenÃ§a das mÃ©dias

Um teste para a diferenÃ§a entre mÃ©dias corresponde a um teste de H0: µ1 − µ2 = 0.
Seguindo o mesmo tipo de procedimento visto para uma Ãºnica amostra.

Nosso teste estatÃstico Ã©:

t =
(x̄1 − x̄2)− 0

SE
,

que Ã© a estimativa de µ1 − µ2 menos o valor hipotÃ©tico (zero neste caso) e tudo
dividido pelo erro padrÃ£o.
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Sob a hipÃ3tesenula, estesegueumadistribuiÃ§Ã£otcomn1 + n2 − 2 g.l.

O valor obtido para t (ignorando seu sinal) Ã© comparado com os valores tabelados com
os graus de liberdade aproriados, para obter um p-valor.

Para os nossos dados, temos t = (14.76− 0)/2.87 = 5.14, e comparando este Ã linha 30
e 40 da tabela, vemos que devemos ter p < 0.001.

Assumindo que nossas amostras foram amostras aleatÃ3riasdetodososestudantes, temosfortesevidÃnciasdequeaalturamÃ©diadosestudantesdosexomasculinoÃ©diferentedaalturamÃ©diadosestudantesdosexofeminino.

SuposiÃ§Ãµesfeitas : alturasdosestudantestemumadistribuiÃ§Ã£orazoavelmentesimÃ©trica, nÃ£omuitodiferentedeumaNormalemcadagrupo, equeosdesviospadrÃ£odasduasdistribuiÃ§ÃµessÃ£oiguais.

9.3.4 I.C. para diferenÃ§a de mÃ©dias - desvios padrÃ£o diferentes

Se os desvios padrÃ£o populacionais nÃ£o puderem ser assumidos iguais, usamos uma
outra fÃ3rmulaparaoerropadrÃ£odex̄1 − x̄2, dado por

SE =

√
s2

1

n1
+
s2

2

n2
.

Note que esta abordagem Ã© usada somente para grandes amostras.

A estatÃstica de teste usando este SE nÃ£o segue uma distribuiÃ§Ã£o t sob a hipÃ3tesenula.Contudo, paratamanhosamostraisrazoavelmentegrandes(digamosambosmaioresdoque30), podemoscompararaestatÃ-
sticadetesteacimacomumadistribuiÃ§Ã£oNormalpadrÃ£o(Ãltimalinhadatabelat).

Em nosso exemplo, calculamos um erro padrÃ£o de 2.87 sob a suposiÃ§Ã£o de igualdade
de desvios padrÃ£o populacionais para ambos os grupos.

A fÃ3rmulaalternativa(aqualnÃ£oassumedesviospadrÃ£opopulacionaisiguais)resultaemSE =√
(7.734)2

20 + (9.750)2

17 = 2.93 kgquepraticamentenÃ£odiferedovalorprÃ©vio.

EntÃ£o o intervalo de confianÃ§a e o resultado de teste de hipÃ3teseseriamvirtualmenteosmesmosusandoesteerropadrÃ£o.

9.4 Comparando proporÃ§Ãµes

Um estudo investigando a existÃªncia de uma igualdade na proporÃ§Ã£o de machos de
uma certa espÃ©cie em dois lagos distintos resultou em proporÃ§Ãµesobservadasdemachosde74.4%dentre43peixescapturadosnoprimeirolagoe60%dentreos50dosegundo.

Se construirmos intervalos de confianÃ§a para os percentuais correspondentes de machos
na populaÃ§Ã£o (peixes da mesma espÃ©cie naqueles dois lagos), encontrarÃamos que
podemos estar 95% confiantes de que o percentual estÃ¡ entre 61.4% e 87.4% no primeirop
lago, e entre 46.4% e 73.6% no segundo.

Contudo, neste tipo de experimento a idÃ©ia principal Ã© comparar diretamente
os dois lagos. Portanto gostariamos de calcular um intervalo de confianÃ§a de 95%
para a diferenÃ§a em proporÃ§Ãµes.

Note contudo que isto Ã© apropriado somente para grandes amostras, e desse
modo quando a amostra Ã© pequena devemos ser cautelosos para nÃ£o super
valorizar os resultados.

74



9.4.1 Intervalo de confianÃ§a para a diferenÃ§a em proporÃ§Ãµes

Seja p1 a verdadeira proporÃ§Ã£o populacional no grupo 1 (lago 1), se seja p2

a proporÃ§Ã£o no grupo 2 (lago 2).

Estamos interessados na diferenÃ§a em proporÃ§Ãµes,p2 − p1.

Estimativas de p1 e p2 sÃ£o dadas por

p̂1 = 0.744 , p̂2 = 0.600,

entÃ£o uma estimativa da diferenÃ§a em proporÃ§ÃµesÃ©p̂2 − p̂1 = 0.744 −
0.600 = 0.144

O erro padrÃ£o desta diferenÃ§a Ã©

SE =

√
p̂1(1− p̂1)

n1
+
p̂2(1− p̂2)

n2
.

Com isso podemos construir um intervalo de confianÃ§a da forma usual, ou
seja

(p̂2 − p̂1)± 1.96× SE.

EntÃ£o para os nossos dados temos

SE =

√
0.744× (1− 0.744)

43
+

0.600× (1− 0.600)

50
= 0.096.

Portanto um intervalo de confianÃ§a aproximado de 95% para a diferenÃ§a
em proporÃ§ÃµesÃ©dadopor

0.144± 1.96× 0.096, o qual Ã© (−0.044, 0.332), ou (-4.4%,33.2%).

Estamos 95% confiantes que a verdadeira diferenÃ§a percentual entre as pro-
porÃ§ÃµesdepeixesmachosnosdoislagosestÃ!‘entre− 4.4%e33.2%.

Note que de acordo com este intervalo o valor zero Ã© um valor plausÃvel
para as diferenÃ§as nos percentuais, e portanto nÃ£o existem evidÃªncias
estatÃsticas de que o percentual de peixes do sexo masculino diferem nos dois
lagos.

9.4.2 Teste para a diferenÃ§a de duas proporÃ§Ãµes

Podemos testar a hipÃ3tesenulaH0: p2−p1 = 0 versus a alternativa H1: p2−p1 6= 0
usando a estatÃstica

t =
(p̂2 − p̂1)− 0

SE

e comparando este valor com a tabela t com ∞ graus de liberdade.

75



9.5 Aviso

Os mÃ©todos descritos neste capÃtulo e no anterior assumem que o tamanho
de amostra Ã© grande o suficiente para que a distribuiÃ§Ã£o das mÃ©dias
amostrais seja aproximadamente normal. Em geral, por ”grande”entenda-se
30 ou mais.

Se o tamanho da amostra for muito pequeno, digamos menor do que 30, e a
distribuiÃ§Ã£o for muito diferente da normal, pode-se considerar um teste
nÃ£o-paramÃ©trico que serÃ¡ tratado a seguir.

9.6 Testes NÃ£o-paramÃ©tricos

Os mÃ©todos acima sÃ£o vÃ¡lidos na maioria das ocasiÃµes,masalgumasvezesmÃ©todosalternativossÃ£onecessÃ!‘rios.

Note que para amostras pequenas Ã© necessÃ¡rio assumir que a distribuiÃ§Ã£o
populacional nÃ£o Ã© muito diferente de uma Normal. Em geral, isso nÃ£o
Ã© um problema, mas em alguns casos isso pode ser.

Exemplos em que os testes t nÃ£o sÃ£o apropriados sÃ£o aqueles nos quais:

1. a natureza dos dados implica inevitÃ¡velmente numa distribuiÃ§Ã£o ex-
tremamente assimÃ©trica ou;

2. os dados nÃ£o estÃ£o numa escala numÃ©rica e nÃ£o faz sentido cal-
cular uma mÃ©dia.

Por exemplo, se tivessemos um escore de dor variando de 1 a 20, a mediana
teria uma interpretaÃ§Ã£o mais coerente do que a mÃ©dia.

Estes mÃ©todos nÃ£o-paramÃ©tricos nÃ£o fazem suposiÃ§ÃµesacercadadistribuiÃ§Ã£odeondevieramosdados.Elessebaseiamnaordem(postos, ranks)dosdados.

Embora este procedimento possa parecer melhor, estes mÃ©todos sÃ£o muito
menos poderosos, e invariavelmente nÃ£o fornecem intervalos de confianÃ§a.

EntÃ£o um conselho Ã© utilizÃ¡-los quando as suposiÃ§ÃµesdosoutrosmÃ©todosrealmentenÃ£opareceremrazoÃ!‘veis.

9.6.1 Amostras independentes

Um biÃ3logodesejacompararonÃmeromÃ©diodebesouroscapturadosnumaamostrade8armadilhasmontadasnumacertafloresta, comoobtidonumaamostrade7armadilhascolocadasnumaoutrafloresta.

As contagens individuais estÃ£o listadas abaixo (em ordem numÃ©rica):

Amostra 1 8 12 15 21 25 44 44 60
Amostra 2 2 4 5 9 12 17 19

Contagens pequenas frequentemente tÃªm distribuiÃ§ÃµesassimÃ©tricas, principalmenteporqueelasdevemsermaioresdoquezero.PorestarazÃ£o, Ã©aconselhÃ!‘velusarumtestenÃ£o−
paramÃ©triconestecaso.
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Para comparar dois grupos independentes (ou nÃ£o pareados) como estes
utiliza-se o teste U de Mann-Whitney.

Note que as medianas sÃ£o bem diferentes, mas existe uma certa super-
posiÃ§Ã£o dos dados, entÃ£o nÃ£o Ã© Ã3bvioseexisteumadiferenÃ§arealentreosdoisgrupos, ouseistopoderiaterocorridomeramenteporacaso.

O teste de Mann-Whitney primeiro ordena os dados, ou seja, assinala nÃºmeros
de 1 a 15 por ordem de tamanho a cada observaÃ§Ã£o, tratando todos os da-
dos como uma grande e Ãºnica amostra.

Ele entÃ£o soma os postos de cada grupo e os compara (com auxÃlio de uma
tabela).

Quanto maior a diferenÃ§a nas somas, maior evidÃªncia de que existe uma
diferenÃ§a nos tamanhos das observaÃ§Ãµesnosdoisgrupos.

Usando a tabela adequada para o teste U de Mann-Whitney vemos que neste
caso o p-valor Ã© de 0,024. Este p-valor Ã© pequeno entÃ£o podemos
concluir que existe uma diferenÃ§a estatÃsticamente significativa nos dois
grupos ao nÃvel de 5%.

Portanto, parece existir uma diferenÃ§a nos nÃºmeros de besouros depen-
dendo do tipo de floresta, e parece existir mais besouros no primeiro tipo de
floresta.

9.6.2 Amostras pareadas

Em centros de tratamento de esgoto, amostras podem ser coletadas de duas
formas: uma Ãºnica amostra diÃ¡ria de 2 lts ou amostras pequenas retiradas
em 24-horas.

A primeira refere-se a coleta de uma Ãºnica amostra de 2 lts no mesmo
horÃ¡rio diariamente e e segunda baseia-se num esquema de amostragem de
24 horas que retira 1 litro a cada hora.

Um experimento foi conduzido num perÃodo de 6 dias registrando-se o nÃºmero
de cistos de Giardia por litro do material.

Ã de interesse saber se os dados fornecem evidÃªncia de que os dois modos
de amostragem diferem.

Dia 1 2 3 4 5 6

amostras Ãºnicas 2L 100 95 120 175 635 510
amostras 24-horas 145 60 215 670 350 130

Agora podemos usar o teste t pareado, mas como a amostra Ã© muito pe-
quena e os nÃºmeros em cada grupo parecem muito assimÃ©tricos, indicando
que as diferenÃ§as nÃ£o estarÃ£o prÃ3ximasdeumaNormal, umtestenÃ£o−paramÃ©tricopodesermaisapropriado.

O teste mais apropriado neste caso Ã© o chamado teste Wilcoxon para dados
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pareados.

A forma como ele Ã© feito consiste em primeiro calcular as diferenÃ§as das
duas medidas em cada par, e entÃ£o essencialmente testar a hipÃ3tesenuladequeadiferenÃ§amedianaÃ©zero.

As diferenÃ§as em valor absoluto (ou em mÃ3dulo)sÃ£oordenadas, ouseja, sÃ£oassinaladospostosÃ sdiferenÃ§asde1a6.OspostosdasobservaÃ§ÃµescomdiferenÃ§aspositivassÃ£osomados, eospostosdasdiferenÃ§asnegativassÃ£osomadas.

Quanto maior for a diferenÃ§a entre estas somas, maior a evidÃªncia de que
existe uma diferenÃ§a entre os mÃ©todos de amostragem.

O p-valor do teste para os nosso dados Ã© 0,917 (obtido de tabela adequada),
uma probabilidade muito grande. Isto significa que os dados sÃ£o consistentes
com a hipÃ3tesedequenÃ£oexistediferenÃ§anosmÃ©todosdeamostragem.

Contudo, devemos notar que com tÃ£o poucas observaÃ§ÃµesnÃ£oÃ©deseesperarqueexistamfortesevidÃnciasdeumadiferenÃ§a.

9.7 ExercÃcios

1. Experimento sobre o efeito do Ã¡lcool na habilidade motora.

Dez indivÃduos sÃ£o testados duas vezes, uma depois de ter tomado
dois drinks e uma depois de tomado dois copos de Ã¡gua.

Os dois testes foram realizados em dois dias diferentes para evitar in-
fluÃªncia do efeito do Ã¡lcool. Metade dos indivÃduos tomou a bebida
alcoÃ3licaprimeiroeaoutrametadeÃ!‘gua.

Os escores dos 10 indivÃduos sÃ£o mostrados abaixo. Escores mais altos
refletem uma melhor performance.

Deseja-se testar se a bebida alcoÃ3licateveumefeitosignificantecomumnÃ-
veldesignificÃnciade1%.

------------------------------------

indiv~Aduo

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

------------------------------------
~A¡gua 16 15 11 20 19 14 13 15 14 16
~A¡lcool 13 13 12 16 16 11 10 15 9 16

------------------------------------

2. Uma droga bastante utilizada para induzir anestesia geral Ã© o Halo-
tano, poderoso anestÃ©sico de inalaÃ§Ã£o, nÃ£o inflamÃ¡vel e nÃ£o
explosivo, com um odor relativamente agradÃ¡vel. Pode ser administrado
ao paciente com o mesmo equipamento usado para sua oxigenaÃ§Ã£o.
ApÃ3sainalaÃ§Ã£o, asubstÃnciachegaaopulmÃ£otornandopossÃvelapassagemparaoestadoanestÃ©sicomaisrapidamentedoqueseriapossÃ-
velcomdrogasadministradasdeformaintravenosa.

Os efeitos colaterais, no entanto, incluem a depressÃ£o do sistema respi-
ratÃ3rioecardiovascular, sensibilizaÃ§Ã£oaarritmiasproduzidasporadrenalinaeeventualmenteodesenvolvimentodelesÃ£ohepÃ!‘tica.AlgunsanestesistasacreditamqueessesefeitospodemcausarcomplicaÃ§ÃµesempacientescomproblemascardÃ-
acosesugeremousodaMorfinacomoumagenteanestÃ©siconessespacientesdevidoaoseupequenoefeitonaatividadecardÃ-
aca.
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Conahan et al. (1973) compararam esses dois agentes anestÃ©sicos em
um grande nÃºmero de pacientes submetidos a uma cirurgia de rotina
para reparo ou substituiÃ§Ã£o da vÃ¡lvula cardÃaca. Para obter duas
amostras comparÃ¡veis, os pacientes foram alocados aleatÃ3riamenteacadatipodeanestesia(experimentoclÃ-
nicocontroladooualeatorizado).

A fim de estudar o efeito desses dois tipos de anestesia, os pesquisado-
res registraram diversas variÃ¡veis hemodinÃ¢micas, tais como pressÃ£o
sanguÃnea antes da induÃ§Ã£o da anestesia, apÃ3saanestesiamasantesdaincisÃ£o, eemoutrosperÃ-
odosimportantesduranteaoperaÃ§Ã£o.

A tabela a seguir mostra a pressÃ£o sanguÃnea mÃ©dia observada
desde o inÃcio da anestesia atÃ© o tempo de incisÃ£o para 122 pa-
cientes.

------------------------------------

Anestesia

Halotano Morfina

------------------------------------

m~A©dia 66,9 73,2

desvio padr~A£o 12,2 14,4

n 61 61

------------------------------------

As diferenÃ§as observadas entre esses dois grupos de pacientes sÃ£o con-
sistentes com a hipÃ3tesedequeoefeitodoHalotanoadaMorfinanapressÃ£osanguÃ-
neaÃ©omesmo?

3. Agora vamos comparar a mortalidade dos dois grupos. Dos 61 pacientes
anestesiados com Halotano 8 (13,1%) morreram e 10 dos 61 pacientes
(16,4%) anestesiados com Morfina morreram.
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10 AssociaÃ§Ã£o, correlaÃ§Ã£o e regressÃ£o

Nesta seÃ§Ã£o consideramos diferentes formas de avaliar associaÃ§Ã£o entre
variÃ¡veis dependendo do tipo destas variÃ¡veis.

Usualmente, ou temos dados categÃ3ricos, osquaispodemserapresentadosemtabelasdecontagens, oudadosnumÃ©ricoscomosquaispodemostraÃ§argrÃ!‘ficosdedispersÃ£o, calcularcorrelaÃ§ÃµeseajustarmodelosderegressÃ£olinear.

Ilustraremos a maioria destas idÃ©ias usando dados de pesos no nascimento.

10.1 IdÃ©ias bÃ¡sicas

A tabela abaixo mostra o nÃºmero de mÃ£es que fumam e que nÃ£o fumam
para cada raÃ§a.

Fumante? Percentual

NÃ£o Sim fumantes

Branca 44 52 54%

RaÃ§a Negra 16 10 38%
Outra 55 12 18%

Existe evidÃªncia de uma relaÃ§Ã£o entre raÃ§a e fumo das mÃ£es?

Parece que existe uma diferenÃ§a entre raÃ§as, mas poderia esta ser devida
simplesmente ao acaso?

QuÃ£o provavel seria observar tais diferenÃ§as entre raÃ§as na amostra se
de fato as proporÃ§Ãµespopulacionaisfossemasmesmas?

O grÃ¡fico abaixo mostra a relaÃ§Ã£o entre peso da mÃ£e e peso do bebÃª.

Figura 37: GrÃ¡fico de dispersÃ£o de peso da mÃ£e e peso do bebÃª.

Existe alguma evidÃªncia de uma relaÃ§Ã£o entre peso da mÃ£e e peso de
seu bebÃª? Se sim, assumindo que mÃ£es mais pesadas tendem a ter bebÃªs
mais pesados, quÃ£o mais pesados em mÃ©dia esperariamos que fossem
bebÃªs de mÃ£es com peso 200lbs quando comparados bebÃªs de mÃ£es
pesando 100lbs?

Podemos construir um intervalo de 95% de confianÃ§a para o peso mÃ©dio
de bebÃªs nascidos de mÃ£es pesando 200lbs?

Se a futura mamÃ£e pesa 150lbs, qual seria nosso melhor palpite do peso do
bebÃª?

Podemos construir um intervalo de prediÃ§Ã£o de 95% para o qual estejamos
95% seguros de cobertura do peso ao nascer de um bebÃª de uma futura
mamÃ£e de 150lbs?
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10.1.1 AssociaÃ§Ã£o nÃ£o Ã© causalidade

Se uma relaÃ§Ã£o for encontrada entre duas variÃ¡veis, isto nÃ£o significa
que elas tem uma relaÃ§Ã£o de causalidade.

Por exemplo, uma relaÃ§Ã£o razoavelmente forte Ã© encontrada entre o
nÃºmero de doutores por pessoa na populaÃ§Ã£o e a expectativa mÃ©dia
de vida.

Ã tentador pensar que isto pode ter uma relaÃ§Ã£o de causalidade, mas na
verdade a correlaÃ§Ã£o Ã© ainda maior entre expectativa de vida e nÃºmero
de aparelhos de TV por pessoa na populaÃ§Ã£o!

Um paÃs com vÃ¡rias TVs Ã© provavelmente um paÃs prÃ3spero, comumpadrÃ£odevidarazoavelmentealtoeumaexpectativadevidamaislonga.

Para estabelecer se uma variÃ¡vel tem um efeito causal sobre outra, necessita-
mos planejar um experimento, por exemplo, alocar aleatÃ3riamentediferentesquantidadesdefertilizanteÃ plantasdetomate, evercomoaproduÃ§Ã£odiferedependendodaquantidadedefertilizante.

10.1.2 SignificÃ¢ncia

Esteja atento ao fato de que associaÃ§Ã£o/correlaÃ§Ã£o/diferenÃ§a estatÃ-
sticamente significante nÃ£o implica necessariamente em significÃ¢ncia prÃ¡tica.

Por exemplo, no grÃ¡fico de peso ao nascer versus peso da mÃ£e, mesmo
que pudessemos estar convencidos de que existe uma correlaÃ§Ã£o estatÃ-
sticamente diferente de zero, o grÃ¡fico indica que esta relaÃ§Ã£o Ã© muito
fraca, e talvez de nenhuma significÃ¢ncia prÃ¡tica.

Conhecer o peso da mÃ£e ao nascer nÃ£o nos permite de forma alguma
predizer o peso ao nascer do seu bebÃª de maneira precisa.

Quando existe uma grande quantidade de dados, Ã© comum encontrar-se
resultados altamente significantes, ou seja, p-valor quase zero, mesmo quando
o desvio real da hipÃ3tesenulaÃ©muitopequenaedenenhumaimportÃnciaprÃ!‘tica.

Nestes casos, a construÃ§Ã£o de grÃ¡ficos ou tabelas provavelmente dirÃ£o
tudo o que se precisa saber.

10.2 Dados categÃ3ricos

Para verificar a significÃ¢ncia estatÃstica da aparente associaÃ§Ã£o numa
tabela de raÃ§a contra fumo, podemos conduzir o chamado teste de asso-
ciaÃ§Ã£o de qui-quadrado (χ2).

A hipÃ3tesenulaÃ©dequenÃ£oexisteassociaÃ§Ã£oentreraÃ§aefumo.

Quanta evidÃªncia existe contra esta hipÃ3teseemfavordaalternativadequeexisteumaassociaÃ§Ã£o?

Sabemos que o percentual total de fumantes Ã© 39,2%.
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Assumindo que a hipÃ3tesenulaÃ©corretaentÃ£oesperarÃamosqueonÃmerodefumantesbrancasseria39, 2%de96, ouseja, 37, 6.

Da mesma forma, podemos obter os nÃºmeros esperados para o resto da
tabela:

Esperado Fumante?

contagem NÃ£o sim Total

Branca 58.4 37.6 96

RaÃ§a Negra 15.8 10.2 26
Outra 40.8 26.2 67

A discrepÃ¢ncia entre as contagens observadas e esperadas podem ser medidas
com:

X2 =
∑
k

(Ok − Ek)2

Ek
,

em que Ok Ã© a contagem observada na casela k e Ek Ã© a contagem espe-
rada na casela k.

A soma Ã© sobre todas as caselas na tabela. Valores grandes desta soma cor-
respondem a maiores discrepÃ¢ncias entre os valores observados e esperados,
e portanto mais evidÃªncia contra a hipÃ3tesenuladenÃ£oassociaÃ§Ã£o.

Para obter um p-valor, X2 deveria ser comparada com a distribuiÃ§Ã£o χ2

com df graus de liberdade em que df = (r − 1) × (c − 1) com r o nÃºmero de
linhas na tabela, c o nÃºmero de colunas na tabela. (Aqui df= 2.)

Neste caso, o p-valor Ã© 0 com 3 casas decimais.

ConcluÃmos que existe evidÃªncia estatÃstica muito forte (p < 0, 001) de uma
associaÃ§Ã£o entre raÃ§a e fumo.

A principal observaÃ§Ã£o Ã© que mulheres na categoria de raÃ§a Outra
parecem ser muito menos provÃ¡veis de fumar durante a gravidez do que
mÃ£es brancas ou negras.

TambÃ©m parece que a proporÃ§Ã£o de mÃ£es brancas fumantes Ã©
maior do que a de mÃ£es negras.

10.2.1 SuposiÃ§Ãµes

Por razÃµessimilaresÃ quelasdostestest, necessitamosumaamostragrandeosuficienteparaqueotesteχ2

seja vÃ¡lido (ou seja, para resultar valores de p corretos).

Existem regras prÃ¡ticas para ajudar na decisÃ£o de o tamanho amostral Ã©
grande o suficiente:

1. 80% das contagens esperadas na tabela deveriam ser maiores do que 5 e;

2. todas as contagens esperadas devem ser maiores do que 1.
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10.2.2 Tabelas 2x2

Frequentemente a tabela a ser analisada Ã© uma simples tabela 2x2, ou seja,
2 linhas e 2 colunas.

Neste caso, o teste exato de Fisher tambÃ©m pode ser usado, o qual calcula
um valor de p exato, baseado em todas as possÃveis formas de alocaÃ§Ã£o
dos nÃºmeros numa tabela.

Isto nÃ£o Ã© uma tarefa fÃ¡cil de executar manualmente, mas pode ser feita
no computador.

Este teste nÃ£o necessita de grandes contagens, sendo portanto Ãºtil para
tabelas com contagens esperadas pequenas.

Uma correÃ§Ã£o chamada correÃ§Ã£o de continuidade de Yates deveria ser
usada quando executando o teste χ2 em tabelas 2x2. Isto implica em usar
alternativamente:

X2 =
∑
k

(|Ok − Ek| − 0.5)2

Ek
,

resultando num valor de X2 menor do que a estatÃstica sem a correÃ§Ã£o.

Esta correÃ§Ã£o, em geral, somente faz grande diferenÃ§a na prÃ¡tica quando
os valores esperados sÃ£o pequenos, e neste caso o melhor mesmo Ã© usar
o teste exato de Fisher.

Nota: Em situaÃ§ÃµesemquediversostestessÃ£oapropriadosnÃ£oÃ©boaprÃ!‘ticaescolheromÃ©todoqueforneceomenorp−valor!ÃmelhordefinirantesqualtesteserÃ!‘usado, eutilizarosresultadosdaqueleteste.SenÃ£ohouverumaescolhaprÃ©−
definidaetemosresultadosdevÃ!‘rios, aopÃ§Ã£omaisseguraÃ©utilizaraquelequetiveromaiorvalordep.

10.3 CorrelaÃ§Ã£o

Quando as duas variÃ¡veis sÃ£o quantitativas, e podemos fazer um grÃ¡fico de dis-
persÃ£o, podemos medir associaÃ§Ã£o calculando um coeficiente de correlaÃ§Ã£o.

O mais comum Ã© o coeficiente de correlaÃ§Ã£o de Pearson, tambÃ©m conhecido
como o coeficiente de correlaÃ§Ã£o produto de momentos.

Uma versÃ£o alternativa nÃ£o-paramÃ©trica Ã© o coeficiente de correlaÃ§Ã£o
de postos de Spearman, e discutiremos a seguir as circunstÃ¢ncias nas quais este Ã©
preferÃvel.

Quando o tipo de coeficiente de correlaÃ§Ã£o nÃ£o Ã© especificado assume-se que Ã©
o de Pearson.

Ambos sÃ£o denotados por r, e tÃªm as seguintes propriedades:

� r varia entre −1 e +1

� r = 0 corresponde a nÃ£o associaÃ§Ã£o

� quanto maior o valor de |r|, mais forte a associaÃ§Ã£o
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� r > 0 corresponde a ambas variÃ¡veis crescendo juntas

� r < 0 corresponde a uma variÃ¡vel ficando menor Ã medida que a outra fica maior.

10.3.1 Coeficiente de Pearson

Sejam x1, x2, . . . , xn os valores de um conjunto de medidas em indivÃduos i = 1, ..., n. No
exemplo dos pesos no nascimento n = 189 e xi representam os pesos das mÃ£es.

Sejam y1, y2, . . . , yn as outras medidas correspondentes, ou seja, pesos dos bebÃªs. EntÃ£o
x1 Ã© o peso da primeira mÃ£e, e y1 Ã© o peso ao nascer de seu bebÃª.

O coeficiente de correlaÃ§Ã£o de Pearson Ã© definido como:

r =

∑
i(xi − x̄)(yi − ȳ)√∑

i(xi − x̄)2
∑
i(yi − ȳ)2

.

Ele quantifica a forÃ§a de associaÃ§Ã£o linear entre duas variÃ¡veis, e portanto des-
creve quÃ£o bem uma linha reta se ajustaria atravÃ©s de nuvem de pontos.

Se os pontos caem exatamente sobre uma linha crescente entÃ£o r = 1, e se eles caem
exatamente sobre uma linha decrescente, r = −1.

Para a Figura 37, a correlaÃ§Ã£o Ã© 0,189, bem prÃ3ximadezerocomoesperadomaspositiva, oquetambÃ©mparececonsistentecomogrÃ!‘ficoeobomsenso.

Podemos tambÃ©m fazer um teste da hipÃ3tesenuladenÃ£oassociaÃ§Ã£o.Aquiobtem−
seump−valorde0, 011.T emosportantoevidÃnciaestatÃsticamentesignificativaaonÃvelde5%deumaassociaÃ§Ã£oentrepesodamÃ£eeopesodenascimentodobebÃ.

Este Ã© um exemplo em que hÃ¡ significÃ¢ncia estatÃstica, mas nÃ£o muita asso-
ciaÃ§Ã£o na prÃ¡tica.

ExercÃcio:
Dados de peso de peixe e comprimento de ”otilith”

Otolith length x (mm) 6.6 6.9 7.3 7.5 8.2 8.3 9.1 9.2 9.4 10.2
Fish mass y (g) 86 92 71 74 185 85 201 283 255 222

Construa um grÃ¡fico de dispersÃ£o e calcule o coeficiente de correlaÃ§Ã£o.

Parece existir uma relaÃ§Ã£o entre as variÃ¡veis?

Podemos confiar que exista mesmo uma associaÃ§Ã£o com somente 10 valores?

Uma relaÃ§Ã£o linear parece ser apropriada?

SuposiÃ§Ãµes : otesteassumequeumaouambasasvariÃ!‘veissÃ£oaproximadamentenormais.SeosdadosnÃ£oparecemformarumanuvemaproximadamenteemformadeelipse, istoÃ©evidÃnciadenÃ£o−
normalidadeeovalordepnÃ£odeveriaserusado.
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10.3.2 Coeficiente de correlaÃ§Ã£o de postos de Spearman

Nos casos em que os dados nÃ£o formam uma nuvem comportada, com alguns pontos bem
distantes dos demais, ou em que parece existir uma relaÃ§Ã£o crescente ou descrescente
num formato de curva, o coeficiente de correlaÃ§Ã£o por postos de Spearman Ã© mais
apropriado.

Ele tambÃ©m pode ser usado quando os dados nÃ£o pertencem Ã uma escala de medida
padrÃ£o, mas existe uma ordenaÃ§Ã£o clara, por exemplo, escores numa escala de 1 a
20.

Este Ã© um mÃ©todo nÃ£o-paramÃ©trico que usa somente os postos, e nÃ£o faz
quaisquer suposiÃ§Ãµes.EssencialmentetudooquefazÃ©calcularocoeficientedecorrelaÃ§Ã£odePearsonnospostos.UmafÃ3rmulaqueÃ©relativamentefÃ!‘cildeusarÃ© :r =

1− 6
∑

i
d2i

(n3−n)
,emquenÃ©onÃmerodepares(xi, yi) e

di = (posto de xi dentre os valores de x)− (posto de yi nos valores de y ).

Note que se os postos de x se sÃ£o exatamente iguais aos postos de y, entÃ£o todos os
di serÃ£o zero e r serÃ¡ 1.

Os dados abaixo foram coletados tomando amostras de 13 nascentes de rios e Ã© feita a
contagem do nÃºmero de ninfas de uma certa espÃ©cie de mosquito bem como medidas
da dureza da Ã¡gua. Existe uma relaÃ§Ã£o entre os dois?

dureza da Ã gua 17 20 22 28 42 55 55 75 80 90 145 145 170
No. de ninfas 42 40 30 7 12 10 8 7 3 7 5 2 4

Um grÃ¡fico dos dados indica que existe uma relaÃ§Ã£o negativa, mas uma linha curva
descreveria melhor a relaÃ§Ã£o do que uma reta.

O coeficiente de correlaÃ§Ã£o de Pearson portanto nÃ£o seria apropriado, e necessita-
mos usar o coeficiente de Spearman.

Encontre os postos manualmente e calcule as diferenÃ§as di. Calcula-se
∑
i d

2
i = 681.

Agora n = 13, a qual resulta no valor r = −0.87 para o coeficiente de correlaÃ§Ã£o.

10.4 RegressÃ£o linear

Um biÃ3logoinvestigaoefeitodediferentesquantidadesdefertilizantenaproduÃ§Ã£odegramaemsolocalcÃ!‘rio.DezÃ!‘reasde1m2

foram escolhidos ao acaso, e diferentes quantidades do fertilizante foram aplicados a cada
Ã¡rea.

Dois meses depois, as seguintes produÃ§Ãµesdegramaforamobtidas :

Massa de fertilizante (g/m2) 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250

ProduÃ§Ã£o de grama (g/m2) 84 80 90 154 148 169 206 244 212 248
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O grÃ¡fico de dispersÃ£o dos dados, com uma linha de melhor ajuste Ã© mostrado
abaixo.

Diferentemente dos dados de peso ao nascer vistos anteriormente, aqui se observa uma
forte relaÃ§Ã£o que segue claramente uma linha reta.

As questÃµesquetÃnhamosacercadeprediÃ§Ã£oparadadosdepesoaonascertambÃ©msÃ£orelevantesaqui.

Note que sempre colocamos a variÃ¡vel resposta, tambÃ©m chamada de variÃ¡vel de-
pendente, aquilo que desejamos predizer, no eixo vertical.

A variÃ¡vel explanatÃ3riaouvariÃ!‘velindependentevainoeixohorizontal.

EstÃ¡ claro que a linha ajusta-se bem, mas como ela foi escolhida?

A idÃ©ia bÃ¡sica Ã© escolher a reta y = a + bx que minimiza a soma de
quadrados de desvios verticais dos pontos atÃ© a reta.

Denote os valores de fertilizante por x1, x2, . . . , xn com n = 10, e os valores
de produÃ§Ã£o de y1, y2, . . . , yn. Se a e b sÃ£o candidatos Ã intercepto e
inclinaÃ§Ã£o da reta, entÃ£o ŷi = a + bxi Ã© o valor ajustado para yi dado
por esta linha.

Queremos escolher a e b tais que ŷi Ã© prÃ3ximodeyi para todo i, assim
minimizamos a soma dos quadrados dos desvios:∑

i

(yi − ŷi)2.

Existem fÃ3rmulassimplesparaasestimativasdemÃnimosquadradosdeaebquepodemserusadasparacalculÃ!‘−
losmanualmente,maspodemosobterosvaloresdeprogramasestatÃsticos.

As estimativas do intercepto a e inclinaÃ§Ã£o b da reta estÃ£o na tabela de
Coeficientes. Neste caso encontramos que â = 51.93 e b̂ = 0.811.

Informalmente podemos escrever:

produ~A§~A£o = 51.93 + 0.811× fert

10.4.1 Testes e intervalos de confianÃ§a

Note que os erros padrÃ£o e os p-valores para os coeficientes tambÃ©m sÃ£o
mostrados nas saÃdas de programas estatÃsticos.

Os p-valores correspondem a testes da hipÃ3tesenuladequeosvaloresverdadeirosdeaebnapopulaÃ§Ã£osÃ£ozero.OtesteparaocoeficientedeinclinaÃ§Ã£oÃ©emgeraloÃnicodeinteresse.

Aqui o p-valor Ã© 0, a 3 casas decimais, entÃ£o temos fortes evidÃªncias
de um efeito de fertilizante na produÃ§Ã£o de grama. Podemos calcular
um intervalo de confianÃ§a aproximado de 95% com sendo (0.811 ± 2 × SE) =
(0.811± 2× 0.084) = (0.618; 1.004).
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Estamos 95% confiantes de que a produÃ§Ã£o de grama aumenta entre 0.618g
e 1.004g para cada extra grama do fertilizante em 1 m2 de Ã¡rea da plantaÃ§Ã£o.

Note que isto significa que podemos tambÃ©m dizer que estamos 95% con-
fiantes de que o efeito de adiÃ§Ã£o de 10g a mais de fertilizante Ã© um
aumento na produÃ§Ã£o em algo entre 6.18g e 10.04g.

10.4.2 R-quadrado

Note que os programas estatÃsticos tambÃ©m retornam um valor R= 0.960
e um R2 = 0.9224 na tabela de resumo do modelo.

Na verdade este R Ã© a correlaÃ§Ã£o entre produ~A§~A£o e fertilizante. (Che-
que isto calculando a correlaÃ§Ã£o separadamente.) R-square Ã© o valor
quadrÃ¡tico deste coeficiente de correlaÃ§Ã£o, e tem uma interpretaÃ§Ã£o
muito interessante.

Ele representa a proporÃ§Ã£o da variabilidade na variÃ¡vel resposta explicada
pela variÃ¡vel preditora ou variÃ¡vel explanatÃ3ria.TambÃ©mconhecidocomocoeficientededeterminaÃ§Ã£o.

Ele nos dÃ¡ uma idÃ©ia de quÃ£o bem podemos predizer a variÃ¡vel resposta
a partir da(s) variÃ¡vel(eis) preditora(s).

Se os dados caem exatamente sobre a reta, R2 = 1 e podemos predizer a
resposta exatamente.

10.4.3 Intervalos de confianÃ§a e de prediÃ§Ã£o

Podemos obter intervalos de confianÃ§a para a mÃ©dia para qualquer quan-
tidade de fertilizante.

You can find nice formulas in books for how to create these, but they can be
obtained and added to a plot in SPSS. Find this by drawing the scatter plot
and going to the Chart Editor. Follow exactly the same procedure as described
above for adding the line to the plot, and when in the Scatterplot Options: Fit
Line box, where you need to check that Linear regression is highlighted, also tick
Mean.

EntÃ£o para qualquer quantidade de fertilizante, podemos obter um intervalo
de confianÃ§a de 95% para a produÃ§Ã o mÃ©dia de grama.

Podemos querer por exemplo predizer a produÃ§Ã£o de um novo talhÃ£o
para o qual serÃ¡ aplicado 100g do fertilizante. Olhando o grÃ¡fico somente
podemos dizer que deverÃ¡ algo entre 80g e 170g.

Podemos adicionar intervalos de prediÃ§Ã£o de 95% para cada quantidade de
fertilizante ao grÃ¡fico.
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Note que os intervalos de prediÃ§Ã£o sÃ o sempre mais amplos do que os
intervalos de confianÃ§a para a mÃ©dia.

Ao obter mais dados, os intervalos de confianÃ§a para a mÃ©dia ficarÃ£o
mais estreitos mas os intervalos de prediÃ§Ã£o permanecerÃ£o em torno do
mesmo comprimento.

10.4.4 SuposiÃ§Ãµes

Existem 3 suposiÃ§ÃµesparaaregressÃ£o, emordemdecrescentedeimportÃncia :

a relaÃ§Ã£o Ã© linear

a variabilidade dos y valores Ã© a mesma para todos os valores de x

os valores de resposta sÃ£o aproximadamente normalmente distribuÃdas
para cada valor de x.

Quando algumas destas suposiÃ§ÃµesnÃ£opareceremcorresponderaosdadosemmÃ£os, entÃ£oaregressÃ£olinearnÃ£oÃ©apropriada, nosentidodequeostesteseintervalosdeconfianÃ§anÃ£oserÃ£ovÃ!‘lidos.

Em algumas situaÃ§ÃµesumatransformaÃ§Ã£odosdadospodeajudar, porexemplo, aplicaratransformaÃ§Ã£ologaumaouambasvariÃ!‘veis.

O grÃ¡fico a seguir mostra um exemplo em que a transformaÃ§Ã o log ajuda.
10.5 RegressÃ£o mÃºltipla

Retornando aos dados de peso ao nascer, podemos ajustar um modelo de regressÃ£o linear
que nos permita predizer peso ao nascer a partir do peso da mÃ£e.

Contudo, temos muito mais informaÃ§ÃµesdoquesomenteopesodamÃ£e.

Se nÃ3srealmentequeremospredizerpesoaonascerentÃ£oseriasensatousartodososdadosquetemosdisponÃ-
vel.

Por exemplo, poderÃamos tentar predizer peso ao nascer usando a idade da mÃ£e e seu
estatus de fumo em adiÃ§Ã£o a seu peso.

O procedimento Ã© exatamente o mesmo de antes, exceto que agora o modelo ao invÃ©s
de uma Ãºnica variÃ¡vel explanatÃ3riamwt, eleterÃ!‘idadebemcomofumo.

O output fica parecido com o mostrado anteriormente, e obtemos a seguinte descriÃ§Ã£o
informal:

peso = 2362.5 + 7.154× idade + 4.016× mwt− 269.3× fumo

Podemos tambÃ©m obter intervalos de confianÃ§a para os coeficientes da mesma forma
como antes. O Ãºnico problema Ã© que porque existe mais do que uma variÃ¡vel predi-
tora nÃ£o Ã© tÃ£o fÃ¡cil de traÃ§ar grÃ¡ficos dos dados.

A interpretaÃ§Ã£o Ã© que mÃ£es que fumam sÃ£o mais provÃ¡veis de terem bebÃªs
pesando cerca de 269.3g a menos na mÃ©dia; o peso no nascimento parece aumentar cerca
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de 4.016g por lb de peso da mÃ£e, e o peso no nascimento parece aumentar cerca de 7.154g
por ano de idade da mÃ£e. (Repita estas conclusÃµesusandointervalosdeconfianÃ§a.)

Os testes e intervalos de confianÃ§a indicam que idade pode nÃ£o ser uma variÃ¡vel
preditora importante, e podemos ajustar o modelo novamente sem esta variÃ¡vel.

O R-squared tem a mesma interprataÃ§Ã£o como sendo a proporÃ§Ã£o da variÃ¢ncia
na resposta explicada pelas preditoras. (Aqui r Ã© a correlaÃ§Ã£o entre as respostas
observadas e aquelas preditas pela equaÃ§Ã£o do modelo.)

O valor de R-squared sempre aumenta Ã medida que mais variÃ¡veis explanatÃ3riassÃ£oacrescentadasnomodelo, porquehÃ!‘sempreumganhoempoderdeprediÃ§Ã£o.

Ã importante ganhar um balanÃ§o entre ter um modelo complexo incluindo todas as possÃ-
veis preditoras, e um mais simples contendo somente as variÃ¡veis mais importantes. Na
prÃ¡tica um modelo simples Ã© frequentemente o melhor para prediÃ§Ã£o.

Existem algumas tÃ©cnicas para seleÃ§Ã£o de um subconjunto razoÃ¡vel de variÃ¡veis
explanatÃ3rias,masestasestÃ£oalÃ©mdoescopodestecurso.
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11 Comparando mais do que dois grupos

Vimos em seÃ§Ãµesanteriorescomopodemoscomparardoisgrupos.NestaseÃ§Ã£overemosoquesepodefazerquandoexistemtrÃsoumaisgruposdecomparaÃ§Ã£o.

11.1 Mostrando os dados

Vimos que para dados contÃnuos, grÃ¡ficos do tipo boxplot sÃ£o em geral Ãºteis para au-
xiliar nas comparaÃ§Ãµesentremedidasemdoisgrupos.ElessÃ£otÃ£oapropriadosaqui, senÃ£omaisainda, paracompararmaisdoquedoisgruposdedadoscontÃ-
nuos.

Por exemplo, a seguir Ã© apresentado um boxplot de peso ao nascer por raÃ§a:

Neste caso, como os boxplots apresentam uma grande interseÃ§Ã£o, Ã© difÃcil de se
avaliar de existe uma diferenÃ§a real entre grupos, embora pareÃ§a que se existe uma
diferenÃ§a real entÃ£o Ã© provÃ¡vel que ela seja pequena.

Uma consequÃªncia disto Ã© que pode ser difÃcil ver pequenas diferenÃ§as em mÃ©dias
somente olhando nos boxplots.

Se um boxplot nÃ£o mostrar diferenÃ§as notÃ¡veis entre grupos, entÃ£o uma boa idÃ©ia
Ã© criar intervalos de confianÃ§a separados para as mÃ©dias de cada um dos grupos
e colocÃ¡-los juntos num grÃ¡fico. A sobreposiÃ§Ã£o ou nÃ£o destes intervalos de con-
fianÃ§a trarÃ¡ novas informaÃ§ÃµessobreadiferenÃ§aounÃ£odasmÃ©diasdosgrupossemquesejanecessÃ!‘rioexecutarquaisquertestesformais.

Voltando aos dados de peso ao nascer novamente, podemos obter um grÃ¡fico mostrando
intervalos de confianÃ§a de 95% para as mÃ©dias de bebÃªs nascidos de mÃ£es de
diferentes raÃ§as.

O intervalo de confianÃ§a para a mÃ©dia para mÃ£es brancas quase nÃ£o se so-
brepÃµecomosoutros, eparecequebebÃsdemÃ£esbrancastendemasermaispesadosemmÃ©dia.

Contudo, este grÃ¡fico nÃ£o mostra diferenÃ§as muito claras entre mÃ£es negras e ou-
tras mÃ£es.

Se as diferenÃ§as forem de significÃ¢ncia prÃ¡tica, podemos agora nos perguntar por
que estas diferenÃ§as podem existir, por exemplo, diferenÃ§as podem ser explicadas por
comportamentos de fumo, idade, pesos, etc, diferenciados das mulheres nos trÃªs grupos.

Note que o grÃ¡fico das mÃ©dias acima sÃ3Ã©apropriadoemsituaÃ§ÃµesemqueÃ©razoÃ!‘velcalcularumamÃ©diaeondeossupostosparaaconstruÃ§Ã£odeintervalosdeconfianÃ§asÃ£ovÃ!‘lidos(adistribuiÃ§Ã£onÃ£oÃ©muitodistantedeumanormale/ouotamanhodeamostraÃ©grande).

Lembre que para se avaliar a diferenÃ§a entre duas mÃ©dias, foi feito um teste-t para
duas amostras. Para mÃºltiplas amostras, usaremos uma anÃ¡lise de variÃ¢ncia
(ANOVA).

Nas situaÃ§ÃµesemqueosdadossÃ£oescoresdealgumtipo, oucontagenscomvÃ!‘riosvaloresprÃ3ximosdezero, boxplotspodemaindaserÃteis,masogrÃ!‘ficocomosintervalosdeconfianÃ§ajÃ!‘nÃ£oserÃ£oapropriados.

Por exemplo, os seguintes dados sÃ£o o nÃºmero de orquÃdeas encontradas em quadrats
alocados aleatÃ3riamenteem4locais : A,B,C,D.
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A 27 14 8 18 7
B 48 18 32 51 22
C 11 0 3 15 8
D 44 72 81 55 39

O interesse Ã© verificar se o nÃºmero de orquÃdeas tendem a diferir de um local para
outro.

Quando existem somente contagens pequenas nos dados, ao invÃ©s do boxplot, um grÃ¡fico
de pontos pode ser mais apropriado.

Quando tinhamos duas amostras deste tipo elas eram comparadas usando o teste U
de Mann-Whitney. Para mais do que duas amostras, usamos um teste nÃ£o pa-
ramÃ©trico similar chamado de teste de Kruskal Wallis.

Quando os dados sÃ£o categÃ3ricos, frequentementeumasimplestabelaÃ©amelhorformadecomparargrupos, possivelmentecompercentuaiscalculadosparaauxiliarascomparaÃ§Ãµes.

Embora os dados originais possam ser nÃºmericos, algumas vezes, especialmente com
dados de contagem ou escores, ou onde existem uma grande quantidade de empates, pode
ser mais apropriado colapsar os dados em categorias.

Por exemplo, para comparar o comportameno de fumo de diferentes grupos de pessoas,
podemos perguntar a cada pessoa quantos cigarros ela fuma por dia, e entÃ£o para
propÃ3sitodeanÃ!‘lise, converterestainformaÃ§Ã£oemumavariÃ!‘velcomcategoriasnÃ£ofuma, fumapouco, fumamoderadamente, fumamuito.(ÃimportantefazerdefiniÃ§Ãµesdestascategoriasexplicitamente, ouseja, fumapoucopoderiaserdefinidocomoentre1e10cigarros.

Podemos tambÃ©m colapsar dados em categorias por outras razÃµes.Porexemplo, podemosquerercomparardiferentesgruposdeidadedeformaquepossamoscalcularopercentualdebebÃscombaixopesoaonasceremcadagrupo.IstopodesermaisinformativodoqueumgrÃ!‘ficodepesoaonascerversusidade.

Grupo de idade
adolescente 20–24 25–29 30+

Baixo peso Sim 15 25 15 4

ao nascer? NÃ£o 36 44 27 23

Percentual 29% 36% 36% 15%

Desta tabela, a Ãºnica coisa que podemos ver Ã© que talvez mulheres com idade 30+
tendem ter chances menores de terem bebÃªs com baixo peso ao nascer. TerÃamos que
fazer um teste Chi-quadrado de associaÃ§Ã£o (ou outro teste apropriado) para
verificar se existe evidÃªncia uma diferenÃ§a real em probabilidade de baixo peso ao
nascer por grupo de idade.

11.2 Teste de Kruskal-Wallis

Assim como o teste de Mann-Whitney, o teste de Kruskal-Wallis Ã© nÃ£o paramÃ©trico,
e primeiramente converte os dados em postos. Assim, para anÃ¡lises dos dados de orquÃ-
deas, primeiramente ordenamos os dados em entÃ£o somamos os postos dentro de cada
grupo (R).
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Ãrea A B C D

27 (12) 48 (16) 11 (6) 44 (15)
14 (7) 18 (9.5) 0 (1) 72 (19)
8 (4.5) 32 (13) 3 (2) 81 (20)

18 (9.5) 51 (17) 15 (8) 55 (18)
7 (3) 22 (11) 8 (4.5) 39 (14)

n 5 5 5 5
R 36 66.5 21.5 86
R/n 7.2 13.3 4.3 17.2
R2/n 259.2 884.45 92.45 1479.2

Agora as diferenÃ§as nos postos mÃ©dios (R/n) indicam diferenÃ§as nos grupos. Nossa
hipÃ3tesenulaÃ©quetodososgruposvÃemdamesmapopulaÃ§Ã£o.SejaN=20otamanhodeamostratotal.AestatÃ-
sticadetesteÃ© :to K = 12

N(N+1) ×
∑

(R2/n)− 3(N + 1)

= 12
20×21 × (259.2 + 884.45 + 92.45 + 1479.2)− 3× 21 = 14.6Esta deve ser comparada

com uma distribuiÃ§Ã£o χ2 com df graus de liberdade, em que df = nÃºmero de grupos
−1 = 4− 1 = 3. O p− valor Ã© 0.002.

Assim concluÃmos que existem evidÃªncias estatÃsticas altamente significantes (p =
0.002) de uma diferenÃ§a entre o nÃºmero de orquÃdeas nas diferentes Ã¡reas.

11.3 AnÃ¡lise de variÃ¢ncia (ANOVA)

Os dados abaixo sÃ£o pesos (g) de 10 estorninhos de cada uma dentre 4 situaÃ§Ãµesdiferentesdepousada.OinteresseÃ©verificarseasmÃ©diasdiferemdeumgrupoparaoutro.

Grupo Pesos de estorninhos x s

1 78 88 87 88 83 82 81 80 80 89 83.6 4.03
2 78 78 83 81 78 81 81 82 76 76 79.4 2.50
3 79 73 79 75 77 78 80 78 83 84 78.6 3.31
4 77 69 75 70 74 83 80 75 76 75 75.4 4.14

A primeira coisa que deveriamos fazer Ã© visualizar os dados num grÃ¡fico, ou atravÃ©s
de um boxplot ou atravÃ©s de um grÃ¡fico de pontos.

A hipÃ3tesenulaÃ©dequeasmÃ©diassÃ£oiguais.

Diferentemente do teste t para duas amostras independentes, devemos assumir que as
variÃ¢ncias sÃ£o iguais em todos os grupos, e adicionalmente que os dados sÃ£o aproxi-
madamente normais.

Um teste F de Levene pode ser feito para testar a hipÃ3tesenuladeigualdadedevariÃncias.ump−valorpequenoindicaqueaANOV AnÃ£oÃ©apropriadacomoummÃ©tododeanÃ!‘lise.

Agora assumimos que este teste nÃ£o forneceu evidÃªncia de que as variÃ¢ncias diferem.
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11.3.1 Como funciona a ANOVA

Agora a ANOVA basicamente divide a variabilidade em variabilidade Entre Grupos e
variabilidade Dentro de Grupos, e compara as duas.

Quanto maior for a primeira comparada Ã segunda, maior Ã© a evidÃªncia de que existe
variabilidade entre grupos, ou seja, mÃ©dias diferentes.

Define-se a soma de quadrados total, SQT, como :

SQT =
∑

(xi − x)2,

calculada a partir de todos os dados, em que x Ã© a mÃ©dia amostral global.

Note que a estimativa usual de variÃ¢ncia de uma amostra Ã©:

s2 = SQT/(n− 1)

Podemos dividi-la como:
SQT = SQD + SQE,

em que

SQD =
∑
gp1

(xi − x1)2 +
∑
gp2

(xi − x2)2 +
∑
gp3

(xi − x3)2 +
∑
gp4

(xi − x4)2

e xk Ã© a mÃ©dia amostral do grupo k; e

SQE = n1(x1 − x)2 + n2(x2 − x)2 + n3(x3 − x)2 + n4(x4 − x)2

em que nk Ã© o tamanho amostral do grupo k.

Aqui SQD Ã© utilizado para denotar soma de quadrados dentro de grupo e SQE
para a soma de quadrado entre grupos.

Agora tendo separado a variabilidade, Ã© possivel mostrar que podemos obter estimati-
vas independentes da variÃ¢ncia populacional comum σ2 a partir destas duas quantidades.
Elas sÃ£o chamadas de valores quadrados mÃ©dios, e obtemos as seguintes estima-
tivas:

s2
1 = SQE/(m− 1),

s2
2 = SQD/(N −m),

em que m Ã© o nÃºmero de grupos, e N Ã© o tamanho amostral total, aqui 20.
Como estas estimativas de variÃ¢ncia sÃ£o construÃdas a partir de dois tipos diferentes
de variabilidade, quanto mais elas diferirem, mais evidÃªncia existe de diferenÃ§a nas
mÃ©dias.

A estatÃstica de teste Ã©
F = s2

1/s
2
2,

e comparamos este valor com uma distribuiÃ§Ã£o F com m− 1 e N −m graus de liber-
dade para obter um p-valor. Sempre que uma ANOVA Ã© feita Ã© usual expressar os
resultados numa tabela como segue:
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Source of Sum of Degrees of Mean F p-value
Variability Squares Freedom Square

Between Groups 341.9 3 113.97 9.0 < 0.001
Within Groups 455.6 16 12.66

Total 797.5 19

Estes resultados sÃ£o dos dados de estorninhos, e concluÃmos que existem evidÃªncias
estatisticamente significativas ao nÃvel de 5% de uma diferenÃ§a nas mÃ©dias de quatro
situaÃ§Ãµesdepousadadiferentes.

94


	ConteÃºdo
	IntroduÃ§Ã£o
	O que Ã© EstatÃstica?
	VariaÃ§Ã£o Amostral

	EstatÃstica Descritiva - Tabelas e GrÃ¡ficos
	Coleta e Armazenamento de Dados
	Tipos de variÃ¡veis
	Estudando a DistribuiÃ§Ã£o de FreqÃ¼Ãªncias de uma VariÃ¡vel
	VariÃ¡veis Qualitativas - Nominais e Ordinais
	VariÃ¡veis Quantitativas Discretas
	VariÃ¡veis Quantitativas ContÃnuas
	Outros GrÃ¡ficos para VariÃ¡veis Quantitativas
	Aspectos Gerais da DistribuiÃ§Ã£o de FreqÃ¼Ãªncias
	O Diagrama de DispersÃ£o


	Estatística Descritiva - Medidas Resumo
	Dados qualitativos
	Resumindo numericamente

	Dados quantitativos
	Resumindo numericamente
	A moda
	A mediana e a amplitude inter-quartis
	Média, variância e desvio padrão
	Coeficiente de variação
	Escore padronizado


	IntroduÃ§Ã£o Ã  probabilidade e aplicaÃ§Ã£o em testes diagnÃ3sticos
	Probabilidade
	DefiniÃ§Ã£o clÃ¡ssica
	DefiniÃ§Ã£o frequentista
	Probabilidade condicional

	AvaliaÃ§Ã£o da qualidade de testes diagnÃ3sticos
	Valor de prediÃ§Ã£o de um teste

	DistribuiÃ§Ães teÃ3ricas de frequÃªncias
	A distribuiÃ§Ã£o Binomial
	A distribuiÃ§Ã£o Poisson
	A distribuiÃ§Ã£o Normal
	VerificaÃ§Ã£o da suposiÃ§Ã£o de normalidade

	ConstruÃ§Ã£o de faixas de referÃªncia
	Conceito de faixa de referÃªncia
	MÃ©todo da curva de Gauss
	MÃ©todo dos percentis
	ConsideraÃ§Ães finais

	InferÃªncia EstatÃstica
	EstimaÃ§Ã£o
	Teorema Central do Limite
	Intervalos de confianÃ§a de 95% para uma mÃ©dia
	Intervalos de confianÃ§a mais exatos
	Intervalos de confianÃ§a para uma proporÃ§Ã£o
	ComparaÃ§Ã£o de intervalos de confianÃ§a
	Dimensionamento de amostras

	Testes de HipÃ3teses
	Procedimento geral de teste
	Teste para uma mÃ©dia
	Teste para uma proporÃ§Ã£o


	Comparando dois grupos
	DiferenÃ§a entre mÃ©dias de dois grupos
	Amostras pareadas
	Amostras independentes
	Erro padrÃ£o - assumindo desvios padrÃ£o iguais
	I.C. para a diferenÃ§a entre mÃ©dias assumindo desvios padrÃ£o iguais
	Teste para a diferenÃ§a das mÃ©dias
	I.C. para diferenÃ§a de mÃ©dias - desvios padrÃ£o diferentes

	Comparando proporÃ§Ães
	Intervalo de confianÃ§a para a diferenÃ§a em proporÃ§Ães
	Teste para a diferenÃ§a de duas proporÃ§Ães

	Aviso
	Testes NÃ£o-paramÃ©tricos
	Amostras independentes
	Amostras pareadas

	ExercÃcios

	AssociaÃ§Ã£o, correlaÃ§Ã£o e regressÃ£o
	IdÃ©ias bÃ¡sicas
	AssociaÃ§Ã£o nÃ£o Ã© causalidade
	SignificÃ¢ncia

	Dados categÃ3ricos
	SuposiÃ§Ães
	Tabelas 2x2

	CorrelaÃ§Ã£o
	Coeficiente de Pearson
	Coeficiente de correlaÃ§Ã£o de postos de Spearman

	RegressÃ£o linear
	Testes e intervalos de confianÃ§a
	R-quadrado
	Intervalos de confianÃ§a e de prediÃ§Ã£o
	SuposiÃ§Ães

	RegressÃ£o mÃºltipla

	Comparando mais do que dois grupos
	Mostrando os dados
	Teste de Kruskal-Wallis
	AnÃ¡lise de variÃ¢ncia (ANOVA)
	Como funciona a ANOVA



