Programa

1. Vetores no Plano e no Espaco: conceito; adicao de vetores; multiplicacao de vetor
por n° real; combinagao linear de vetores; coordenadas; produto interno; produto vetorial;
produto misto.

2. Retas e Planos no Espaco com Coordenadas Cartesianas: equacao da reta: ve-
torial, paramétrica e geral; paralelismo; perpendicularismo; coplanaridade; angulo entre
retas; equacao do plano: vetorial, paramétrica e geral; posicoes relativas entre planos e
retas; problemas de distancia.

3. Curvas no Plano: equacao de lugar geométrico no plano; equagoes reduzidas da elipse,
hipérbole e parabola; equagao geral da conica.

4. Superficies: equacao de superficies: esférica, cilindrica, conica e quadrica.

Bibliografia: Winterle, Paulo. - VETORES E G.A. - Makron Books 2000
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Vetores

1.1 Vetores

Definicao 1.1.1 Uma reta r € dita orientada quando € firado um sentido de percurso, consi-

derado positivo e indicado por uma seta e esta também é chamada de FIXO. O

o -~

Definicao 1.1.2 Um segmento orientado é determinado por um par ordenado de pontos, o 1°

¢ dito origem e o 2° extremidade. O
| r ]
A AB B
Definicao 1.1.3 Um segmento é dito nulo se a extremidade coincide coma origem. a
T
‘A=B

Definicao 1.1.4 A cada segmento orientado podemos associar um n° real ndo negativo, que €

a medida do segmento em relagao a uma unidade de medida, chamado de modulo. Notagao:

|AB]|, [AB]. =

Observar que:

e ||ABJ| > 0 e os segmentos nulos tem comprimento igual a zero, ou seja ||AB| = 0.

e Segmentos opostos tem mesma medida (||AB|| = ||BA]]).

Definigcao 1.1.5 Dois segmentos orientados nao-nulos AB e CD tem a mesma dire¢ao se as

retas suportes desses segmentos sao paralelas ou coincidentes. a
1 A | r L | %
A B D C A _BW

Observacao: s6 podemos comparar os sentidos de dois segmentos orientados se eles tém
mesma dire¢ao.



2 1.1 Vetores

Definicao 1.1.6 Dois segmentos orientados AB e CD sao ditos equipolentes se eles tém a

mesma dire¢cdo, o mesmo sentido e o mesmo maodulo. Notagdao: AB ~ CD. O

D
BD//AC
AC
equipolentes iguais e equipolentes
equipolentes colineares

Propriedades da Equipoléncia:

i) Dois segmentos nulos sdo sempre equipolentes.
ii) Reflexiva: AB ~ AB.

iii) Simétrica: AB ~ CD — CD ~ AB.

iv) Transitiva: AB ~ CD ~ EF — AB ~ EF.

v) Dado um segmento orientado AB e um ponto C, 3! D / AB ~ CD.

Definigcao 1.1.7 O vetor determinado por um segmento orientado AB é o conjunto de todos
0s segmentos orientados equipolentes a AB, ou seja, v = (AB) = {XY/XY ~ AB}. O

Dois vetores & = AB e ¥ = CD sio iguais & AB ~ CD.

e Os segmentos nulos determinam um tunico vetor que chamaremos de vetor nulo.

Dados o vetor 4 = Ai?, o vetor —i = BA é o vetor oposto de 4 = AB.

[}

e Um vetor ¢ é dito unitdrio se |0] = ||v]| =1

e A todo vetor diferente do nulo podemos associar um vetor unitario chamado de versor:
R
U= ——.0

1
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Definicao 1.1.8 Dois vetores U e U sao dito vetores colineares se tiverem mesma direcdo, ou

seja, se tiverem representantes AB e CD pertencentes a uma mesma reta ou retas paralelas. O

Definicao 1.1.9 Sejam os vetores nao-nulos i, v,w, ... Se u,v,w,... tém representantes AB,

CD, EF, ... pertencentes a um mesmo plano, entao eles sao ditos vetores coplanares. a

Lista 1.1 Problemas Propostos - Cap. 1 - pg. 14 - 1 e 2.

1.2 Operacoes com Vetores

1. Adicio: AB+ BC = AC

Propriedades:

i) Comutativa: 4+ ¥ = ¥ + @, Vi, U.




4 1.3 Angulo de Dois Vetores

3. Multiplicacao por escalar: Dado um vetor ¥ # 0 e um nimero real k # 0. O produto do

numero real k pelo vetor v é o vetor: p'= k.
i pd

tal que:

o |p] = [k[|7]
e A direcao de p' é a mesma de v.

e O sentido de p'é o mesmo de v se k > 0, e contrario ao de v se k < 0.
Propriedades: Sejam u e ¢ vetores quaisquer e a,b € R. Entao:

i) Associativa: a(bt) = (ab)d.
ii) Distributiva em relacao a adi¢ao de vetores: a(i + ¥) = at + at’
iii) Distributiva em relagao & soma de escalares: (a + b)d = at + b

iv) 10=4,00=0, k0 =0.

1.3 Angulo de Dois Vetores

Definicao 1.3.1 O angulo de dois vetores u = OA e =0B nao-nulos, € o angulo 6 formado
pelas semi-retas OA e OB e tal que 0 < 0 < . O

//

1. Se § = 7 entao @ e ¥ tém a mesma direcao e sentidos opostos.

2. Se 6 =0 entao u e ¥ tém a mesma dire¢gdo e o mesmo sentido.
u v

Ot

3. Se 6 = 7/2 entao @ e ¥ sdo ortogonais LV
u
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Observacoes:

1. O vetor nulo é ortogonal a qualquer vetor.
2. Se ULV entao ulm.v

3. O angulo formado pelos vetores @ e —v é o suplemento do angulo 6 de @ e .

Exemplos pg 06, 09.

Lista 1.2 Problemas Propostos - Cap. 1 - pg. 14 - 3 ao 16.

1.4 Decomposicao de um Vetor no Plano

Sejam os vetores v; e v5 nao-colineares. Todo vetor ¢ pode ser decomposto segundo as
direcoes de v7 e v3.

Achar dois vetores cujas direcoes sejam as de v7 e v5 e cuja soma seja . Em outras palavras:

Queremos achar dois nimeros a; e as tais que U = a107 + asvs

V= ﬂlv1+ s | 2“1




6 1.4 Decomposicao de um Vetor no Plano

Definigao 1.4.1 Uma combinagdo linear (CL) dos vetores Uy e Uy € um vetor U/ = a0 +asth,
onde ay,as € R. O

Defini¢ao 1.4.2 Qualquer conjunto {vi,v2} de vetores nao-colineares constitui uma base para
o plano, ou seja, € um sistema de referéncia. a

Definicao 1.4.3 Os numeros ay,as da combinacao linear v = a1U7 + as¥a sao chamadas

coordenadas ou componentes do vetor U em relagao a base {vy,va}. O

O vetor a,7; é dito projecao de ¥ sobre U] segundo a dire¢ao de ¥,.
O vetor ayvsy é dito projecao de v sobre ¥, segundo a diregao de v7.

As bases mais utilizadas sao as bases ortonormais. Uma base é ortonormal se os seus vetores

sdo ortogonais e unitarios. a = {eg, ea}. e; L es. |eg] = |es] = 1.

A base {;, j} é dita base canodnica do plano, ou seja, i L j. ];| = m =1

v=2i+]j-» expressdo analitica

v =(2,1) ->» expressdo vetorial

eixo x

Um vetor no plano é um par ordenado (x,y) de numeros R e se representa por v = (z,y),
que é a expressao vetorial de .

Um ponto P = (z,y) pode ser identificado com o vetor ¢ = OP = zi + y;. Entdo, o plano
pode ser visto como um conjunto de pontos ou um conjunto de vetores.

Sejam os vetores 4 = (z1,y1) € U = (22, y2). ’ﬁ: Ve T =20€y; =Y

Seja a € R.Entao:

o U+ U= (x1,y1)+ (2,y2) = (1 + 22,1 + Y2)

o ati = a(x1,y1) = (a.x1,a.y1)
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Y
Y1
u
Y2 v

Exercicio: Sejam ¢ = (4,1) e ¥ = (2,6). Calcular @ + ¢ e 3u. Esboge geometricamente.
Propriedades:

Sejam os vetores 4 = (z1,y1) € v = (T2,Yy2) € W = (x3,Yys3).

Definicao 1.4.4 Consideremos os pontos A = (z1,y1) e B = (22,y2). Temos um vetor definido
por dois pontos AE, o vetor: B — A = (x9,y2) — (x1,y1) = (w2 — 21,2 — ¥1) O

¥1 I\J
£
yz 3 S ;
E K
3 I\:Ql }éz §
1

Exercicio: Sejam A = (—1,2), B = (3,—1) e C' = (—2,4). Calcular D(x,y)/CD = §A—B

Lista 1.3 Problemas Propostos - Cap. 1 - pg. 40 - 1 ao 23.
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1.5 Decomposicao de um Vetor no Espaco

Qualquer conjunto de trés vetores ndo-coplanares {¥, U2, U3} é uma base e todo vetor ¥ do

espaco é combinacao linear dos vetores da base, ou seja, sempre existem nimeros reais ai, as, as

tais que U = a101 + agtih + asvs.
aj,as, a3 € R e ay, as, az sdo as coordenadas de ¢ em relagao a base {vy, ve, v3}.
Uma base no espaco é ortonormal se os vetores sao unitarios e dois-a-dois ortogonais.

— — —

{i.7,k} base canonica. 7 L j,i Lk, j Lk |[i|=]|7|=]|Fk|]=1.

A dimensao do espaco é dada pelo nimero de vetores na base. Entao:

e O espaco tem dimensao 3.
e O plano tem dimensao 2.

e A reta tem dimensao 1.

Dois vetores @ e v € R, tais que @ = (u1, uz, u3), v = (v1,v2,v3). U e ¥ sao paralelos (ou
colineares ou mesma diregao) se Jec € R tal que @ = cv.
#0

Sejam A = (21,y1,21) e B = (2,92, 22), entao AB=B— A= (23— T1,ys — Y1, %0 — 21).

Definicao 1.5.1 Definimos a distancia entre dois pontos como o modulo:

|AB| = /(22 — 21)2 + (Y2 — 41)2 + (22 — 21)2 O

Lista 1.4 Problemas Propostos - Cap. 1 - pg. 42 - 24 ao 56.



Produto Escalar / Produto Interno

2.1 Definicao Algébrica

Definigao 2.1.1 Sejam 4,0 € R3, & = uyi + ugj + usk e ¥ = vyi + vaj + vsk. Definimos
o produto escalar, ou produto interno, entre U e U, denotado por u.U, ao niumero real U.U =

(ulvl + U9y + U3’U3). O

Propriedades do Produto Interno:

iv) a.(mv) = m(uv) = (md)v , Vi, 7 € R> e Vm € R

v) @i = ||@|]? , Vi € R®

1. Provar que ||d + 0]|* = ||d||* + 2u7 + ||7]]?.

—

2. Provar que (4 + 9).(d — v) = ||a]|* — ||]|*.

2.2 Definicao Geométrica

Definigao 2.2.1 Se @ e U sao vetores nao-nulos e 6 o angulo entre eles, entdo:

u.v = |u].|v]. cos @ O
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Aplicando-se a lei dos cossenos ao triangulo ABC da figura acima temos:
4@ — ) = |a|* + |0)? — 2|u]|v] cos @
Por outro lado, de acordo com o analogo para a diferenca da primeira prova da segao
anterior, ou seja:

i — 62 = |a@]? + |02 — 2av

Comparando ambas as igualdades acima:
|@|? + |v]* — 2a0 = |@|* + |v]* — 2|d]|v] cos O

e entao:
U.U = |u||v] cos 6,0° < 6 < 180°

e Desigualdade de Cauchy-Schwarz ||d.70]|| < ||ud].||V]]

Sejam e U dois vetores quaisquer, consideremos os vetores t.i + v, onde t € R.
(t.4 + 0).(t.4 + U) = t*ud.0 + 2tuv + 0.0 = ||d]|*t* + 2avt + ||U]]*> > 0

S A< 0= (2:.8) — 4[] |52 < 0 = 4@ 5 < a2 ][5 = |@.5] < [[all.|7]

e Desigualdade Triangular || + 9|| < ||d]| + ||7]], YV, ¢
1@ + 0 = (@ +0).(a + 0) = |[al* + 200+ [[o]]* < [[al]* + 2.[a.0] + ||ol]* < [[a]]* +
2.l ||| + 1@ * = (llal] + [|[01])* = l|@ + @] < [|a]] + ][]

Lista 2.1 Problemas Propostos - Cap. 2 - pg 66 - 1 ao 14.

2.3 Angulos Entre Vetores

O angulo entre dois vetores quaisquer 4 e ¥, vem da igualdade @.v' = |||7| cos 6:

Sl
<y

cosf =

=
=

o UU>0=cosf0>0=0<6<7/2
e U< 0=cosd<0=7m/2<0<7

o UV=0=cos=0=0=m/2
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Definicao 2.3.1 Condicao de Ortogonalidade:

Dados dois vetores © e ¥. FEles sao ditos ortogonais quando o produto interno entre eles €

nulo. 4 LU 4.0 =0.

O

2.3.1 Angulos Diretores e Cossenos Diretores de um Vetor

Definigao 2.3.2 Angulos Diretores de v:

Seja o vetor v = i + yJ + zk. Sdo os angulos diretores do vetor v:

angulo entre v e 1

angulo entre U e j

S o o

angulo entre v e k

Definigao 2.3.3 Cossenos Diretores de v:

Sao os cossenos de seus angulos diretores, ou seja:

=1

T x
oS = ——— = ——
@A el
cosf=— o=
G ]
Uv.k z
cos Y — =
ikl 1]
2 2 22 x2+y2+22 HUHQ
cos? v + cos? B + cos?y = — Zi + == = - ==
i1 ol S ] lils |72
*7&0*1*1()(“”y2>*< 8, 057)
U 0= —0=—(2,y,2) = | —==, ==, —— | = U = (cos a, cos 3, cos "y
’ |71 1| 911 1911 1191 o

Lista 2.2 Problemas Propostos - Cap. 2 - pg 67 - 15 ao 39.
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2.4 Projecao Ortogonal de um Vetor

Sejam os vetores U # 0,7 # 0 e o angulo formado por eles.

>
u

<

Queremos calcular o vetor w que é a projecao de u sobre v. Do triangulo retangulo,

||W|| = |||u|| cos @] = ||td]|.| cosB| e como W e ¥ tém a mesma dire¢do, entdo ¢ € R/ = ¢v,
donde ||| = ||cv]| = |¢|.||¥]|. Entao:
. . ||d||.|u.7 w.v uv
||d]].cosO = |c|.||v]] = ¢ =T = == = o0
[]]-[[al]- |21 |

<y

Projpu = W = cv = —,.
vU

Exemplos:

1. 7= (20,4,—10) ¢ @ = (1,5, —2)

® projzu ?

Qv . (20)+(20)+(20) . 60 .

U= = =2 = (2,10, —4
7 T Ty @@ st 2= (2104

e Decomponha ¥ como soma de dois vetores @ e b, sendo @//u e b L .

v b
- a i
b=17—a, (20,4, —10) — (2,10, —4) = (18, —6, —6)
2. Calcule projz_ i + 0, onde @ = (1,2,3) e v = (3,2, 1).
Uu+v7=(4,4,4) eu—0=(-2,0,2)
4,4,4).(-2,0,2 -8 0 8 0

1
3. Calcule m para que projzu = 5.17, sendo @ = (m,2,0) e ¥ = (2,m,0).

(m,2,0).(2,m,0)  2m+2m _ 4m

1
- — s 8m=dtmiom=4+2./3
om0 (2m,0)  d+m? dxmr 2 omTAtme=m V3



2. Produto Escalar / Produto Interno 13

4. Sejam os pontos A = (1,2, —1), B=(—1,0,—1) e C = (2,1,2). Entao:

e Mostrar que o angulo ABC' é retangulo em A.
AB 1 AC = AB = (=2,-2,0), AC = (1,—1,3) = AB.AC = (=2) + (2) + (0) = 0.

e (Calcular a medida de projecao do cateto AB sobre a hipotenusa BC'.

L AB.BC |AB.BC| 8
L AB|| = || 2222 |1BC| = B2 |BO|| = —
v

£l

projgv = ——=.1U. Se @ é unitério = projzv = (U.4).

81
)

Seja U = zi + yj + zE, entao:

® proj;U = .1

® proj;u =y.j

® projiv = 2k

Lista 2.3 Problemas Propostos - Cap. 2 - pg 69 - 40 ao 50.
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Produto Vetorial

3.1 Definicao Algébrica
Sejam os vetores i = Ty + yJ—i— zllz = (x1,71,21) e U = Toi + y2f+ zgl; = (22, Y2, 22).

Definigao 3.1.1 O produto vetorial de @ e U € o vetor:

1 %
T2 Y2

-

J+

£

T 2z

—

y1 =
Y2 22

UX U=
T Z2

A definicado de @ x ¥ acima pode ser obtida do desenvolvimento de Laplace. Entao, uma

maneira facil de memorizar o produto vetorial é utilizar uma notacao simbélica de determinar:

i
UXU= 1 Y1 21
T2 Y2 22

Lembrando que o simbolo & direita NAO é um determinante, pois na primeira linha temos

vetores em vez de escalares. Isso é apenas uma notagao mais facil de compreender o calculo do
produto vetorial.

Exemplo: Calcular o produto vetorial: @ = 57 4+ 4 + Skev=1i+k

i jok|lig

e ixT |5 4 3|5 4 =4i+3]—4k—5j=4i—2]—4k
10 1]10
A A

e Uxd |10 1|1 0 =55+4k—47—3]=—4i+2]+4k
54 3|5 4

portanto, o produto vetorial NAO é comutativo.

UXT=—-TUX1TU
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3.1 Definicao Algébrica

Propriedades do Produto Vetorial.

iii) @ x (V4 o) = d x v+ d x &, Vi, 0,7 € R
iv) (o) x U= a(ud x 7),¥
V) U X ¥ =0 = um dos vetores é nulo ou @ e ¥ sdo colineares

vi) 1 x ¥ é ortogonal simultaneamente aos vetores @ e ¢/

vii) Os vetores u, 7 e 4 X ¥ tém as dire¢oes das arestas de um triédro Ozyz direto.

<4
®
=2

-

%
v
> s
Uuxwv
vidi) [Ju > olf* = [[al|*.[[v]]* — (d@.4)*
ix) « # 0,V # 0 e 0 o angulo entre « e U entao: ||u x v|| = ||ul].||V]|.sin b

x) O produto vetorial nao é associativo: (@ x ¥) X W # U@ X (' X W)

Exemplo:

—

—

ik

S
X
<y
I

—2 1
G(I X T)=—18—22+440=0

G.(i x ) =—12+22—10 =0

Lista 3.1 Problemas Propostos - Cap. 3 - pg 87 - 1 ao 16.

Seja i = (3,2,—4) e U= (2,—2,1). Calcular 4 x ¥, 4.(d x ¥) e ¥.(4 X V)

i
3 2 —4|=2—8j—6k—4k—8 —3j = —6i—11j — 10k = (—6, —11, —10)
2
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3.2 Interpretacao Geométrica do Mdédulo do Produto

Vetorial

A = base x altura = ||d||.h = ||d]].||0]|. sin @ < |7 x V|-

Entao, o médulo do produto vetorial @ e v mede a area do paralelogramo ABC' D determi-

nado pelos vetores @ = ABe o= AC.

Exercicios:

1. Achar um vetor unitdrio ortogonal aos vetores @ = (2, —6,3) e U = (4, 3,1).

. J k

@xT=|2 —6 3|=—15+10j+ 30k, ||@ x 7]| = 35
4 31

e X0 (220
laxd| ‘777

—

2. Dados os vetores @ = (1,2, —1) e ¥ = (0, —1, 3). Calcular a drea do paralelogramo deter-

minado pelos vetores 34 e U — .

i 7k
30 =(3,6,-3) ev—id=(-1,-3,4)=3ix (F—@)=| 3 6 —3|=15—9j—3k
1 -3 4

152+ 92 + 32 = /225 + 81 + 9 = v/315.

3. Sejam os vetores @ = (3,1,—1) e U = (a,0,2). Calcular o valor de a para que a drea do

paralelogramo determinado por i e ¥ seja igual a 21/6.

—

i j ok
GxT=]3 1 —1|=2—(6+a)]—ak=VA+36+12a+ a? + a2 = 2/6
a 0 2
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= 2a% + 120 + 40 = 24
= 2a®> + 12a + 16
=a’+6a+8=0

=a=-2o0ua=—4.

4. Calcule a drea do triangulo de vértices A = (1,—2,1), B=(2,—1,4) e C = (—1,-3,3).

AB = (1,1,3), AC = (-2, -1,2)
i 5k
= ABxAC=| 1 1 3|=2—6j—k+2k+3—2j=5i—8j+k
2 1 2
1, ~ = 1 1 3v/10
= As = 5(|AB x AC|) = 5V +64+1 :5\/9—:_\?,

Lista 3.2 Problemas Propostos - Cap. 3 - pg 89 - 17 ao 29.



Produto Misto

4.1 Definicao Algébrica

Sejam os vetores:

U= $1;+ yJ—i— leg

Do produto vetorial v x @, temos o vetor:

U= I2;+ y2j+ ZQE

w = 333;—‘— ygj‘i‘ Zglg

i 7k
S o Y2 22 | » To2 22 | = T2 Y2 | 7
UXW=| 2y Yo 29 |= 4 — k
Y3 23 T3 Z3 T3 Y3
T3 Ys %3
Fazendo o produto interno entre @ e (v X ), @.(U X W), temos:
v 2 T Zs Y 1 1 2
Lo 2 22 2 22 2 Y2
U.(U X W) = x1. U + 2 =1| Ty Yo 2o
Ys 23 T3 z3 T3 Y3
T3 Y3z %3
Entao, denotamos o produto misto por (i, ¥, )
1 Y1 A
(@, V,W) = | xy y2 2o
T3 Ys =3
Exemplo:
Sejam os vetores: @ = 2i+3j + bk, v=—1+3j+3ke wW=4i—3j+ 2k
Calcule: (4,7, W), (W, u,v), (V,4,q), (4,d,v), (0, 0,d), (U,d,0)

2 3 5

(@,0,%)=| -1 3 3|=27=(w,a0)= (77,17
4 -3 2
2 3 5

(@, 0,7)=| 4 -3 2|=-27=(d,0,id) = (0,0
1 3 3
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Propriedades do Produto Misto.

i) O produto misto independe da ordem circular dos vetores, ou seja,
(u, v, W) = (W, u,v) = (v,w,u) ou (¢,w,v) = (W,v,d) = (V,u,w). Mas muda de sinal

—'—»—»)

quando se trocam as posigoes de dois vetores consecutivos, ou seja, (4, v, W) = — (v, i, W).

ii) (u,v,w) = 0, entdo um deles é o vetor nulo ou dois deles s@o colineares ou os trés sao
coplanares.

iii) (u, 9,4 +7) = (4,7, ) + (4,7, 7)

!
g
N—

iv) (4,7, W) = a(d

Exemplos:

1. Verificar se os vetores sao coplanares: @ = (3,—1,4),7 = (1,0,—1) e @ = (2,—1,0).

3 -1 4
1 0 —1|=—-5= Nao sao coplanares!
2 =1 0

2. Achar o valor de 8 para que os vetores 4 = (3,2,—1),7 = (1,—1,3) e @ = (0,—-2,4)
sejam coplanares.

3 2 -1
1 -1 3 |=-48+2+463-8=23-6=28—-6=0= =3,
0 —2 4

3. Verificar se os pontos A = (1,2,4),B = (—1,0,2),C = (0,2,2) e D = (—2,1, —3) estao
no mesmo plano.

AB =(-2,-2,-2),AC = (-1,0,—-2) e AD = (-3,—-1,-7).
-2 =2 =2

Entao: | =1 0 —2 | =4 = Nao sao coplanares!
-2 1 =3
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4.2 Interpretagcao Geométrica do Mdédulo do Produto

Misto
+vxw
V = érea da base x h = || x @||.||d||.| cos ] = |||@||.]|T x @||. cos @] = |@.(T x @)]|.

Portanto, V' = |(u, ¥, W)|.

L Lo .
Por conseqiiéncia, o volume do tetraedro é V;, = él(u, U, 0)|.

Lista 4.1 Problemas Propostos - Cap. 4 - pg 99 - 1 ao 20.
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4.2 Interpretacao Geomeétrica do Modulo do Produto Misto




A Reta

5.1 Equacoes da Reta

5.1.1 Equacao Vetorial da Reta

Dados um ponto A e um vetor v # ¢. Definimos como a equacgao vetorial da reta:

Pere3teR/AP = (0
P—A=t7
(P =A+ti,vt €R]|

ou

(xaya Z) = (xlayla Zl) + t(&7 ba C)

onde t é o parametro da reta, A = (x1,41,21),U = (a,b,¢) e P = (x,y, z) um ponto genérico da
reta.

Exemplo: Achar a equagao vetorial da reta r que passa pelo ponto A = (3,0, —5) e tem a
direcao do vetor 7 = 2i + 2j — k.

P=(3,0,-5)+t(2,2,—-1) = (3,0,—5) + (2t,2t,—t) = (3 + 2t,2t, =5 — 1)
5.1.2 Equacoes Paramétricas da Reta

Sejam: A = (z1,y1,21), U= ai +bj + ckeP= (x,y, 2)

- —

S AP = (z—z)i+ @y —y)j+ (z— 2)k
= (x—x1)i+ (y—)j + (z — 21)k = t(ai + bj + ck), da equacio vetorial da reta
= (ZE —TL,Y Y1, 2 — Zl) = t(a7b7 C) = (tavtba tC)

Sx—xy=at,y—y, =tb, z — 2z =tc

= x1 + at
=4 y = y + bt |quesao as equagoes paramétricas da reta.

z =z + ct




5.1 Equacoes da Reta

5.1.3

Exemplo: Achar as equagoes paramétricas da reta que passa pelo ponto A = (3,—1,2) e é

r = 3 — 3t 0
= —1 — 2t =< 3
z = 2 4+ ot 4

Das equacgoes paramétricas:

3

r = 11 + at t
= y =y + bt — t
z =z + ct abc#0

— 3t = t=+1

paralela ao vetor v = (—3,—2,1). P =(0,3,4) € r?

- 2t = t=-2 =>P¢r.

Considerando as equagoes simétricas da reta:

t = t=+42

Equacoes Simétricas da Reta

Lista 5.1 Problemas Propostos - Cap. 5 - pg 118 - 1 ao 14.

5.1.4 Equacoes Reduzidas da Reta

r—x — z—z
L_Y= 0 _ L a,b,c#£0
a b c
Tomando a primeira igualdade:
r—x — b b
1 _ Y~ Y% - g= 2 o—2o tu
a b a a
~ ———
Tomando a segunda igualdade:
rT—xr Z—2z c c
= = Z= — T4z — —I
b c a a
~ N——
p q
x -n  z-—
1 m D

Y

r — T

Y- =z

=
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Exemplos:

20 -1 1—-y z+1
3 2 1

1) Considere as equagoes:

a) Mostre que elas representam um reta r.

20 — 1 1
2 -0 _=+1_ 75 y-1_z-(=1)
3 2 1 3 =2
2 5 2
U= (=,—2,1).
ev (2, 1)
b) Elas sdo equagoes na forma simétrica de r?
Nao
2) Verifique se as retas s@o iguais.
1
r =1 — A r =1 = oM
a)r:¢y = 2 + 2\ es:qy = 2 + u
_ 1
A =(1,2,1), v, = (=1,2,1)
Ay =(1,2,1), v, = (—,1,=). sim
1
r = - — A
3, r = 1 — p
b) r y:—§+)\es:y:—1+u
9 — _
Lo 2 z 2 W
3
1 -1 2
r—\5y "5 15/ Ur = 1717 1
(353 o = (1,1, -1)

-1 1
c) T:X:(l,l,O)—I—)\(l,O,?) es: X =(0,1,= 4+ u(—2,0,1))

2
—1
A, = (1,1,0), v, = (1,0, 7)
1
As = (0,1, 5), vs = (—2,0,1). sim pois A, € s.

1 —1
(L,1,0) = (0.1, 5+ p(=2,0,1) = p = —-.

1
, ou seja, A = (5, 1,

_1>
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3) Dados A = (0,2,1) er: X = (0,2,—2) +t(1,—1,2). Ache os pontos de r que distam /3
de A. Em seguida, diga se a distancia do ponto & reta r é maior, menor ou igual a /3, e
porqué?

AX =X — A= (t,—t,—3+2t)
|AX| = V2 + 124+ 9 — 12t + 412
6t2 — 12t +9 =3

6t2 — 12t +6 =0
?—-2+1=0
t=1= X =(1,1,0).

Entao a distancia do ponto & reta r é igual a v/3.

r =1 + t
4) Idem ao 3), mas com A= (1,1,1),r:< y = 1 — t e distam /11.
z = 4

AX =X -A=(t,—t,3)

|AX|=vVt2+t2+9

202 +9=11

2% =2

t=+1

= X =(2,0,4)ouX = (0,2,4).

Entéo a distancia do ponto & reta  é menor a v/11, pois tem dois pontos que ditam dele
4 reta por v/11.

Lista 5.2 Problemas Propostos - Cap. 5 - pg 119 - 15 ao 18.

5.2 Retas Paralelas aos Planos Coordenados

Quando uma das componentes de ¥ = (a, b, ¢) é nula, entao o vetor ¥ é ortogonal a um dos

eixos coordenados e a reta r é paralela ao plano coordenado dos outros eixos.

1° caso: a=0
== (0,b,¢),0#0,c#0=7 L Ox er//yOz.
= le
y = y1 + bt ,ondeteR.
z = zn + ct
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2° caso: b=10

= U= (a,0,¢),a#0,c#£0=0L Oyer//z0z.

r1 + at
Yy = ,onde t € R.
z =z + ct

3° caso: ¢ =0

= U= (a,0,0),a#0,0#0= 0L Ozer//z0y.

r = x1 + at
y = y1 + bt ,ondetecR.
z = 21

5.3 Retas Paralelas aos Eixos Coordenados

Quando duas das componentes de ¢ = (a, b, ¢) sdo nulas, entao o vetor ¢ tem a direcao de

um dos vetores 7 = (1,0,0) ou j = (0,1,0) ou k = (0,0,1) ¢ a reta é paralela ao cixo que tem

a direcao de i ou de j ou de k.

1° caso: a=b=0

= 7=(0,0,¢),c£0=7//ker//Oz

r = I
Yy = 1 ,onde t € R.
z =z + ct

2° caso: a=c=0

= 7= (0,0,0),b#£0=7//jer//Oy.

= I
y = y1 + bt ,ondeteR.
Z = 21

3°caso: b=c=0

= 7= (a,0,0),a £ 0=7//ier//Ox.

x

Yy = U
zZ = 21

+ at
,onde t € R.
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5.4 Angulo de Duas Retas

A = (21,91, 21) op . d A2 = (2, Y2, 22)
- 2! .
v = (ala b17 Cl) Vo2 = (CL27 b27 02)

retas r; e 9 ¢ o menor angulo entre um vetor diretor de r; e de um vetor diretor de 7s.

Dadas as retas rq : , 0 angulo de duas

’U1 Uy

cosf = 0§9§E:>9:arccos [01.22]
[ [-[17]]” 2 [T ][22
A~ T — 1 = /y
Exemplo: Achar o angulo entre as retas: r: X = (1,1,9) +¢(0,1,—1) e s : 1
A =
t
A reta s pode ser reescrita como ¢ y = —1 + t ,entao:
z = 4
( -1).(1,1,0) 1 1 (1)
cosf = = = — = 0 = arccos [ = | =60°.
N©® =) N R 2

Lista 5.3 Problemas Propostos - Cap. 5 - pg 120 - 19 ao 22.

5.5 Condicoes Sobre Retas

Sejam as retas 1 e r9 com os vetores U] e Us.

5.5.1 Paralelismo de Duas Retas

b
7”1//7”2@’(71//’(72 @HQER/Ul—OKng@EI—l:E.
a9 bg Co

Se as retas r; e ry sao dadas pelas equagoes reduzidas:

Yy = miz+m Yy = MaT + N o R
Ty ery: = U = (1,mq,p1) e Uy = (1, ma, pa).
z = pir+q Z = pPx + @

7‘1//7”2 o 1:m1 b1 o my; = Mma

ma P2 p1 = D2
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5.5.2 Ortogonalidade de Duas Retas

(8] é ortogonal ary & 171 1 172 <~ 171.172 =0 & aj.as+ bl.bg +c1.co0 = 0.

—

No caso de 71 e ry sdo dadas na forma reduzida, entao 03 = (1,mq,p;1) e o = (1,mq, p2),

entao 1 +mymy + p1p2 = 0, ou seja ’ mymsg + p1p2 = —1 ‘

5.5.3 Coplanaridade de Duas Retas

r1 € 9 sa0 coplanares se os vetores ¥, U € A3 Ay sd0 coplanares, ou seja, (v, Uy, A1 Ag) = 0.

g
Aq

=4

Posicao Relativas de Duas Retas no Espaco.

Concorrentes (um ponto de intersegao)
e Coplanares:

Paralelas (proporcionais)

aq b1 C1
e Reversas: (¥, Uy, A1As) # 0 < as by 2 #0
T2—T1 Y2—Y1 2Z2— 2

5.5.4 Reta Ortogonal a Duas Retas

Sejam as retas r; e ro nao paralelas, com as diregoes U] e 75, respectivamente. A reta r
ortogonal as retas 1 e 15 a0 mesmo tempo, tem a diregao do vetor U, tal que ¥ L 07 e v L v e
podemos definir esse vetor através do produto vetorial v; X v5. Definido o vetor diretor, a reta

r fica determinada quando for conhecido um de seus pontos.

Lista 5.4 Problemas Propostos - Cap. 5 - pg 120 - 23 ao 34.
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O Plano

6.1 Equacao Geral do Plano

Dado A = (x1,y1,21), pertencente a um plano 7 e 7 = (a,b,c). Dizemos que o vetor 7 é
normal ao plano 7, por tanto 7 L AP,VP = (x,y,2) €T = . AP = 0.

n

A‘—————___J_}p

Sendo AP = (x — 21,y — 1,2 — 21)
=a(lx—x1)+by—w) +ec(z—2)=0

= ar —axr;+by —by; +cz—czy =0

Juntando os termos que nao dependem de z,y,z temos: ’d = axy + by, + cz1|, ou seja,
d=m.A, logo:

miar+by+cz—d=0

| |
ou

’ﬂ:ax—kby—kc,z:d‘

Todos os infinitos planos paralelos a 7 tém equacoes do tipo, por exemplo:
3r—5y+z=dVdeR

onde d é o elemento que diferencia um plano do outro. Para calcular d precisamos conhecer
um ponto do plano (quando d = 0, o plano passa pela origem).

Exemplo: Determinar a equacao do plano que passa por A = (1,1,1) e que tem 77 = (1,1,1)
como vetor normal.

r+y+z=3
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6.2 Determinacao de um Plano

6.2 Determinacao de um Plano

1. Passa por A com o vetor 7 normal.

3

2. Passa por A e é paralelo a dois vetores U] e U nao colineares. |; X Uy

Vyx i,

oy

3. Passa por A e B e é paralelo a um veto
4. Passa por A, B e C' nao em linha reta
ABxAC

\

5. Contém duas retas r; e ry concorrentes.

iy

%

N
<y

I

=
o
o
(@]
o
=
=
€]
®
£
®
o
<
@D
-
o
=
b
sy

AB x AC

171 X'l72

6. Contém duas retas paralelas (r; e 7).

7. x AB

\]
Q
S
=
t+
@
B
=
B
&
=
@
—+
<
=
o
=
B
i)
S
=
=+
o
Sy
R
=3

7. x AB

7x AB
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Exemplos:

01) Ache uma equagao geral do plano 7 que passa por A = (9,
@=(0,1,0) e 5= (1,1,1).

n

—1,0) e é paralelo aos vetores

Uxv=1(1,0,—-1),d=9entdo z — 2 =9

02) Ache a equagao geral do plano que passa pelos pontos: A = (1,0,1), B = (=1,0,1) e
C=(2,1,2).

AB =(-2,0,0) e AC = (1,1,1). Entdao ABx AC = (0,2,-2)ed = -2 =2y —2z = —2

6.3 Planos Paralelos aos Eixos Coordenados

Uma das componentes do vetor normal é nula.

l.a=0.7=(0,b¢c) L Ox,7//Ox,by + cz = d,Vz € R;

2.b=0.1=(a,0,¢) LOy,7//Oy,ax + cz = d,Vy € R;

3.c=0.1=(a,b0) LOzn//Ozax+by =d,Vz € R.
Exemplo: Esboce o plano de equagoes:

a)r+y—2=0 b)z+2—-2=0

c)3r+2y+2=6

6.4 Planos Paralelos aos Planos Coordenados

Duas das componentes de 77 sao nulas.

d
l.a=b=0.17=1(0,0,¢)//Oz,7//20y,cz =d = z = E;
. d
2.b=c=0n= (a,070)//0x,7'('//y027a33:d:}x: 5;
. d

3. 0= 0= 024 = (0.0,0)//Oy.x/ 20z, by = d = y =

Exemplo: Qual é a equagao do plano zy? Do plano zz? Do plano yz? (z = 0;y = 0;2 = 0).

Lista 6.1 Problemas Propostos - Cap. 6 - pg 141 - 1 ao 4.
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6.5 Equacao Vetorial e Equacoes Paramétricas do Plano

A = (20,Y0,20), U= (a1,b1,¢1), U= (az,b2,c2) ¢ P = (z,y, 2).

S AP = Ni+ti= P — A= \i+ 10

= ‘P = A+ N +tU,\tE ]R‘ Equacao Vetorial do Plano.

= (7,y,2) = (%0, Yo, 20) + Aay, by, c1) + t(ag, by, cz)

= (ZE, Y, Z) = (CL’O + /\(11 + tbg, Yo + /\bl + tbg, 20 + )\Cl + th)

o Qi + CLQt
= y = yo b1 + byt VAt €R| Equagoes Paramétricas do Plano.
Z = ZzZy € -+ CQt

Exemplos:

1) Ache um equagao vetorial do plano que contém: A = (0,1,0), B =(1,0,1) e C = (0,0, 1).
AB = (1,-1,1) e AC = (0,—1,1)
(x,y,2) = (0,1,0) + A(1,—1,1) + (0, —1,1)

2) Dé as equagdes paramétricas do plano que passa pelo ponto A = (7,7,1) e é paralelo aos
vetores 4 = (1,1,1) e ¥ = (—1,0,1)

r=T+1A-1t
y="7+1\
z=14+1N+1t
T =M\
3) Esboge o plano: ¢ y=t “A=(0,0,1),4=(1,0,0),9=(0,1,0).”
z=1

(0,0,1)

2 ,,

X

Lista 6.2 Problemas Propostos - Cap. 6 - pg 141 - 5 ao 24.
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6.6 Angulo Entre Dois Planos

T iax + by +caz=d, 1 = (a1,b,¢1) Lm
Tyt Ao + boy + oz = dy |, Ty = (ag, b2, c2) L o

O angulo entre pi; e m é 0 menor angulo que um vetor normal de m; forma com com um

vetor normal de 7.

|n1.n2|

0<o<
N e —

ro| 3

Sendo # esta angulo, entao: |cosf =

6.7 Angulo entre Reta e Plano

q

p AV

g ©

Sendo # o angulo entre 7 e U, e ¢ o angulo entre ¥ e 7, temos:

T T
0 =—=0==—
to=3 5 ¢
T .
:>0089:cos<§—gb>:>cos«9:sm¢
= | ¢ = arcsin |1“:|,O§¢5§z.
72].|] 2

Exemplo: Ache a medida em radianos ao angulo entre o plano 7 : ¥y + 2z — 10 = 0 e a reta
r:P=(0,1,0)+t(—1,—1,0).

-1 _ 1
V2V2 2

= ¢ =

ii=(0,1,1) e 7= (—1,—1,0) = sin ¢ %
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6.8 Condicoes Sobre Planos

6.8.1 Condicao de Paralelismo e Perpendicularismo de Dois Planos

b
1. Paralelismo: m//my . 71/ /T .. @m_%n_a

= — = . “d define se sao coincidentes ou nao”.
a2 by C2 o

— =

2. Perpendicularismo: m; L m .. 777 L 7y .. |111.10 = 0.

6.8.2 Condicao de Paralelismo e Perpendicularismo entre Reta e
Plano

1. Paralelismo: r//7 .0 L .. |v.7d=0]|

2. Perpendicularismo: r L 7 .. |¥//ii|.

6.8.3 Reta contida em Plano

remn .. v L neum ponto A€ r tem que pertencer ao plano 7.

Lista 6.3 Problemas Propostos - Cap. 6 - pg 143 - 25 ao 39.

6.9 Intersecao de Dois Planos

A intersecao de dois planos nao paralelos é uma reta r.

Como determinar a reta intersecao r?

e Conhecendo dois pontos da intersecao;

e Conhecendo um ponto e um vetor direc¢ao.

dr —2y+z=-7

Exemplo: Determinar as equacoes da reta intersecao dos planos: .
3r—3y+z2=-4



6. O Plano 37

Resolvendo o sistema linear acima: y = —2x —3 e z = —9z — 13
r=1y
=—-2r—3
=l v =>r:q y=-3-21
z=—-92—-13
z=—-13-9¢

6.9.1 Intersecao de Reta com Plano

=2z +3
Exemplo: r: 4 v em:3r+5y —2z—9=0.
z=3r—4

3t 4+502r+3)—-2Br—-4)=9=>Te=-1ld4=|z=-2|=|y=—-1|=|z=—-10|
6.9.2 Intersecao de Plano com os Eixos Coordenados

miar+by+cz=d

i) Eixoz: y=2=0=1z=

d
a
R d
ii) Eixo y: :1322:0:>y:5
ceo\ s d
iii) Eixo z: t =y=0= 2= —
c

6.9.3 Intersecao de Plano com os Planos Coordenados

miaxr+by+cz=d

. ar + by + cz = d
I)Planoxy;;»{ =4 L [wrm=d

ar + by + cz
x

ii) Plano yz: = = |by+cz=d

b = d
iﬁ)planm::,{“w R N ey

Y

Lista 6.4 Problemas Propostos - Cap. 6 - pg 144 - 40 ao 50.



38

6.9 Intersecao de Dois Planos




Distancias

7.1 Entre Dois Pontos

Dados P, = (z1,y1,21) € P» = (22,2, 22) = PP = (xg — 21,Y2 — Y1, 22 — 21)

= |d(P, ) = ||P17D2|| = (x2— 1)+ (12 — 11)> + (22 — 21)?

7.2 De um Ponto a uma Reta

P = 7 x PP
Dados Py = (o, Y0, 20) € 7 : 41 (1,31, 21) = |d(Py,r) = —HU X f oll
U= (a,b,c) |||
7.3 Entre Duas Retas
1. Retas Concorrentes: |d(ry,r) =0
I 1
ra

2. Retas Paralelas (r; # r9): |d(ry,r2) = d(Py, 1) = d(re, Pr)

Pl_P277727271)|
[T x ]|

3. Retas Reversas: |d(r,12) = I
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7.4 De um Ponto a um Plano

Dados Py = (%0, Y0, 20), P1 = (z1,11,21), PL € m, max + by +cz=d

A
e
| d
P, :
- |P\Py.ii| | PPy
d(Py,m) = |[projaP || = W.HHH = |d(Py, ) = Al

7.5 Entre Dois Planos

Dados 71 : a1x + by + c1z2 = dy e mo : asx + by + oz = do

1. ﬁ1><ﬁ27é5:>ﬂ'1ﬂ7727é®:> d(7r1,7r2):0

2. ﬁ1Xﬁ2:5:>7T1//7T2

e Se d1:d2:>7ﬁ:ﬂ-2:> d<7T177T2>:

o Sedy #dy = m # m = |d(my, ™) = d(Py, )

7.6 De uma Reta a Um Plano

P

—

Dadosw=ax+by+cz:der:{
U

1. SernNr#0=|d(r,m) =0

2. SernNr=0=r//mr=|d(r,m)=dP,mx), Per

Lista 7.1 Problemas Propostos - Cap. 7 - pg 157 - 1 ao 25.



Conicas

8.1 Parabola

Consideremos num plano, uma reta d e um ponto F' ¢ d. PARABOLA é o lugar geométrico
dos pontos do plano que sao equidistantes de F' e d, ou seja, d(F, P) = d(P,d).

¥

F

2 \ P=(x,y) ;
v
\Q={x,-px2) £d

d

P € parabola < d(F, P) = d(P,d)

Elementos da Parabola:

e [ - foco.

d - diretriz da parabola.
e ¢ixo - ¢ a reta passando por F'e L ad.

e I/ - vértice (interse¢ao do eixo com a pardbola).

8.1.1 Equacgao da Parabola com vértice na origem V = (0,0)

1. Eixo da parabola coincidindo com o eixo y.
F= (pr/2)v Q = (ZL’, —p/Q)
d(F,P) = d(P,Q) = \/(z = 0)2 + (y — p/2)> = \/(z — 2)? + (y + p/2)?

2 2

P> _p
=ty —py+ = Ayt = 2 = 2py

2. Eixo da parabola coincidindo com o eixo .

Analogamente: |y? = 2px
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8.1.2 Equacao da Parabola com vértice fora da origem V = (h, k)

1. Dado u? = 2pv = (z — h)? = 2p(y — k)?
v

F

2. Dado v* = 2pu = (y — k)? = 2p(x — h)
Exemplos:

1) 22 — 6x + 8y + 17 = 0, determine V, F, d.
=22 -624+9-94+8y+17=0
2

= (-3 +8y+8=0=(r—3)= -8 (y+1)
—— \2:\“,_/

u=x—3 r=u+3
= =
v=y+1 y=v-—1
Como d = —p/2 e F = (0,p/2), entao: V = (3,—-1),F = (3,-3),d={y =1}
2) y? — 4y + 8z — 20 = 0, determine V, F d.

=2 —dy+4—4+85—20=0

2
= (y—2P24+8r—-24=0= (y—2)= —8 (z—3)
—_— N

v 2p
u=x—3 r=u-+3
= =
v=y—2 y=v+2

Como d = —p/2 e F = (p/2,0), entdo: V = (3,2),F = (1,2),d = {x = 5}.
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8.1.3 Equacao da Parabola na Forma Explicita

1 h h?
(x—h)?=2p(y —k)=2*>—2hx+h*=2py —2pk =>y=—2°>— -z + — +k
2p p 2p

=y=ar’+br+c

Exemplo: y = 42 — 162 + 15

2

1 _
:>—h:—16:>h:2:>h—+k::15:>k:—1
p 2p

— =4 =p=
2p p

ol —

S (z—2)2 = }L(y 1) eV = (2,~1),F = (2,-15/16),d = {y — —17/16}

8.1.4 Equacoes Paramétricas da Parabola

r=t
% = 2py = y:itQ
2p

y=t

2_-9 1
VEATTY p o p
2p

Lista 8.1 Problemas Propostos - Cap. 8 - pg 172 - 1 ao 54.

8.2 Elipse

E o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma das distancias a dois pontos fixos

é constante.
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8.2 Elipse

Elementos da Elipse:

Fy e F; - focos;

2c¢ - distancia focal;

A As - eixo maior;

B B, - eixo maior;

C' - centro;

A17 AQ, Bl, B2 - Vél"tiCeS;

o = ¢ excentricidade da elipse. (0 <e < 1)
a

Desenvolvimento da equagao:
Ay = (—a,0); By = (0,-b); Fy = (—¢c,0) e P = (z,9)

Ay = (a,0); By = (0,b); F» = (c,0)

= (@ —(—c)2+(y—02+/(z—c)2+(y—0)%=2a
Va2 + Y2+ 2cx + 2 = 2a — /22 + y% — 2cx + 2

5 2
(\/x2+y2+20x+62) = (2@—\/x2+y2—20x+02>

2% 4+ 2 + 2cx 4 2 = 4a? — dar/2? + 32 — 2cx + 2 + 2% + y* — 2cx +

ay/z? +y2 —2cx + 2 =a* —cx

a’(z% +y? — 2cx + ) = a* — 2a%cx + A2?
a’x?® + a’y? — 2a%cx + a’c® = a* — 2a’cx + A2a?
a22? — a2 + a2y = a* — 22
(a? — )a? + a2y = a?(a® — )
B2 + a2y? = a2b?

332 y2
—latp !

Lista 8.2 Problemas Propostos - Cap. 8 - pg 189 - 1 ao 45.
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8.3 Hipérbole

E o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja diferenca das distancias aos focos, em

F Fz
23
' 2 |

modulo, é constante.

Elementos da Elipse:

Fy e F; - focos;

2¢ - distancia focal,

Ay, Ay - vértices;

assintotas;

eixo real;

e cixo imaginario;

c
e ¢ = — - excentricidade da hipérbole.
a

Desenvolvimento da Equacao:!

|d(P7F1)_d(P7F2)|:2a: :B___:]_

Lista 8.3 Problemas Propostos - Cap. 8 - pg 204 - 1 ao 12.

1O desenvolvimento da equacao da hipérbole esta oculto inclusive no livro, mas andlogo & elipse.
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8.4 Equacao Geral das Cénicas

8.4 Equacao Geral das Conicas

1)
2)

3)

4)

5)

6)

7)
8)

9)

Ax? + Bxy + Cy* + Dx+ Ey+ F =0, com A> + B2+ C?* #0

2?2 +y? +1=0: VAZIO
2?2 + 9% = 0: PONTO

22 + 2zy + 9% = 0:
= (r+y)>=0=2=—y RETA

2?4+ 2zy+ P+ +y=0:
= 2’ +ay+y*+ay+a+y =0= z(z+y)+y(z+y)+(@+y) =0= (z+y)(z+y+1) =0
_yy==" 1 UNIAO RETAS PARALELAS
y=-—1—
2?2 —y? = 0:

= 2=y = { Y=%  RETAS CONCORRENTES
y=—z

22+ 2y2 —1=0:
2

x2+2y2:1:>xT+

$2 2
R

5 =1 ELIPSE
(

2

v
1
2

ﬁy
SN—
(V)

22 — y? = 1: HIPERBOLE
z—y2=0: =z =y? PARABOLA

22 + y?> = 1: CIRCUNFERENCIA DE RAIO 1

Em resumo:

1. Se B2 —4AC < 0 = entdo a equagao ¢ do tipo eliptico (elipse, ponto ou vazio)

2. Se B? — 4AC = 0 = entao a equagao ¢é do tipo parabdlico (vazio, parabola, reta, uniao

de retas paralelas)

3. Se B? —4AC > 0 = entdo a equacao ¢ do tipo hiperbdlico (hipérbole, unido de retas

concorrentes)



Superficies Quadricas

Ax? + By? + C22 + 2Dy + 2Exz + 2Fyz + Go + Hy + Iz + J = 0

com A> + B>+ C?+ D?> + E? + F* £ 0.

9.1 Elipsédides

Considerando uma elipse num dado plano, se girarmos esse elipse em torno do seu eixo
2 2 2

. S ~ . ~ T () z

maior, obteremos um elipsdide de revolugao, cuja equagao ¢ da forma: | — + = +—5=1lese

a c

2 2 2
Y z , L ,
=b=yc temos -+ =5+ 5 =1= 22 + 3% + 22 = 0 é uma superficie esférica de centro
a a a

a=1b
(0,0,0) e raio a.
9.2 Hiperboldides

9.2.1 Hiperboldéide de Uma Folha

Fazendo-se a rotacao de um hiperboldide em torno do seu eixo imaginario, obtemos o hiper-
B e oy 2
boldide de uma folha, que tem equagao: | — 22
a c

= 1|, podendo o sinal negativo (ao lado

da varidvel z) ser trocado em z ou y.
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9.2.2 Hiperboldide de Duas Folhas

Fazendo-se a rotacao de um hiperboldide em torno do seu eixo real, obtemos o hiperboldide

2 2 2
x z
de uma folha, que tem equacao: | —— Y =1

= 1|, podendo o sinal negativo (ao lado da
2 2
varidvel x e z) ser trocado em z e y ou y e z.

9.3 Paraboldides

9.3.1 Parabolodide Eliptico

A rotacdo de uma parabola em torno do seu eixo resulta num paraboldide eliptico de
2 2

~ X ) .~ . .
equagio: [z = — + =1 tendo as variagoes do z para x (e vice-versa) e z para y (e vice-versa).
a
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9.3.2 Paraboldide Hiperbdlico

i,
ek

0
Nty
SO
SN\ rae
SN

‘\
i N

A superficie dada por uma equagao do tipo:

¢ denominada paraboldide

hiperbdlico, tendo as variagoes do z para z (e vice-versa) e z para y (e vice-versa).



