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RESUMO: A estimagéo dos componentes de variancia em modelos mistos tem merecido, nas Ultimas décadas,
atencéo especial dos pesquisadores. Sendo assim, varios métodos de estimacéo tém sido propostos, e diante
de tal disponibilidade, escolher um deles pode nao ser uma questao trivial. Nesse contexto, buscando fornecer
aos usuarios dos métodos de estimagéo de componentes de variancia em modelos mistos desbalanceados,
subsidios para uma opcao tao confortavel quanto possivel do método mais adequado para a obtencao das
estimativas, em suas pesquisas, 0 presente artigo apresenta, com ilustragées numeéricas, 0s principais métodos
de estimacéo. Ademais, apresenta, aos usuarios nao iniciados, conceitos introdutérios necessarios para a
utilizacdo do PROC MIXED do Sistema Estatistico SAS, na obtengao das estimativas dos componentes de
variancia através dos métodos ali disponiveis, considerando a ocorréncia de diferentes matrizes de variancias
e covariancias.

Palavras-chave: PROC MIXED, SAS, componentes de variancia, modelo misto

ESTIMATION METHODS OF VARIANCE COMPONENTS
IN UNBALANCED MIXED MODELS

ABSTRACT: Scientists have been giving especial attention to the estimation of variance components in mixed
models in the last decades. Consequently several estimation methods have been proposed, what makes the
choice of one among them difficult. Aiming to subsidize users of estimation methods of variance components
in unbalanced mixed models, aiming to make a better choice in obtaining these estimatives this paper presents,
using numerical examples, the main methods of estimation. It also helps beginners with the introductory concepts
they need to use the PROC MIXED programfrom the SAS Statistical system, to obtain the estimatives of variance
components trough the available methods there presented, considering the occurence of different matrices of

variance and covariance.
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INTRODUCAO

A analise de experimentos com dados
desbalanceados tem merecido, nas Ultimas décadas, atencdo
especial por parte dos pesquisadores. Ressalta-se, no
entanto, que uma maioria significativa de tais estudos tem
considerado apenas os modelos para fatores de efeitos fixos.
Por outro lado, em muitas situa¢des praticas um ou mais
fatores podem estar associados a processos de amostragem,
caracterizando os fatores de efeitos aleatorios e, nesse
contexto, assumem grande importancia os modelos de efeitos
aleatorios bem como os modelos de efeitos mistos. De modo
geral, trés aspectos sdo fundamentais na discussédo dos
modelos mistos: a estimacado e os testes de hipoteses sobre
os efeitos fixos, a predicdo dos efeitos aleatérios e a
estimacdo dos componentes de varidncia. Em geral tanto a
predicao dos efeitos aleatdrios quanto a estimacao dos efeitos
fixos dependem da estimacéo dos componentes de variancia.
Além disso, se a estimagdo dos componentes de variancia
é feita sobre dados desbalanceados, a estimativa obtida pode

ser funcdo do método utilizado. Em outras palavras,
diferentes métodos de estima¢cdo podem levar, sob
desbalanceamento, a diferentes estimativas de um
mesmo parametro. Dada a importancia do tema, muitos
métodos tém sido propostos para a estimacdo dos
componentes de varidncia. Basicamente, estéo
universalmente consagrados, nove métodos derivados de
trés conceitos classicos da estimacao estatistica: os
momentos, a funcdo de verossimilhanca e as funcdes
guadraticas. Dentre os métodos derivados dos momentos
estdo o método de Fisher (1918), ANOVA, e os métodos
[, Il e Ill de Henderson (1953); dentre os derivados da
fungcdo de verossimilhanga estdo o método da méxima
verossimilhanca, ML, de Hartley & Rao (1967) e da
méaxima verossimilhanca restrita, REML, de Patterson &
Thompson (1971) e, dentre aqueles derivados da
estimacgédo sobre fun¢des quadraticas estdo os métodos
dos estimadores quadraticos de norma minima, MINQUE
(Rao, 1971a), de variancia minima, MIVQUE (Rao, 1971b)
e iterativo de norma minima, I-MINQUE, Searle (1987).
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Valério Filho (1983) apresenta um estudo dos
métodos da Analise de Variancia e dos Métodos I, Il e llI
de Henderson, elucidando aspectos teéricos, aplicando-os
a modelos fixos, aleatérios e mistos, para dados
desbalanceados. O autor conclui que o método | é uma
extensdo do método ANOVA e que o método Il € uma
modificacdo do método |, visando a aplicacdo em modelos
mistos gue ndo incluam interac@o entre efeitos fixos e
aleatdrios. O método Il pode ser aplicado tanto a modelos
mistos quanto a modelos aleatdrios.

Milliken & Johnson (1984) apresentam uma obra
na qual discutem estimativas pontuais e por intervalo,
testes de hipdteses sobre efeitos fixos e aleatdrios, tanto
para dados balanceados como desbalanceados.

Seraphin (1984) faz uma comparag¢do numérica,
através de simulacdo, dos estimadores de componentes
de variancia obtidos pelo Método Ill de Henderson, Maxima
Verossimilhanca e MIVQUE, em dois modelos genético-
estatisticos de cruzamentos, para dados balanceados e
desbalanceados, com dois fatores: hierarquico aleatério e
fatorial misto com interacdo.

Searle (1987) apresenta, em seu texto sobre a
teoria de modelos lineares para dados desbalanceados,
uma breve discussao sobre os métodos de estimagao de
componentes de variancia, em modelos mistos, para
dados balanceados e desbalanceados. O autor discute as
vantagens e desvantagens dos métodos de estimacao:
ANOVA, métodos I, Il e lll de Henderson, ML, REML,
MINQUE e MIVQUE.

Valério Filho (1991) apresenta um estudo
comparativo dos métodos para estimacao de componentes
de variancia, disponiveis no PROC VARCOMP: ANOVA,
ML, REML, MIVQUE(0), através de simulac¢éo de dados,
considerando combinacgdes entre valores de variancias,
associadas aos fatores aleatdrios em estudo, nimero de
niveis de efeitos fixos e niveis de desbalanceamento.

Fernandez (1991) enfoca o problema de
estimativas negativas para componentes de variancias,
discutindo dois procedimentos : adotar o modelo de
populacdes finitas e utilizar o método da REML.

Searle et al. (1992) apresentam uma obra
extensa sobre a estimacdo dos componentes de variancia
e anéalise de modelos mistos, tanto para dados
balanceados como desbalanceados. Nessa obra, os
autores apresentam, também, detalhes no que se refere
a teoria dos métodos, além de apresentar ilustracdes para
cada método.

Barbin (1993) apresenta um trabalho sobre
componentes de variancia, enfatizando o método ANOVA
para modelos balanceados. Apresenta, também, um
método pratico, o Método de Hicks, para obtencdo dos
guadrados médios nos modelos balanceados, sugerindo
uma modificagio nesse método, visando & coeréncia entre
o0s resultados obtidos em seu estudo e os resultados
obtidos através do método dedutivo. O autor apresenta,
também, aplicacdes na determina¢do do tamanho de
amostras e em estudos de melhoramento genético.
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Richardson & Welsh (1995) apresentam duas
definicbes de maxima verossimilhanca e maxima
verossimilhanca restrita robustas, no sentido de limitar a
influéncia das observacg@es outliers sobre as estimativas
dos componentes de variancia, fazendo aplicaces a
dados de experimentos bioldgicos e quimicos. Os autores
apresentam, ainda, um estudo através de simulacéo, para
investigar as propriedades assintéticas dos estimadores e
também para examinar as vantagens dos métodos
robustos, entdo propostos.

Montebelo (1997), discute as idéias basicas para
a interpretacdo das hip6teses mais comumente testadas
pelos pesquisadores das ciéncias aplicadas, além de
discutir a utilizagdo de diversos softwares estatisticos,
qguando da obtencéo das estimativas dos componentes de
variancia para modelos mistos.

Perri (1998), apresenta um trabalho sobre ajuste
de modelos mistos de classificacdo dupla, utilizando os
procedimentos GLM, VARCOMP e MIXED do SAS. A
autora discute a performance de cada procedimento,
concluindo que o PROC MIXED é o procedimento
apropriado para a analise de modelos mistos.

Fernandez (1998) apresenta um estudo de
simulagéo, através de um modelo misto com interacéo,
para comparacédo dos métodos ANOVA, MINQUE, ML e
REML, na eficiéncia em estimar componentes de variancia.
Para tanto, utiliza o erro quadratico médio e o valor
absoluto do viés, como critérios de comparacao.

Um fato a ser ressaltado é que, com raras e felizes
excessdes, como em Barbin (1993), a bibliografia existente
estd muito mais direcionada ao profissional com fortes
conhecimentos em estatistica, que ao profissional das
ciéncias aplicadas que, muitas vezes, por opcao propria,
€ apenas usuario das técnicas e dos sistemas
computacionais estatisticos.

O presente artigo pretende apresentar de modo
simples e conciso, com vistas no usuério das ciéncias
aplicadas, as idéias mais relevantes e ilustrar numericamente
0s principais métodos de estimacdo de componentes de
variancia em modelos mistos desbalanceados.

MATERIAL E METODOS

Neste estudo, adota-se, para 0 modelo linear misto
a forma matricial descrita em Searle (1987), Searle et al.
(1992), lemma (1995), lemma & Perri (1996), Perri &
lemma (1999), entre outros:

y =X0+ Zu + ¢, (1)

onde y é o vetor nx1 de observacdes; X é a matriz do
delineamento dos efeitos fixos, de dimensao nxp; 6 é o
vetor px1 de efeitos fixos desconhecidos; Z € a matriz do
delineamento dos efeitos aleatdrios, de dimensé&o mxp; u
€ o vetor px1 de efeitos aleatorios desconhecidos; € é 0
vetor nx1 de varidveis aleatdrias ndo observaveis, dito
vetor dos erros.
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Assumindo-se que os efeitos aleatérios u e €
tém distribuicdo Normal com média zero e matrizes de
variancias e covariancias G e 162, respectivamente, ent&o
o0 vetor y terd distribuicdo normal com média X6 e matriz
de variancias e covariancias dada por:

V =ZGZ' +lc? 2

Nos modelos mistos tem-se, em geral, interesse
na estimacgdo dos efeitos fixos, na predi¢cdo dos efeitos
aleatdrios e na estimacdo dos componentes de
variancia.Assim, quando se tem um modelo misto, como
o dado em (1), com matriz de variancias e covariancias
dada em (2), a estimacéo dos efeitos fixos 0 e a predi¢éo
dos efeitos aleatorios u podem ser obtidas utilizando-se o
Método de Estimagcdo de Minimos Quadrados
Generalizados, GLSE: Generalized Least Square
Estimation, que conduz ao sistema de equacgdes normais
do modelo misto (SAS, 1997):

E)('R‘lx X'R7y @D:E}('R‘lyg
ZRX zRZ+G I BzrYy g 3

onde as solucdes 8° e {j sdo obtidas considerando-se
0S componentes de variancia.

No entanto, em (3) é requerido o conhecimento da
matriz V de variancias e covariancias, matriz esta que
envolve os componentes de variancia que se deseja
estimar.

Uma alternativa interessante consiste na obtencéo
de um conjunto de estimativas dos componentes de
variancia através de algum dos métodos disponiveis e, na
utilizacdo dessas estimati\aas em lugar dos
componentes em V, obtendo-se V.

Método da andlise de variancia: ANOVA

Seja ¢” 0 vetor dos componentes de variancia a
serem estimados e seja s um vetor, da mesma ordem de
o’, de qualquer forma quadratica linearmente independente
das observagdes. Supondo s = y'Ay, para alguma matriz
A tal que X'AX = 0, tem-se as estimativas dos
componentes de variancia dadas por:

0% =C"s (4)
para alguma matriz C, tal que C= {tr(Z}AiZj}

Método | de Henderson

O Método | de Henderson consiste na obtenc¢do
do valor esperado de cada forma quadrética,
correspondente & soma de quadrados para dados
balanceados. Iguala-se, entdo, cada forma quadratica a
respectiva esperanca matematica, obtendo-se um sistema
de equacdes, cuja resolucdo fornece as estimativas dos
componentes de variancia.
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Método Il de Henderson

O Método Il de Henderson consiste em aplicar
o0 Método | ao modelo ajustado para os efeitos fixos,
Y. =y -X8° =p1+Zu +Ke, onde 6° =(X'X) X'y é a
solucdo das equacBes normais para os efeitos fixos do
modelo (1), desconsiderando-se a constante g, K € uma
matriz conhecida e os efeitos aleatdrios sdo 0s mesmos
de (1), portanto Zu nado se altera. O Método Il de
Henderson pode ser utilizado para modelos mistos, desde
gue tais modelos ndo possuam interacéo entre efeitos fixos
e aleatdrios, ou efeitos aleatérios aninhados dentro de
efeitos fixos. (Searle, 1987).

Método Ill de Henderson

O Método Ill de Henderson, também chamado
método de ajuste de constantes, utiliza as reducdes nas
somas de quadrados do modelo completo e de sub-
modelos para estimar os componentes de variancia, ao
invés das somas de quadrados utilizadas pelos Métodos |
e Il de Henderson. O Método Ill de Henderson consiste
em obter os estimadores dos componentes de variancia,
construindo um sistema de equacdes a partir das
diferencgas entre as reducdes nas somas de quadrado do
modelo completo e de sub-modelos de interesse, igualando
cada diferenca a respectiva esperan¢a matematica.

Método da méxima verossimilhanga: ML

O método da méxima verossimilhanca consiste em
maximizar a funcé@o de verossimilhanga das observacgées,
em relacdo aos efeitos fixos e aos componentes de
variancia, exigindo a suposicdo de normalidade dos dados.
Assumindo que o vetor y das observacBes tem média X6
e matriz de vari&ncias e covariancias, V, conforme descrito
em (2). Pode-se dizer que se yn N(X6,V), entdo, a
funcdo de verossimilhanca de y é dada por:

e(p%—%(y —xe)' Viy- XG)@

L=L(6,V|y)=
o) B

()

onde |V| é o determinante da matriz V. Derivando-se d=log
L em relacdo a 6, em relagéo a o e a cada o’ e
igualando-se cada derivada parcial a zero, obtém-se o
sistema de equagdes:

EX'VIX8=XVy
qw(Vz2972,2)57 =y Pz, Z By ©)

que resolvido iterativamente para g e 6?, fornece,
respectivamente, os estimadores ML para os efeitos fixos
e para os componentes de variancia. O PROC MIXED do
SAS utiliza uma modificacdo do processo iterativo de
Newton-Rhapson para a obtencédo das estimativas dos
componentes de variancia. As estimativas assim obtidas
sdo sempre ndo negativas, mas viesadas, devido ao fato
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do método ndo considerar a perda dos graus de
liberdade resultante da estimacéo dos efeitos fixos do
modelo. (Searle et al., 1992).

Método da maxima verossimilhanga restrita: REML

No método da méxima verossimilhanca restrita, a
fungéo de verossimilhanca L dada em (5) € dividida em
duas partes independentes, uma referente aos efeitos fixos
(L") e outra referente aos efeitos aleatérios (L'). Os
componentes de variancia referentes aos efeitos
aleatorios, 05 e o7, séo estimados pela maximizagéo de
L'e os efeitos fixos 6, através da maximizagdo de L".
(Patterson & Thompson, 1971).0s estimadores REML para
os componentes de variancias ¢’ séo obtidos pela
resolucdo do sistema:

{tr(ﬁziz; Pz,z, )6]2} ;:o = y'Pz, !By -

O método da maxima verossimilhanca restrita,
também é iterativo e exige normalidade, como o Método
ML. No entanto, considera a perda dos graus de liberdade
devida aos efeitos fixos, fornecendo estimadores nédo
viesados e de variancia minima para dados balanceados.
Para dados desbalanceados, ambos os métodos fornecem
estimativas viesadas. Entretanto, segundo Searle (1971),
Harville (1977), Searle et al. (1992); e Perri & lemma
(1999), dadas as propriedades dos estimadores REML,
eles tém sido preferidos quando os dados séao
desbalanceados.

Estimador quadréatico ndo-viesado de norma minima:
MINQUE

O método do estimador quadratico nao-viesado de
norma minima (MINQUE) nédo exige normalidade e busca
um estimador néo viesado de norma minima, que seja
fungdo quadratica das observacdes. Ressalta-se, porém,
que o critério de norma minima é imposto a matriz nicleo
das formas quadraticas utilizadas na estimacgéo das
funcdes quadraticas das observacdes. Seu
desenvolvimento envolve algebra extensa e seu conceito
utiliza um conjunto de pesos pré-atribuidos (w) para os
componentes de variancia desconhecidos. Assim, segundo
Searle et al.(1992), diferentes pesos podem levar a
diferentes estimativas para um mesmo conjunto de dados.
O método MINQUE fornece estimativas ndo viesadas,
invariantes e de norma minima para os componentes de
variancia, fazendo uso de formas quadraticas. Em sintese,
a estimagao dos componentes de variancia pelo método
MINQUE consiste na resolucéo do sistema:

{tr(PWZiZi'PWZjZ'j} s2={yr.zzZPY}

onde P, € o projetor ortogonal dado por
P, =V, = VIX(X VX)XV e Vv, é como em (2),

Scientia Agricola, v.57, n.4, p.643-652, out./dez. 2000

considerando-se 0s pesos w em lugar de ¢°. Ressalta-
se, porém, que as estimativas MINQUE né&o sdo obtidas
iterativamente. Considera-se o primeiro resultado de (8),
obtido a partir de um conjunto de pesos iniciais. Se para
a obtencéo das estimativas pelo método MINQUE, sédo
utilizados como pesos pré-atribuidos (w), as estimativas
para os componentes de variancia obtidas pelo método
ANOVA, entdo o método MINQUE é denominado
MINQUE(A).

Estimador quadratico ndo-viesado de varidncia
minima: MIVQUE

Quando a variancia minima é o critério
estabelecido no lugar de norma minima e, os critérios de
ser fungdo quadratica das observagdes e ser ndo viesado
sao mantidos, tem-se o estimador quadratico nédo-viesado
de variancia minima: MIVQUE.

O estimador MIVQUE(A) utiliza as equacbes
REML sem iteracdo, tomando as estimativas ANOVA como
valores a priori. Embora a teoria MIVQUE exija que 0s
valores a priori sejam independentes dos dados, justifica-
se 0 uso das estimativas ANOVA em decorréncia da
facilidade de obtengdo. De modo analogo, define-se o
estimador MIVQUE(0), como um estimador MIVQUE, com
a suposigdo a priori de que a matriz de variancias e
covariancias é a matriz identidade. Conforme visto, o
método MINQUE ndo exige qualquer suposicéo sobre a
forma da distribuicdo da variavel aleatdria y. No entanto,
se a suposicao usual de normalidade esta presente, a
solucdo MINQUE tem a propriedade de ser uma funcéo
quadratica nao-viesada das observacdes com variancia
minima, ou seja, € um estimador MIVQUE. (Searle, 1987).

Estimador quadréatico ndo-viesado de norma minima
iterativo: I-MINQUE

O estimador MINQUE utiliza um vetor de pesos
w como um valor pré-fixado de o” e nenhuma iteragéo esta
envolvida. No entanto, tendo sido obtida uma solucéo 612,
por exemplo, existe a idéia de utiliza-la como um novo
vetor de pesos w, para 0 qual um novo conjunto de
equacdes pode ser estabelecido e resolvido, produzindo
G’ , e assim sucessivamente. Isto leva a utilizar as
equacBes MINQUE iterativamente para produzir o
MINQUE lterativo, obtendo os estimadores I-MINQUE.
(Searle et al., 1992).

RESULTADOS E DISCUSSAO

A ilustracdo dos métodos descritos neste artigo
esta feito em duas partes.

A primeira tem como objetivo ilustrar
comparativamente, sem o apelo de competicdo, os nove
métodos descritos, de modo a estar tdo préximo quanto
possivel da realidade do pesquisador. Para tanto, através
de um conjunto de dados desbalanceados, adaptados de
Searle et al. (1992), constantes da TABELA 1, para o qual
adota-se o modelo misto de dois fatores com interacéao,
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descrito em (9), sdo obtidas as estimativas tomando-
se uma matriz de variancias e covariancias com
estrutura do tipo VC, considerada default na maioria dos
sistemas estatisticos disponiveis no mercado.

A segunda parte busca ilustrar uma situac@o mais
préxima da ideal, na qual o pesquisador dispde de meios
para estudar a estrutura de covariancias de seus dados.
Sao ilustrados os trés métodos disponiveis no PROC
MIXED do SAS: ML, REML e MIVQUE(0), considerando-
se 0 modelo dado em (9) e os dados constantes da
TABELA 1. Nesse contexto, sdo consideradas, conforme
pode ser observado na TABELA 3, quatro estruturas para
as matrizes de variancias e covariancias: VC, TOEP(1),
CS e HF, dentre cerca de quarenta disponiveis no PROC
MIXED do SAS. Seja, entdo, o conjunto de dados
desbalanceados, adaptados de Searle et al.(1992) descrito
na TABELA 1.

O modelo utilizado para descrever os dados da
TABELA 1 é o modelo misto desbalanceado com dois
fatores (A fixo e B aleat6rio) e interacdo AB aleatoria,
caracterizado por:

Yixk =K+ +B; +(O(B)ij +Ei )

onde, parai= 1,2,j=123;k=1,.,n, Vi é a k-ésima
observacao no i-ésimo nivel do fator A e j-ésimo nivel do
fator B; yu é uma constante inerente a todas as
observagoes; a; € o efeito fixo do nivel i do fator A; B € o
efeito aleatério do nivel j do fator B, com B, n N|0,0;) €
independentes; (orB)ij € o efeito aleatdrio da interagdo
entre o i-ésimo nivel do fator A e o j-ésimo nivel do
fator B, com y;n N(o,cﬁﬁ) e independentes; € éo
erro aleatdrio referente a observacédo Yo COM
€ N N(O,oﬁ) e independentes; Bj, (01[3)ij e g, sao
independentes.

Matriz de variancias e covariancias do tipo VC

Para a obtencdo das estimativas dos
componentes de variancia para os dados da TABELA 1,
considerando-se o modelo (9), adotou-se uma matriz de
variancias e covariancias com estrutura do tipo VC,
descrita em (10), para os efeitos aleatdrios.

TABELA 1 - Dados de um experimento com classificagcdo
dupla cruzada.

Fator A Fator B
j =1 j: 2 J =3
Y =79 ¥, =60 y,;, =20
i=1 Y, =81 - -
16,0(2)8,0 6,0(1)6,0 2,0(1)2,0 24,0(4)6,0
Y, =80 vy,,,=48 vy, =120
. Yora = 752 -
i=2 8,0(1)8,0 12,0(2)6,0 12,0(1)12,0 32,0(4)6,0

24,0(3)8,0 18,0(3)6,0 14,0(2)7,0 56,0(8)7,0
Fonte: Searle et al. (1992).
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2 0
6= 9 g (10)
He® le%apH

Assim tem-se V dada em (2) representada por:

0,03 o
V =2GZ' + 1902 =z[3P (pz ' +1902 (11)
H® leOapH
onde Z é a matriz de delineamento referente aos efeitos
aleatdrios do modelo (9).

Estimativas ANOVA

As estimativas ANOVA para os componentes de
variancia sdo obtidas pela resolugao do sistema formado
pela igualdade das somas de quadrados as respectivas
esperancas:

052500 28333 2,0000063 0 06,00 063 0 3861240
102500 21667 2,007, = 4207 B2 B 4705245
g0 \ 00009 0= #2900 [] MPel 3/ 0 (12)
H 00000 00000 2,00008H57 H H2.9H Ho: H B14s008

As estimativas obtidas em (12) sdo estimativas
ndo viesadas para os componentes de variancia. Além
disso, observa-se que a estimativa obtida para 6§ é
negativa, fato que pode causar embaraco ao usuario do
método ANOVA, uma vez que, por definicéo, 6;, variancia
do fator aleatdrio B, é positiva.

Segundo Searle et al. (1992), uma vez que a Unica
propriedade do estimador ANOVA para 0s componentes
de variancia € ser ndo-viesado, pode ser conveniente
renunciar a tal método em fungao de outros, como o ML,
por exemplo, que fornece estimativas viesadas, mas que
para grandes amostras tém as propriedades de
normalidade e eficiéncia assintéticas.

Estimativas do tipo Henderson 1

Para a utilizacdo do Método | de Henderson,
considera-se, aqui, o fator fixo A como fator aleatorio.
Calculam-se, entéo, as formas quadraticas para o modelo
considerado, igualando-as as respectivas esperancas,
formando um sistema cuja resolucdo fornece as
estimativas através do Método | de Henderson para os
componentes de variancia:

040000 02500 15000 100000762 0 0800 052 0 404450
Uo3333 52500 28333 200000%2 2 Dol D52 0 O gosast
ke - ! SP00s 0_ 0% s OO *°°™g

[+0,3333 -0,2500 2,1667 2,()000%;3 0 2,00 O

(52,0 016,49450)
£ 00000 g

B2 8 0O 145000

(13)

00000 00000 200009525 H290

Novamente, em (13) observa-se a ocorréncia de
estimativas negativas para as variancias dos fatores A e B.
Observa-se, também, que as estimativas dos componentes
de variancia obtidas pelo Método | de Henderson s&o
proximas das estimativas obtidas através do método ANOVA.
Henderson (1953) e Searle (1987) comentam que o Método
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| de Henderson ndo deve ser utilizado para modelos
mistos, mas pode ser adaptado a um modelo misto,
considerando-se os fatores fixos, temporariamente, como
aleatérios, mas as estimativas assim obtidas para os
componentes de varincia séo viesadas.O conjunto de
dados da TABELA 1 é proveniente de um modelo misto.
Sendo assim, as estimativas obtidas em (13) séo
viesadas.

Estimativas do tipo Henderson 2

Considerando o vetor resposta ajustado para 0s
efeitos fixos, igualam-se as formas quadraticas as
respectivas esperancas, obtendo-se um sistema cuja
solucdo fornece as estimativas dos componentes de
variancia para o modelo ajustado, y. =y -X8° =1 +Zu +Ke,

5,2500 2,8333 20000[%2D g20417m Ebzg G29848E|
10,0000 36667 30000@;055_%6 45830 @GBEDS 7558

FP,0000 00000 20000852 H B290008  HoZ H B1.45005 (14)

A excecéo de 65, as demais estimativas de (14)
diferem das estimativas obtidas pelos métodos ANOVA e
| de Henderson. Diz a literatura que o Método Il de
Henderson pode ser utilizado para modelos mistos, desde
que tais modelos ndo possuam interacdo entre fatores
fixos e aleat6rios. O modelo dado em (9) é um modelo
misto com interacdo entre os fatores A fixo e B aleatdrio.
Portanto, a aplicacdo do Método Il de Henderson a tal
modelo é inadequada e sendo assim, as estimativas
obtidas em (14) séo viesadas.

Estimativas do tipo Henderson 3

A resolucgéo do sistema formado pelas somas de
guadrados referentes ao modelo completo e aos sub-
modelos de interesse igualadas as respectivas
esperancas, fornece as estimativas através do método Il
de Henderson para os componentes de variancia:

50000 25758 20000[&:2!1 0163640 63 0 (3536400
0

Hoo000 24242 2oooo[ﬁyum_%63636DD mm—%38040
Qooooo 0,0000 2,00008H57 H [ 2,90005 Ho:H BL45008

As estimativas obtidas em (15) s&o néo
viesadas para 0os componentes de varidncia do modelo
(9). Observa-se que as estimativas obtidas pelo Método
Il de Henderson sdo proximas das estimativas obtidas
pelos métodos ANOVA e | de Henderson. Ressalta-se,
porém, que tanto o0 método ANOVA quanto o método I
de Henderson sdo adequados a modelos mistos, fato
gue ndo ocorre com os métodos | e Il de Henderson.

Uma vantagem na aplicacdo do método Il de
Henderson é que tal método esta implementado no PROC
VARCOMP do SAS, sob a denominacéo “type 17,
viabilizando sua aplicacdo a modelos mais parametrizados.
Contudo, segundo Searle et al. (1992), a utilizagdo de tal
método deve ser cautelosa quando aplicada a modelos
envolvendo mais de uma interacéo.

(15)
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Estimativas de méaxima verossimilhanga

Utilizando-se o PROC MIXED do SAS, foram
obtidas as estimativas:
56; B [0,0000 O
_ |
92 o= 51078 (16)
HozH Ba4278

As estimativas ML obtidas em (16) para os
componentes de variancia séo sempre ndo negativas, mas
sdo viesadas, uma vez que o método ndo considera a
perda dos graus de liberdade, resultante da estimacéo dos
efeitos fixos do modelo.

Segundo Searle et al. (1992), apesar das
estimativas obtidas pelo método ML serem viesadas, elas
sdo preferidas por alguns autores em relacdo as
estimativas obtidas pelos métodos ANOVA e Ill de
Henderson, gracas as suas excelentes propriedades
assintéticas.

Estimativas de méaxima verossimilhanca restrita
As estimativas obtidas através do PROC MIXED
do SAS sao dadas por:

a&g E [0,0000 )

- 0
9% 0= (82152 (17)
Ho:H B.42788

As estimativas obtidas pelo método REML s&o ndo
viesadas para dados balanceados. J& para dados
desbalanceados as estimativas dos componentes de
variancia séo viesadas, embora o método considere a
perda dos graus de liberdade devida ao ajuste dos efeitos
aleatorios. Observa-se que as estimativas obtidas em (17)
sdo proximas as estimativas ML e diferentes das obtidas
pelos demais métodos. Pode ser observado, ainda, que
as estimativas nulas obtidas através dos métodos ML e
REML, correspondem as estimativas negativas obtidas
através dos demais métodos.

Somente os métodos ML e REML fornecem
apenas estimativas ndo negativas para 0s componentes
de variancia. Ressalta-se, porém, que as estimativas
foram obtidas através do PROC MIXED do SAS,
procedimento este que utiliza, para obtencéo
das estimativas ML e REML, a maximizacdo da funcéo
de verossimilhanca e verossimilhanca restrita,
respectivamente, no espag¢o paramétrico positivo
da funcéo, através de uma modificacdo do Método de
Newton.

Conforme citado anteriormente, com base
nas propriedades dos estimadores, 0 método REML tem
sido considerado por alguns autores o preferido para
estimar componentes de varidncia de dados
desbalanceados.
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Estimativas quadraticas ndo-viesadas de norma
minima

Sejam as estimativas ANOVA consideradas como
0s pesos w pré-fixados para as equagbes dadas em (8).
A resolucéo do sistema formado resulta nas estimativas
dos componentes de variancia, do tipo MINQUE(A):

(81640 7,8034 390220065 O [10,24490 067 0 [0-823210
Hisse0 39022 10574052 B D5 3p80 0 iz O_ Gg 6560

: O 0= > ol [?auu-%‘ O
6: H

F2.2550 31640 15869HH6Z H £51050 5 H62H H0.8903 F (18)

As estimativas dadas em (18), obtidas pelo
método MINQUE, s&o ndo viesadas, invariantes e de
norma minima. Tais estimativas diferem das obtidas pelos
demais métodos, sendo préximas somente das estimativas
obtidas pelo método ANOVA.

Ressalta-se, porém, que se forem tomados outros
valores para w, diferentes de (12), considerando-se o
mesmo modelo dado em (9) e 0 mesmo conjunto de dados
constantes da TABELA 1, outras estimativas para os
componentes de variancia podem ser obtidas.

Em relacdo aos métodos ML e REML as
estimativas MINQUE tém a vantagem de néo exigir a
normalidade dos dados, fato que muitas vezes nao ocorre
na pratica.

Estimativas quadraticas ndo-viesadas de variancia
minima

Dado que a solucdo (18) foi obtida utilizando-se
as estimativas ANOVA dos componentes de variancia,
tem-se que (18) é também solucdo para o método
MIVQUE(A), supondo-se a normalidade dos dados. Sendo
assim, tais estimativas além de invariantes, nédo viesadas
e de norma minima, sdo também de varidncia minima.

Se for adotada a suposi¢ao a priori de que a matriz
de variancias e covariancias dada em (2) é a matriz
identidade, forma-se o sistema do qual sdo obtidas as
estimativas dos componentes de variancia, pelo método
MIVQUE(0):

05000 12,6250 e,sooomgagg (32,000 5&;5 [+ 5,22450)

OLso L () 2 U
50000 65000 6500002 = (64005 [ B = Hiaa7451 (19)
F6.0000 50000 500005H62 H 0905  Hé: H H0,7750 §

O resultado dado em (19) difere em muito das
demais estimativas, obtidas pelos métodos ANOVA, |, 11,
e lll de Henderson, ML e REML, sendo mais proximas das
estimativas obtidas pelo método MINQUE(A).

Estimativas quadréaticas ndo-viesadas iterativas de
norma minima

O método I-MINQUE também utiliza as equacbes
REML, iterativamente, com a vantagem de ndo exigir a
normalidade dos dados. Para os dados da TABELA 1, as
estimativas dos componentes de variancia obtidas através
do método I-MINQUE s&o como em (18) se 0s pesos pré-
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fixados, w, forem as estimativas obtidas pelo método
MINQUE(A). Ressalta-se que outras estimativas podem
ser obtidas, se forem tomados outros valores para w.

Matrizes mais gerais de variancias e covariancias

Visando a ilustracdo dos trés métodos disponiveis
no PROC MIXED do SAS, considera-se o conjunto de
dados da TABELA 1. A TABELA 2 apresenta um programa
com a estrutura default, VC, para a obtencdo das
estimativas dos componentes de variancia, utilizando-se
0 PROC MIXED do SAS. Para as demais estruturas de G
procede-se de modo anélogo.

Para a ilustracdo do PROC MIXED, sao
consideradas neste estudo, quatro estruturas para a matriz
G de variancias e covariancias para os efeitos aleatérios
do modelo (1) que estdo entre as mais comumentes
utilizadas em problemas praticos e que estao disponiveis
no PROC MIXED. Sao elas: i) Componentes de Variancia,
VC, estrutura default para a matriz G, cujo elemento (i, j)
é dado por ©21(i = j) onde i corresponde ao k-ésimo
elemento e 1(i = j) é igual a 1 quando i = j, e zero caso
contrario; ii) Diagonal, TOEP(1), dada por |g?; iii) Simetria
composta, CS, cujo elemento (i, ) € o2 +021(i = j) onde
1(i=j) éigual a 1 quando i = j, e zero caso contrario; iv)
Huynh-Feldt, HF, onde os elementos (i, j) sédo da forma
(07 +0?)12-21(i #]) onde os A's sdo autovalores positivos
associados a matriz de covariancias e 1 # j) é igual a 1
quando i # j, e zero caso contrario.

A TABELA 3 descreve a notagao e a forma de tais
estruturas de G .

Um critério para selecionar a estrutura de G que
“melhor” descreve os dados é o critério AIC, Akaikes’s
Information Criterion, que pode ser usado para comparar
modelos com os mesmos efeitos fixos, mas com
diferentes estruturas de G. O modelo com maior AIC é
considerado o melhor.

TABELA 2 - Programa para o modelo misto com G = VC.

data exemplo;

do A=1to 2; do B=1to 3; do rep=1to 2;
inputy @@; output;

end; end; end,;

cards;
798.16.2.8.487.212
proc print;

proc mixed method=ml;

class A B;

model y = A;

random B A*B / type=vc;
proc mixed method=reml;
class A B;

model y = A;

random B A*B / type=vc;
proc mixed method=mivqueO;
class A B;

model y = A;

random B A*B / type=vc;

run;
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O método ML ndo forneceu estimativas para os
componentes de varidncia quando selecionou-se as
estruturas CS e HF. Quanto as estruturas VC e TOEP(1),
observa-se que as estimativas da variancia residual séo
bem diferentes. Quanto a estrutura da matriz G de
variancias e covariancias, observa-se que ambas as
estruturas VC e TOEP(1) possuem AIC semelhantes,
sendo o valor de AIC menor para a estrutura TOEP(1).
Rigorosamente, pode-se dizer que a G=TOEP(1) descreve
“melhor” os dados.

Analisando-se a TABELA 5, observa-se que as
estimativas da variancia residual séo muito préximas para
as opcdes TOEP(1), CS e HF, e menor para a op¢do G =
VC. Observa-se ainda, que as estruturas TOEP(1) e CS
levaram praticamente, as mesmas estimativas para os
componentes de variancia. Verifica-se através dos valores

TABELA 3 - Estruturas da matriz de variancias e covariancias.

Estruturas de G Notacao Exemplo da forma

& o o o of
Componentes de o od o o 0§
Variancia (Variance  VC go o e 0 9o
Components) ge o 0 9y 0g
S50 0o o o o029
] pH
B2 0o o o o0f
o 62 0o o of
i i O u)
D!agonal (Toeplitz TOEP(1 By o o2 o oO
with one band) § 5
go 0o 0 o2 og
;Eo 0o o0 o0 czg‘
Wed oF o o o g
. . a 2 2 2 2 0O
Simetria Composta gf e oA oo g
Compound Symmetry) CS gd d Fuf o ofg
(Comp ymmetry 9@ o o ecf of O
B A o o oeof
B .2 of +o} of +of 8
O 1 2 2 o
Huynh-Feldt (Huynh- 062 +02 ) o2+o? O
HF D];—)\ g5 —)\j
Feldt) 2 2
562+ 02 02+02 o
-\ A o
o2 2 3 ]
u] 0

de AIC que a estrutura TOEP(1) para a matriz G é a
que “melhor” descreve os dados. Observa-se, porém, que
o valor de AIC para tal estrutura ndo é muito superior
ao valor de AIC para as estruturas VC e CS. A estrutura
HF, por sua vez, mostrou-se inadequada para a
descricdo dos dados, com o valor de AIC foi bem
superior ao AIC das demais estruturas.

Analisando-se a TABELA 6, observa-se,
novamente, que as estruturas TOEP(1) e CS levaram as
mesmas estimativas dos componentes de variancia, com
pequena vantagem em termos do valor de AIC para a
opcdo G = TOEP(1). Quanto as estimativas para a
variancia residual, somente a estrutura VC forneceu valor
discrepante. No entanto, o valor de AIC para tal estrutura
mostrou-se semelhante aos valores de AIC para as
estruturas TOEP(1) e CS. A estrutura HF, por sua vez,
mostrou-se menos adequada que as demais para a
descricdo dos dados, pois o valor de AIC foi superior ao
valor do AIC para as demais estruturas. Sendo assim, a
estrutura TOEP(1) para a matriz G €, dentre as opg¢bes
aqui apresentadas, a que “melhor” descreve os dados.
Segundo Wolfinger (1993), a escolha da estrutura de G
mais apropriada para a descri¢cdo dos dados da TABELA
1 ndo deve ser exclusivamente baseada em critérios
como o AIC. Deve-se também considerar a natureza dos
dados e a experiéncia do pesquisador.

TABELA 4 - Valores das estimativas obtidas pelo método

ML.

VC TOEP(1) cs HF
O-g =0 62: 0
A2
Goﬁ= 5,1078
A2 _ 62—
08 =1,4277 O¢g=6,3625
AIC = -20,9168 AIC = 20,7532 (¥ *)

(*) o processo para obtencéo das estimativas ML n&o convergiu.

TABELA 5 - Valores das estimativas obtidas pelo método REML.

Ve TOEP(1) cs HF
6%: 0 &2=6,7073 G2 6,7052 6%: 6,2848
6§B= 8,2152 Cs =0 HF =6,7062
6%: 1,4378 6%: 1,6720 6%: 1,6727 3% =1,6723

AlIC = -18,1521 AIC = -17,9796

AIC = -18,9796 AIC = -26,9796
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TABELA 6 - Valores das estimativas obtidas pelo método MIVQUE(0).

Ve TOEP(1) cs HF

6% =0 02=0,7224 02=0,7224 6%: 27,3566
6§B = 14,4745 CS=0 HF = 15,3881
0% =0,7750 6= 17.2794 62=7.2794 6% =7,2794

AIC = -18,5896 AIC = -18,2718

AIC = -19,2718 AIC = -28,3154

CONCLUSOES

As estimativas obtidas pelos métodos ANOVA, |, Il
e lll de Henderson, para o conjunto de dados proveniente
do experimento com dois fatores cruzados e interacdo séo
proximas. Tanto o0 método ANOVA quanto o método Il de
Henderson s&o adequados a modelos mistos, fato que néo
ocorre com 0os modelos | e Il de Henderson. Os métodos
derivados dos Métodos dos Momentos fornece algumas
estimativas negativas para os componentes de variancia,
ocasionando embaraco ao pesquisador em situacéo, onde,
por exemplo, estimam-se variancias que, por definicéo, sdo
positivas. Somente os métodos ML e REML, por construcao,
fornecem estimativas ndo negativas para os componentes de
variancia. Tais métodos, no entanto, exigem normalidade dos
dados, fato que muitas vezes ndo ocorre com dados reais.
Exceto através das propriedades dos estimadores, ndo se
pode concluir sobre um melhor método, mesmo porque o0s
verdadeiros valores dos componentes de variancia, para o
conjunto de dados adotado para ilustragdo, sédo desco-
nhecidos. Poder-se-ia comparar os métodos, por exemplo,
se fosse adotado um conjunto de dados simulados, com
determinada distribuicdo e para o qual os componentes de
variancias fossem, a priori, conhecidos. A matriz G de
variancias e covariancias com estrutura do tipo TOEP(1) foi
a que “melhor” descreveu os dados, dentre as utilizadas,
independente do método adotado para obtencdo das
estimativas dos componentes de variancia. A experiéncia do
pesquisador associada a natureza dos dados, deve indicar
a estrutura mais apropriada dentre as muitas disponiveis nos
sistemas computacionais estatisticos.
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