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| CONCEITOS BASICOS

1.1 INTRODUCAO

Latim: INFERENTIA

Ato de inferir (tirar por conclusao).

Admite-se umaproposicdocomo verdadeira, que ndo seja conhecida diretamente,
através da relacéo dela contrasproposicdesga sabidamentgerdadeiras

Casos especiais: Inferéncia Dedutiver(.
Inferéncia Indutivairfcerta, h4 um nivel de probabilidade envolyido

Ex.:

Dedutiva: Premissa principal - um dos angulos de um tridngulo retangulo tem sempre
90°.
Premissa secundarid -6 um triangulo retangulo.
Concluséo: T tem um angulo de 90° (particulageral)

Indutiva: 13 sementes sdo plantadas, deseja-se saber quantas dar&o floresebrancas
guantas vermelhas. Ha& um nivel de probabilidade envolvido para cada flor
(cor) (geral- particular).

A ESTATISTICA

OBJETIVOS PRINCIPAIS

a) Planejar o processamostral e experimental;
b) Obter inferéncias sobre a populacéo;
c) Estabelecer niveis de incerteza envolvidos nessas inferéncias.

1.2 NOCOES DE POPULACAO E AMOSTRA

DEF.1: POPULAGCAO ALVO ¢ a totalidade de elementos que estdo sob dis@iss&o
das quais se deseja informacao.

EXEMPLO 1:- Suponha que se tenha armazenado num depésito 10 milhdes de
sementes de flores das quais sabe-se que produzem flores brancas e vermelhas. Os 10
milhdes de sementes é a populagdo e deseja-se a informacgdo: “quantas destes 10
milhdes de sementes produzem flores brancas ?”.

DEF. 2: AMOSTRA ALEATORIA: Sejam as variaveis XXz, ... ,X;] que téma
densidade conjuntaf, , . (X,X,....X,) que fatora nas densidades marginais
seguintes:

£ (0 = Fo g KXo %) = £ ()£, O6)- (X))

com f(.) sendo a densidade comum a todas.a&ntéo (%, Xa, ... ,Xn) é definida como
amostra aleatodria (a.a.) de tamanho n da populagao com densidade f (.).

Nota: Um valor especifico da a.as;X.;Xn € denotado porixxy;...;Xn.

No exemplo das Gementes, pode-se ter:
flor - branca- valor O
- vermelha- valor 1

Xi =0 se branca
1 se vermelha

Assim, uma a.a. (n = 50) pode ser=x0; % =1; ...; %0=0

EXEMPLO 2:- No exemplo tomado, pode-se associar 1 a flor branca e 0 a flor
vermelha, entdo existe um numero associado a cada elemento da populagdo. Se
amostragem de sementes é feita de tal forma que as varvels, ... X, sao
independentes e tém a mesma densidade a amostra € dita aleatéria.

DEF. 3: POPULACAO AMOSTRADA: Seja [X Xz, ... ,Xn] a.a. da populagédo com
densidade f (.), entdo esta populagdo é chamada populagdo amostrada.

Resultados com base na a.a. s6 sdo validas para a populagdo amostrada, a reenos que
populagéo alvo seja a populagdo amostrada.



EXEMPLO 3: Suponha que um sociélogo deseja entender os hébitos religiosos dos
homens com 20 anos de idade em certo pais. Ele extrai uma amostra de homens com 20
anos de uma grande cidade para estudar. Neste caso tem-se:

» Populacéo alvo: homens com 20 anos do pais;
e Populagdo amostrada: homens com 20 anos da cidade grande amostrada.

Entdo ele pode fazer conclusGes validas apenas para os elementos da grande cidade
(populagdo amostrada), mas pode usar 0 seu julgamento pessoal para extrapolar os
resultados obtidos para a populagéo alvo, com muita cautela e certas reservas.

EXEMPLO 4:- Um pesquisador agricola esta estudando a producéo de certa variedade
de trigo em determinado estado. Ele tem a sua disposicéo 5 fazendas, espalhadas pelo
estado, nas quais ele pode plantar trigo e observar a produgdo. A populagdo amostrada,
neste caso, consiste das produges de trigo nestas 5 fazendas, enquanto a populagéo alvo
consiste das produgdes de trigo em todas as fazendas do estado.

1.3 ESTATISTICA : MOMENTOS AMOSTRAIS

DEF. 4 ESTATISTICA:

Uma estatistica € uma funcéo das variaveis observaveis, e é por si propria uma variavel
observavel que ndo contém qualquer parametro desconhecido.

n

in

EXEMPLO 5: Seja a a.a. [X Xz, ... Xq]. A médiaamostralx = Z— é uma
n

estatistica.

EXEMPLO 6: Sejaav.a X ~N(u, 0’) compeo’ desconhecidos, entdo xin&o
é estatistica porque ndo é observavel, é fungcdo do parametro
desconhecidg.

EXEMPLO 6: Seja uma v.a. com distribuicioig?). Quais sdo Estatisticas?

a) X%-u d) X-4

X
b) 57 e) X - logX
c) X%3

DEF.5: MOMENTOS AMOSTRAIS
Seja [X, X2, ... Xn] uma a.a. da densidaéigx). Entdo, ck-ésimo moment@amostralé
definido por:

1<«
My == X
K= Z i
OBS1Sek=1 M=X = EZ X, (médiaamostral)
n&
E, ok-ésimo momentamostral em torno d& é definido por
18 =k
M= = X - X
k n Z ( i )

OBS 2 Momentos amostrais sdo exemplos de estatisticas.

RESULTADO 1:
Seja [%, Xz, ... X;] uma a.a. da populagédo com densidaflg. Entdo, a esperanca do
k-ésimo momentamostral é igual ak-ésimo momento populacional, isto é:

EMy) = = E(x")
e também,

V(M) = S[E™) - [E0¢)?] = = [iac— ()], se M existe.

EXERCICIO 1 : Prove o resultado anterior.

DEF.6.: VARIANCIA AMOSTRAL
Seja [%, X2, ... Xp] uma a.a. da densidadg(x), entéos® :%Z(Xi -x)2é
n-14

definida como varianciamostral.

OBS: Tanto § quanto M = 6 2 medem a disperséo da amostra, contédonselhor que
G2 porque E® = mp = 0% enquanto E(N) = E(62) # m, = 62

RESULTADO 2: Seja [X%, X2, ... Xn] uma a.a. da densidaéi¢x), que tem média e
variancia finitac®, entao :
2

EM=p e V(x)=a2=2

EXERCICIO 2: Prove o resultado 2.

RESULTADO 3: Seja [%, X2, ... Xy uma a.a. da densidafig¢x) e sejas’ a variancia
amostral, entéo
E() =c?e V(&) = 1@.[4 _Nn=354H
n n-1 0
EXERCICIO 3: Prove a primeira parte do resultado 3.
8
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1.4 AMOSTRAGEM DA DISTRIBUIGAO NORMAL

RESULTADO 4: Sejax a médiaamostral da a.a. [XXa, ... X;] da distribuician
(1,09). Entdox ON (W,0%/n).

Uma v.a. X é normalmente distribuida se $g é dada por:

X=l,

° ,HeXOR,0>0

iy
2(

1
fx(x)= fx(x;u,0)= WE

REVISAO: FUNCAO GERADORA DE MOMENTOS
by (1) = E(€7)
SejaY =ax+b> Y, (t) =", (at)
Wiy (tuty) = )
Sejam as v.a’s X e Y. Elas serdo independentes se e somente se:

2 Wiy (b)) =Wy Wy (t)

EXERCICIO 4: Prove o resultado 4.

DEF. 7: DISTRIBUIGAO QUI-QUADRADO ?)

1 B@Efxz e? , X >0, entdo X é dita ter
r) R0

distribuicdoqui-quadrado com graus de liberdade, onde® um inteiro positivo.

Se X é uma v.a com densidadéx) =

OBS:SeX~x? O EX)=ve VX)=2
RESULTADO 5: Se as v.a'sX;, i = 1,2,..., n sdo normais e independentemente

n - .
distribuidas com média, e varianciao ?, entdo a v.al = Z Exiu'é ~
&H o

EXERCICIO 5: a) Prove o resultado citado na observagao anterior.
b) Prove o resultado 5.

RESULTADO 6 : Se [z, z,...,Zy] € uma a.a. de uma distribuigg0,1), entéo :

0 z=n 01
(y e i(zi -2)? s8o independentes

(Q}(a -9,

n —
COROLARIO : Ses? = %Z(Xi -x)? é a varianciamostral de uma(,0%), entio
n-14

(n= 1)5 tem uma distribuicagy 2, .
o’

EXERCICIO 6: a) Prove o resultado 6.
b) Prove o coroléario do resultado 6.

DEF. 8: DISTRIBUICAO
Se av.a X tem a densidade abaixo, entdo X é definida como uma v.a com distfibuigao
comv; ev; graus de liberdade.

re v
_ bt X
f(x) = rEDLErBL%E = x>0

RESULTADO 7: Seja U uma v.a com distribuicd® comv, graus de liberdade e seja

U
V uma v.ax? comv, graus de liberdade, v.a’s independentes. Entéox::.\;é tem

V2

distribuicdoll comv; ev, graus de liberdade.

COROLARIO : Se [%, X2, ... ,Xn+1] € uma a.a. de tamanho m + 1 de uma populagéo
N(H,,02) e se [, Yz..., Yna] € uma a.a. de tamanho n +1 de uma populagéo

N( uy,cj) e se as duas amostras sao independentes, entao :

m+1 _ n+l _ n —
Z(Xi _x)z (Yi _y)z Z(Xi _X)Z/m
U= — % V=~ x?  tal que= ~Om,
g _
Z (i -y)?’/n
EXERCICIO 7: a) Prove o resultado 7
b) Prove o coroléario do resultado 7.
RESULTADO 8: Seja X uma v.al, , , entdo:
2
E(X) Ui U2>2 ( ):M U2>4
,—2 LV, -2)%V, -4

EXERCICIO 8: Prove o resultado 8.
10



CARACTERISTICAS DA DISTRIBUICAO F

i) Distribuicdo Assimétrica;
ii) Depende den en para sua caracterizagao;
iii) H& uma relagéio entrg e Ry Pk = R
iv) Esperanca e Variancia
n 2n*(m+n-2)
EX|=—>%:(n>2)eV[X|l==——"—5—-(n>4
M= ppi (> eV = Tos i (n>4)

1
V) Fl_m(m;n): Fa (nm)

APLICACOES
- Analise de Variancia (ANOVA)
- Teste de Homogeneidade de Variancias

DEF.9: DISTRIBUICAO “t” DE STUDENT

A distribuigdo "t" estuda os casos de pequenas amostras (n<30) e/ou quando se
desconhece a variancia populacioms) (Assim, faz-se necessério estimamtravés da
estatistica funcéo da a.a. X..;Xn.

O Teorema do Limite Central mostra que a distribuighwostral da média tem
distribuicdo N(i; 6%n), quandm é grande. Logo, a estatistica Z

YA

Agora, se usarmos a estatisti¢a8 for pequeno, Z ndo terd mais distribuicdo Normal.
Qual ser&era entdo a nova distribuicdo?

O estatisticoW.S.Gosset {The Probable Error of Mean" Biometrika, 1.908), sob
pseuddnimo dé&tudent, obteve uma distribuicdo exata para nova estatistica, denotada
por 't"de Student:

z ~ N(0:)

X _
t= 7“ : S um estimadorimparcialdeoz.
Jn

Esta distribuicdo é definida pela razdo entre uma v.a com distribuicdo Normal @adrédo

a raiz quadrada de uma v.a com distribuiQin-quadrado, ou seja, X Z ,comZe

N

11

U independentes. Desta forma X tem distribuicdo “t" Sdent com f.d.p:
f (X)_F[(u +1)/2] 1 1
< (X) =

\/ﬁ S )2
3 5]

V]

RESULTADO 9: Se Z ~N(0,1) e U ~?3, e séo independentes, entdo )@Z—f~t\,.

V%
EXERCICIO 9: Prove o resultado 9.

RESULTADO 10: Se X € uma v.a com distribui¢go éntdo:
E(X) =0 e V(X) =—>

, L >2,
v-2

EXERCICIO 10: Prove o resultado 10.

Algumas funcdes geradoras de momento (f.g.m.):

01) Normal
M) = 47 LN(1) — My (t) = /2= E)

02) Qui-quadrado
%1 EKF
= 1
Mx(t) = —aH 1<%

03)t deStudent
N&o existe!!

04) F deSnedecor
N&o existe!!

Outros resultados:

2 Bernoulli ~Binomial

2 Poisson ~Poissorr(\)

2 Exponencia-Gamma (n})

Il SUFICIENCIA

2.1 INTRODUGAO

CONCEITO

Dada uma populagéo com f.p. ou f.d.p pertencente a chasgéx{x(0 ) ; 6 0 ©} onde
12



© é 0 espago parameétrico, wstimador ou uma estatistica, T =#£%,...Xn), pode ser
interpretada como o procedimento destinado a retirar da a.&z,(XXn), informagéo

sobre o valor desconhecido do parametrBsta estatistica existindo, é chamada de
suficiente par®. Assim uma estatistica suficiente permite um resumo das informacgdes
trazidas pela amostra, ou seja, resume os dados sem perder nenhuma informagédo sobre o
parametrd. Portanto, conhecida uma estatistica suficiente, os dados da amostra passam
a ser irrelevantes, pois nada mais dizem sébfiiearam exaustos quando se calculou a
estatistica T suficiente.

2.2 DEFINIGAO: ESTATISTICA SUFICIENTE:

Seja [X%, X2, ... Xn] uma a.a. da populacdo com f.p. ou f.d.p na class¢fk(x(0); 6
O ©}; uma estatistica T é suficiente p&rae e somente se a distribuicédo de, (X ,...
, Xn) condicionada por T=t ndo dependeibdpara qualquer que seja o valor t do
dominio de T.

EXERCICIOS :
1) Seja [ %, X2, X3] uma a.a. de uma populacé@o de Bernoulli com pararéetro

a) A v.a.X; é discreta ou continua? Por qué?
Xi~b(1;8) 0 fx(x)=08"(1-8)"", lon(X)
Discreta, pois seu dominio € um conjunto enumeravel finito.

b) Qual o espacamostral da amostrag XX ; X3?

S=20=2=38
S ={(0;0;0); (0;0;1);...;(1;1;1)}

¢) Qual a distribuicdo derob. conjunta de [X X; ;X3]?

fxiix (+:0) = f(Xl)*...* f (xn) =
0(1-6)0(1-6)"*..6*(1-0)"=0 2*(1-0)" 2"

d) Qual o espagamostral d®?
0={6:0<0<1}

e) Seja a estatistidaZ X, representando ¢ e sucessos do conjuntorde
observagdes. Qual a distribuicdo da v.a. T?

_le e n-t
T—B@ (1-9)
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Prove através da f.g.m.
Bern. = M(t) =8 + (1-8)&
Bin.= My(t) = [8 + (1-9)€]"

f) Qual aprob. de ocorréncia do resultadoxs;....xn.} condicionado a T=t?

s Xi
——
P[x1=X1,...,Xn=Xn/T=t] _

PX/T=t] = P[X1=X3;....Xn=Xn/T=t] = P[T=1]

er‘ (1_e)n—2>q i
thQJ - 0

HE°@-9™  HA
g) A Est. T=Xx; é suficiente para (estima¥p

1
O "
il

Como Pk/Zx; = t] = 40 depende dé, entdo T é umeESTATISTICA
SUFICIENTE!

2) Na situagao do exercicio anterior, sgjaTX; + Xs.

a) Qual a distribuigdo de T?

T ~b(2;0)

b) A estatistica T € suficiente?

P[X1=x1,X2=X2,X3= X3/ X1+ X 3=1] _

Plx/T=t] = PIT=1]
_e X1 (1_9)1—x19 X2 (1_9)1— xze l—x1(1_e)1—(l—x1) ~
= 20 =
B@t(l_e)Zﬂ
exzﬂ(l_e)}(zﬂ) exz (1_e)lfxz o
=20 = ; Portanto T néo é suficiente!

age-or

3) INSPECAO POR AMOSTRAGEM: Uma maquina produz n itens sucessivamente.
Cada item produzido é bom com probabilid&de defeituoso com probabilidadef]-
onde & é um parametro desconhecido. Suponha que ndo ha dependéncia entre
qualidade dos itens produzidos e S¢ja& 1 se d-ésimo item é bom &; = 0 em caso

14



contrario.

a) Qual a distribuicdo de probabilidade daX;&
b) Qual a distribuicdo de probabilidade da v.a §=X; ?

c) Determine a distribuigdo conjunta de'= [X 1, Xa,..., Xq].

d) Verifique se a estatistica Tz X, é suficiente parf.

4) No contexto do exercicio 1, verifique se a estatistica §X% X X3 é suficiente para
estimarf, seguindo a sequéncia de itens seguinte:

a) Qual o contradominio da v.a S ? Relacione os eventos e o contradominio de S.
b) Calcule P (X%=x1,X2=x2,X3=x3) para todos os 8 termos i[X;,X3]. Construa
uma tabela que mostre tudo que é pedido.
c) Calcule P(S=0), P(S=1) e P(S=2), ou seja, determine a distribuicdo de
probabilidade de S, P(S=s). Construa uma tabela que mostre os valores.
d) Calcule a distribuigao conjunta @€’ = [X 1,X2,X3] condicionada a S = s.
e) Qual a concluséo que se pode tirar sobre S ?

5) Seja [X, Xa,..., XpJuma a.a. de uma populaca®Pgnded > 0. Mostre diretamente

n
que ) X, é uma estatistica suficiente p@raespondendo os itens :

a) Av.aX; é discreta ou continua ? Por qué ?

b) Escreva af.p. da vX.

c) Escreva af.p. conjunta paka’ = [X1, Xz,..., Xqn].

d) Calcule a probabilidade conjunta e, condicionadaa T =t.

e) O que se conclui sobre TZ X, .

2.3 TEOREMA DE NEYMAN-FISHER OU TEOREMA DA FATORIZAGAO

Seja uma a.a. [XXz, ...,Xy] de uma distribuicdo f(R), 6 0 ©. A estatistica T) é
suficiente par® se e somente se existe funcao @)tdefinida para todo t e para toflo
0 0, e hi) definida em Rtal que :

PX.8) = g(T(X).8).h(X)

Exemplos:
01) X; ~Bernoulli @); amostra = [xxz,X3]. T=ZX é suficiente?

15

f(x8)=T

H:n

) 0 ﬁ
— X _ X _nYx _ 3% _ _ 3
7f(x.,0)=M6"(1-8)"™ =0 :*(1-8) _@l_—e (1-0)
. %(t;e) = ﬁ%ﬁ (1-0)’depende damostra penas atné s de

ﬁ‘n(xl;...; Xn) =1lindependaled, assim T &uficiene

02) X; ~N(8;0?), -» < 6 < +00, 62 conhecido.

1 Loy

e
/221G ?

fx(x) =

Pelo teorema tem-se:

( ) ﬂro e(xzaez)2 %Jjﬁ 2(xe>2:

Mas Z(X-0)2= Z[(X- X )-(8 -X)]? = Z[(X-X)%2(X-X )(6 -X)+(B8 -X )=

= Z(X-X)%25(X-X)(0 -X )+Z(8 -X )?= Z(X- X )*n(® -X )*

*

01 0 -Azx-0ne-07
=f (x;e) z

Bt =g(t:0).h(x;;..; x,) =

OX é uma estatistica suficiente péra

EXERCICIOS:
1)PROCESSO DE POISSON

16

Suponhaque as chegadas de n consumidores em um servico sejam contadas
seguindo um Processo de Poisson com paradmetro de cléedgejaX; o tempo de
espera até a chegadaigisimo consumidor.
a) Qual a distribuigdo do tempo de esper@
b) Escreva de maneira formal a f.d.p daX.a
c) Escreva af.d.p da v usando a funcéo indicadora I, que vale 1 quando X >0 e

0 em caso contrario (contradominioXig



d) Qual a fungdo densidade conjunta da a.a.XX...Xn) da populagdo X ~E (0)
?

n
e) Verifique se a estatistica T i X, é suficiente par®, usando o Teorema de
&

Neyman-Fisher.
2) Seja ( %, Xz, ... ,Xp) a.a. de uma populagéo com f.|5 (6).

a) Escreva af.p. da variavel aleatéria X.

b) Escreva a f.p. da v.a X, usando a funcéo indicadora | (que desceevera
contradominio de X).

¢) Qual af.p. conjunta da a.a. [, Xz,...,Xn] ?

d) Determine usando o teoremaNeyman-Fischer a estatistica suficiente ffara

3) Seja [%, Xa,..., Xn] uma a.a. de uma distribuicéd0, 6%), 0 <8 <.

a) Escreva af.d.p da variavel aleatoria X.

b) Escreva a f.d.p da v.a X usando a variavel indicadora | para o seu dominio.
¢) Qual a funcéo de densidade conjunta da a@XpX..Xn]?

d) Qual a estatistica suficiente p&ra

4) Seja [X, Xz,..., Xp] uma a.a. de tamanho n de uma distribuicdo geométrica com
parametrd®, G(6).

a) Escreva af.p. da variavel aleatéxia

b) Escreva a f.p. da variavel aleatog usando a variavel indicadora para o seu
contradominio.

c) Qual af.p. conjunta da a.a.(Xs,..., Xn)?

d) Determine a estatistica suficiente para estBnar

5) Seja [X, Xz,...Xn] uma a.a. de uma distribuicéb [0, 6].

a) Escreva a f.d.p da variavel aleatéria X.

b) Escreva a f.d.p da v.X; usando a variavel indicadora | para o seu
contradominio.

¢) Qual a fungéo densidade conjunta da a.aXX... Xn]?

d) Determine a estatistica suficiente p@ra

6) Seja [%,X2,...Xs] a.a., ondeX; é uma v.a i.i.dn(u,0 ?), com ambos os parametros
desconhecidos. Se@'=[1,0 7.

a) Escreva af.d.p da variavel aleatéfia
b) Escreva a f.d.p da variavel aleatédausando a variavel indicadora | para o seu
contradominio.
¢) Qual a funcéo de densidade conjunta da a@XgX..Xn)?
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d) Determine usando o T. ddeyman-Fischer a estatistica suficiente pd&a=
(o .

2.4 FAMILIA EXPONENCIAL UNIPARAMETRICA

Uma v.a. enR possui distribuicdo da familia exponenciaiparamétrica se a sua f.p.
ou f.d.p é da forma f() = exp{c(B)T(x) + d®) + S(X)}.la(x), ondeb O O, intervalo
aberto deR e o conjunto A = {kK1f(x(18) > 0 } é independente d&&

EXEMPLO 1 :A distribuicdo binomial, b(8), pertence a familia exponencial, pois :

f(x08) = @%X fi-6)" = erp@n%% xIn@ +(n—x)|n(1—e)%m*(x)
= gexp@n@%» xIn@ +nin(1-6)- xIn(l—e)% In"(X)

@) = Eexgﬁng%x|n%+nln(l—e)% o (X)
¥ ;
0
HxCB) = In— +nin(1-8)+I :
(x(B) Eexnj(nl—6+nn( )+ n% v (¥

d(®)
=) E T S(x) %
EXEMPLO 2: A distribuicdoU [0, 8] ndo pertence a familia exponencial, pois :

fx(x):e1 @ExX<0

fx(X) = exp{-In6} ndo corresponde a forma de familia exponencial, uma vezoque
limite na extremidade b depende@ie

Se [X, Xa,....Xn] € uma a.a. de uma populagdo com f.p. ou f.d.p da familia exponencial,
entdo a estatistica X) € uma estatistica suficiente p8rgelo Teorema de Fatorizacao.

EXERCICIOS:
1) Seja [X, X2,...X5] uma a.a. de uma distribuicdo normgl,0) com pu fixo e
conhecido.
a) Escreva a funcéo densidade de probabilidade conjunta.
b) Escreva a f.d.p conjunta na forma da familia exponencial.
c) ldentifique as funcdes &), T(x), d®) e SK).
d) Qual a estatistica suficiente p&f@

2) Suponha [X, Xa...Xp] uma a.a. de uma populagdo com uma das seguintes
densidades. Ache a estatistica suficiente pacama fixo, e identifique o), T(x),
d(®) e SK).

a) Betap,l1)
b) Weibull(,a)
c) Paretto §,a)
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2.5 FAMILIA EXPONENCIAL K-PARAMETRICA

A familia de distribuicBes {2 6 0 ©} é dita familia exponencial com k parametros ou

k-paramétrica, se existem as fun¢bes de valorciga),..., ck € d@), e aindaly, Ts,...,
Tk fungBes de variavel real, e também S, definidas et conjunto A1 R" tal que
a f.d.p (ou f.p.) de Hpode ser escrita na forma :

p(6) = Eex@ ¢ O)T () +d©) + sw% e

e pelo Teorema da Fatorizacéo o vai) = [T1(x),..., Tk(X)]’ é suficiente par@®'= (61,
02,...,6k ).

EXERCICIOS :

1) Seja (%, Xz,..., Xn) uma a.a. de uma distribuicéiqu,c?), onded = 5}”2%
|

a) Qual o espago paramétrico do parametto

b) Escreva af.d.p d¥;.

c) Escreva a f.d.p conjunta da amostra.

d) Escreva a f.d.p conjunta na forma da familia exponencial.
e) Qual a estatistica suficiente p&ra

2) Seja (%,Xz,...Xn) uma a.a. de uma distribuiclda,p), onded = @S € o vetor de
O

parametros.

a) Qual o espago paramétrico @l

b) Escreva af.d.p da vX.

c) Escreva af.d.p conjunta da amostra.

d) Escreva a f.d.p conjunta na forma da familia exponencial e identifi(R)e
Ti(x), d@®) e SK).

e) Qual a estatistica suficiente p&ra
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Il MODELOS PARAMETRICOS

3.1 CONCEITO

Quando se usa a designagi@mamétricq o significado do termo é o de que a forma da
f.p. ou f.d.p da v.a. foi especificadp@ori e ndo é postam questdocAlém disto tem-se
que:

» as inferéncias dizem respeito a um nimero finito de parametros;
< as inferéncias dependem da forma especificada para a f.d.p. ou f.p.

3.2 DEFINICOES

1*) Espago paramétrico® é o conjunto de todos os valores que o paran@eprode
assumir.

2%) Uma parametrizacdo é chamadantificavel quando para pardmetros diferentes
tem-se f.d.p’s ou f.p’s diferentes ou seja fara 6, tem-seR, # R, .

EXEMPLO 1
No modelo X ~N(B,6%), 0 parametr® possui o espaco paramétridc= {6 [ O R}.

EXEMPLO 2
O modelo X ~N(i,0%) tem o parametr®’ = [W,0%] com espaco paramétric® =
{(1,0%) G0 < <—0, 3 > 0}

EXERCICIOS

1) Uma geodlogo mede os didametros de um grande namero, n, de seixos em um leito de
um riacho. Consideragdes tedricas o conduz a acreditar que o logaritmo do diametro
da pedra possui distribuicady,c®). Ele deseja usar suas observagdes para obter
alguma informagcao sobgee 02, mas ndo tem conhecimento nenhum da magnitude
dos dois parametros.

a) Escreva se o modelo a ser usado pelo ge6logo € paramétrico ou nao e o porqué.
b) Escreva o espaco paramétrico do parangetre (u,09).
c) Sabendo-se que uma parametrizacdo é chamadard#icavel quando par®;
#z 6, tem-se f(x,0,) # f(x, 62), escreva se a parametrizagdo do modelo
identificavel.

2) Seja [%, Xz,...Xn n determinacfes de uma constapte(fisica). Um modelo
sugerido para a v.X; é X; = p+g; , i = 1, 2,..., n, onde pode ser considerado como
erro de medida (instrumento, pessoa, etc.). A constante fisica é conhecida na Fisica
como o verdadeiro valor. As condi¢gfes paIsao :
12) A distribuicdo de; é independente de;
223) A distribuicdo de; é simétrica e continua em torno de O ;
33) Osg; sao identicamente distribuidos ;
42) g é independente dgpara iZj;
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53) g ~N(0,07);
62) 0 é conhecida (variancia da populago).

Pede-se:

a) O modelo é paramétrico?

b) A parametrizacéo é identificavel ?

¢) Supondo que o instrumento de medida seja viciado para o lado positivo por 0,1.
A parametrizagao é identificavel ?

d) Supondo que o instrumento de medida seja viciado, mas com lvicio
desconhecido. O modelo é identificavel ?

e) Qual o espaco paramétrico Bledesconsiderando as suposi¢6es dos itens;c e d
desconsiderando somente o item d e ndo desconsiderando item nenhum ?

3) O nimero de ovos postos por um inseto segue uma distribuicdo de Poisson com

mediaA desconhecida. Uma vez botado, cada ovo tem uma chance descophecida
de chocar e o ato de chocar um ovo é independerntaatamento dos outros. Um

entomologista estuda o conjunto de n de tais insetos, observando ambos o nimero de

ovos botados o niUmero de ovos chocados para cada ninho.

a) modelo é paramétrico, por qué?

b) Escreva o espago paramétrico do paramatp).(

c) A parametrizacgao é identificavel ?

d) Qual a expressao da fungéo distribuicdo de probabilidade correspondente a cada
uma das v.a’s envolvidas no estudo ?

IV ESTIMACAO

4.1 ESTIMACAO POR PONTO

A estimacgao pontual (por ponto) consistird simplesmente em, a falta de
melhor informacéo, adotar a estimativa disponivel como sendo o valor do par@metro.

idéia é, em sua esséncia, extremamente simples, porém a qualidade dos resultados ira

depender fundamentalmente da conveniente escolhestitoador. Assim, dentre os

variosestimadores razoaveis que poderemos imaginar para um determinado parametro,
devemos ter a preocupacao de escolher aquele que melhor satisfaga as propriedades de

um bomestimador.

Considere a familia das f.d.p. ou f.ffx(x,0)[p06O}. Pode ocorrer do

experimentador necessitar selecionar um membro desta familia como sendo a f.d.p. ou

f.p. da variavel aleatéria X. Isto é, ele necessita de uma estimativa por ponto do
parametr®. Seja [X, Xa,....Xn] uma a.a. da distribuicdo que tem como f.d.p. (f.p.) um
membro da familid fx(x,0)|6000}. Nosso problema é definir umestatisticaT(X) de
maneira que [X X,...Xn] sdo os valores experimentais observados, entdo o nimero
T(X) é uma boa estimativa pontual@le
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EXEMPLO :
Seja [X, Xaz,...Xn] uma a.a. da distribuicao com f.d.p. .
f(x)=6*(1-8)"* x=0,1

A estimativa TK) =x= 1 Z X, € um borestimadordo parametr® .
né

4.2- PROPRIEDADES DOS ESTIMADORES PARAMETRICOS

4.2.1- Consisténcia

DEF. 1 Um estimadofT,(X) é consistentgara estimar o parametdoquando, a medida
gue, se aumenta o tamanho n da.@onsegue-se uma maior precisdo na estimativa
ou seja, pard(X) = T(Xy,X2, ... ,Xn) € UME, real positivo arbitrariamente pequenc; n

n' tem-se Pg-€ < T, < 6+&)>PO-¢ < Ty < 6-€). Assim umestimadorT,(X) é dito
consistentese,

IimP(Ty-6l<g)=1 e>0

DESIGUALDADE DE TCHEBYCHEV

PIX-E(X)|2 A] < % OA>0
PIX — E(X)| <A] = 1-% OA>0

EXERCICIO 1:
Prove que a médamostral,x, de uma a.a. de uma populacéo (distribuicdo) com média
U e varianciao® é estimador consistente do parametro

TEOREMA DAS CONDIGOES PARA CONSISTENCIA DE UM ESTIMADOR

As condigfes gerais para consisténcia deestimador sao:

o lImE[T(X)] =6

* limV[Ty(X)]=0

sdo suficientes para que a estatisTiga) sejaestimador consistente do paraméiro

EXERCICIO 2

Verifiqgue aplicando as condigBes dadas no teorema anterior e tambénteito de

convergéncia em probabilidade osestimadores seguintes s&o consistentes .

a) X ~N(W,09), To(X) = x comoestimador del (parametro média populacional)
(X -%°

b) X ~N(,09), To(X) =& = ':71 comoestimador de? (parametro variancia
n-

populacional).
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n
x2

c) X~R(®?) DistribuicdoRayleig,Tn(x) = ‘:12n para o parametré’

n

Xi
d) X~T(4,18), Ta(x) = g‘m comoestimador dé.

4.2.2.- Estimadores Nao-viciados

DEF. 2: Quando estimamos o paramefrou uma funcéo do parametropyj(usando
comoestimador a estatisticaX), ondeX’ = [X1, Xa,...X,] € uma a.a., temos que uma
medida do desempenho dstimador pode ser dada petoo médio quadratico

R@®,T) = E[TX) - a@)I”

Que pode ser colocada na form® &) = V(T(X)) + b*(8,T), onde &6,T) é o quadrado
do vicio doestimador para o paramefo

EXERCICIO 3

Prove que o erro médio quadratico, definido acima como a esperanca do quadrado do
desvio da estatistica em relagdo ao parametro, pode ser decomposto na forma acima
especificada.

E importante observar que:

* A variancia V(TK)) mede como os valores deXl(estdo dispersos em torno do
centro E(TK)), isto define grecisdoda estatistica.

e O vicio b(TP) = E(TX) — gB) mede quanto e em qual direcdo o centro da
distribuicéo de TX) (valor esperado) esté fora do verdadeiro val@y, égto define a
acuraciada estatistica.

DEF. 3 Se a estatistica X que estima o parametro6jé tal que R4, T) = V(T(X)),
entdo TK) é chamado destimador ndo viciadde qg).

DEF. 4 Dados osestimadores ) e SK) do parametro &), SX) seraestimador
inadmissivel de &) se R6,T) < R@,S)06 0 ©.

EXERCICIO 4:
Suponha qué& seja uma a.a. de tamanho n de uma popula(#o?) e considere os
(Xi _;()2
estimadores dos parametfos o2, respectivamente e 6= =2
n

a) Calcule o valor da esperanca e varianciaxde

b) Calcule o vicio e o erro médio quadraticoxe
c) Calcule o valor da esperanca e variancia tle
d) Calcule o vicio e o erro médio quadraticodfe
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EXERCICIO 5:

Suponha que [¥Xa, ...X,] seja uma a.a. de uma populae@®).
a) Verifique se @stimadorx do parametr® é nio viciado.

b) Existe algum outrestimador ndo viciado paés? Qual ?

EXERCICIO 6:
Suponha que [¥Xa, ...Xn] seja uma a.a. de uma populagdo®)(1,
a) Verifigue se cestimadorx do parametr® (proporgao de sucessos) é ndo-viciado.

(Xi _;()2

b) Verifique se oestimadors? = = . do parametras® = 6(1-8) (variancia

populacional) é ndo-viciado.

EXERCICIO 7:

Suponha que [¥Xz, ...X,] seja uma a.a. de uma populagép,c?). Determine um
estimador suficiente, ndo-viciado e consistente para cada um dos parjmetods
(considere os casos geonhecido ou néo).

EXERCICIO 8:

Suponha que [XY2, ...,Y,] seja uma a.a. de uma populagéo,®(1Determine um
estimador suficiente, ndo-viciado e consistente para cada um dos paramenfse

0%= rB(1-6) que correspondem a média e a variancia da v.a. Y que conta o nimero de
sucessos nessas n provas Bernoulli.

OBS. Uma propriedade fundamental destimadores é a suficiéncia que foi abordada
anteriormente e outra fundamental é a da eficiéncia ou variancia minima que sera
vista adiante.

EXERCICIO 9:
Descreva as quatro propriedades fundamentais estémadores: suficiéncia,
consisténciando-tendenciosidade e eficiénastimador de variancia minima).

4.3 METODOS DE ESTIMAGAO

A evolugcdo da Estatistica através do tempo provocou o aparecimento de varias
metodologias para construcdoeftimadores de parametros.

4.3.1 — Método da Maxima Verossimilhanca (Fisher)

Este método foi desenvolvido por Fisher a partir de uma idéia original de Gauss.

Sejaaa.ax’ =[X1,Xy, ...Xn] de uma populagéo (distribuicdo), comi.i.d., e com f.p.
ou f.d.p. pertencente a familiaxp) 6 O © e se deseja estimar o paraméré funcéo
conjunta pX,0) representa a probabilidade (ou a f.d.p.) de ocorrer o ¥&tofX 1,Xo,
....Xn], quando o valor do parametr®£€Assim poderiamos fixar a amosia procurar
o valor def que maximiza a probabilidade de ocorrer esta am¥stra
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DEF. 5: O estimadoré(l) é oestimador de maxima verossimilhanca (EMV) @le
guando pK, BA(L)] =max p¥,0) 060 6.

EXEMPLO 2

Suponha qué pode assumir os valores 1 ou 0 e quedp&dada pelo quadro abaixo:

X 6 |0 1

0 03 |06
1 07 |04
S [1,0 1,0

* O estimador EMV dé quando x = 0 é(x) =1, porque maximiza a probabilidade
de x = 0 ocorrer (0,6);

e O estimador EMV deéd quando x = 1 éf(g) =0, porque maximiza a probabilidade
de x = 1 ocorrer (0,7).

DEF.6: FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA

A funcdo p@,X) é chamada de fungdo de verossimilhanca quando na fungdo da
distribuicdo fixamos o valor dX e fazemos variaB, de forma que l&,é(x)) =

P(X.8 (X)) =max{p(X,8 (X); 18 0 &} = L(X,6 (X,8)).

CALCULO DO ESTIMADOR DE MAXIMA VEROSSIMILHANGA

Para determinar o EMV do pardamefrbasta achar o valor deque maximiza a funcao
p(X,0), fixado X. Como a funcao n(p(X,0)) é ndo decrescente (mondtona crescente),
maximizar pK,0) € o mesmo que maximizan[p(X,0)]. Assim, se 0 EM\®B existe,

onp(x.6)]

deve verificar =0, uma vez que se supde que exista derivada parcial em

relagdo &.

EXERCICIO 9

SejaXx’ =[X1,Xz ...Xn] uma a.a. de uma distribuigdo ()1,

a) Escrevaafp.dav.X;

b) Escreva a distribui¢cdo (conjunta) da amostra;

c) Escreva a funcao de verossimilhanca da a.a.;

d) Qual o valor d® que maximiza a funcao de verossimilhanca ?

OBS. Nem sempre é possivel achar o EMV por derivada, entdo temos que analisar
funcéo (funcdo ndo-crescente).

EXERCICIO 10
Seja a v.a. X 1(0,0), ondeB é um parametro positivo e desconhecido. Determine
EMV de®.

EXERCICIO 11:

Seja X 0 numero de consumidores que chegam em um Servigo e que sao observados por

hora, em n horas. Se as chegadas formam um Processo de Poisson, er(o ohde

0 representa 0 numero esperado de chegadas em uma hora ou equivalentemente, a taxa

25

de chegadas. Na pratiéa¢ desconhecido e nés desejamos estima-lo, usando os valores
observados de X (amostra). Determine o EM\@de

EXERCICIO 12

Seja X uma caracteristica fisica de interesse que segue a distrib{igsfd. Suponha
que ndo se conhece os paramefreso?, e se deseja estima-los com base no conjunto
de observag6es’ = [X1,Xz, ... Xn]. Determine ostimadores EMV destes parametros.

4.3.2 — Métodos dos Momentos (K. Pearson)

Seja uma a.&’ = [X1,Xz, ...X,] de uma populagdo com f.p. ou f.d.p. dependendo de
parametro®y,0s, ... 6. Os momentos ordinarios da populag¢ao- J’xj f(X,01,02 ...

6,)dx , se existirem, séo func¢des dos k parametyesf(6,,6,, ...6¢) j=1,2,3, ...

XJ
Considere, também, os momentos ordinarios da amos,tna,'%P =123, ...,
n

forme o sistema de equagées:
Mj =m= f(el,ez, ek) J =1,2,3, ...

e admita que tem solugdo unicﬁ?,,(xl,xz, .o Xp) ] = 1,23, ...k Entdo, estds

estimadores, solugdo do sistema de equagfes, sEgiimadores dos parametros pelo
Método dos Momentos.

OBS. Os estimadores obtidos pelo Método dos Momentos sdo em geral consistentes
possuem distribuicaassintotica Gaussiana, porém nao as&intoticamente mais
eficientesdo que oestimadores de maxima verossimilhanga.

EXERCICIO 13:
Seja X' = [X1,X2, ...Xns amostra aleatéria de uma populagcdo Bernoulli, O(1,
Determine eestimador dé pelo Método dos Momentos.

EXERCICIO 14
SejaX’ = [X1,Xz, ...Xn] amostra aleatéria de uma populaddo,p). Determine os
estimadores dos parametros pelo Método dos Momentos.

EXERCICIO 15
Considere n sistemas com tempos de f&lha [X 1,X2, ...X,]. Assumindo que as v.a’s
Xi séo i.i.d. com distribuicag(B), determine:

a) Oestimador d® pelo Método dos Momentos;
b) Umestimador d® diferente do anterior;

¢) Um estimador da probabilidadeXRé 1);

d) Um estimador da probabilidadeXR€1).
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4.3.3. — Método dos Minimos Quadrados (Gauss)

Toda observacao aleatdria pode ser escrita na forma do modelo
Yi=0i(61,82 ...680) +& i=1.2,...,n,

onde a primeira parcela correspondeage sistematicalo modelo e a segunda parcela
€ a parteestocasticaAs fungbesy sdo conhecidas e os nimeros réai, ... 6« sdo
desconhecidos (parametros), podendo variar liviemente no co@ubt@*. A parte
estocastica; deve satisfazer pelo menos aproximadamente as seguintes restrigdes:

e géumav.a.comE)=0 i=12,..n
+ & é umav.a. com variancia constante o> i=1,2, ... ,n
» Os errog; séo nao-correlacionadamv(g, €j) = 0.

O método consiste em estintapeloestimador que minimiza a Soma dos Quadrados do

Erros (residuos): SQR Z (Yi-0i(61,6, ....00)% = Zsf

Osestimadores de minimos quadradd® obtidos resolvendo o sistema de equagfes:
0 ¢ .
- —0g.(0)]>=0 =12, .. k
3 ;[y. 9,0)] j

Estas equagdes sdo denominadasgd@cdes normais.

EXERCICIO 16
Seja 0 modelo linear especificado ptr= 0, + 6,X; + & Determinar oestimadores de
minimos quadrados dos parame®pg 6,, com base em n observago¥s Ki).

EXERCICIO 17
Resolver o exercicio anterior considerando um modelo genérico com p parametros e
> p observagdes. Assuma o tratamento matricial.

EXERCICIO 18

Foram tomadas n = 9 amostras de um solo (canteiros) que foram tratadas com diferentes
guantidades X de fosforo. Seja Y a quantidade de fésforo presente em sementes de
plantas, de 38 dias, crescidas nos diferentes canteiros. Os dados estéo abaixo.

a) Determine as estimativas dos parame#ios 6, da reta de minimos quadrados com
gue se pretende fazer a regressao de Y para X;

b) Determine a estimativa de maxima verossimilhanca do coeficiente de corrqelacéo
gue mede a associacao entre X e Y, assumindo que Y e X tém distribuicdo
Gaussianas.

c) Desenhe um esbogo do Diagrama de Disperséo entre X e Y.
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4.4 ESTIMADORES NAO-VICIADOS UNIFORMEMENTE DE MINIMA
VARIANCIA (UMVU) E INTERVALOS DE CONFIANCA

4.4.1 — Estatisticas Completas

A uma estatisticd(X), n6s podemos acrescentar ao conceitsufieiéncia(devidoa
Fisher) o conceito deompletitude(devido aLehmann eScheffé) e afirmar que ek
umaestatistica 6tima

DEF.7: Familia completa de densidadesSeja [%,Xz, ....,Xn] uma a.a. da densidade
f(.,6) com espaco paramétric®, e seja T = K) uma estatistica. A familia de
densidades de T é definida como completa se e somerigzé€)] =00 6 0 O
implica emPg[z(T)=0] = 10 6 0 © , onde z(T) é uma estatistica. E, também, uma
estatistica é dita ser completa se e somente se sua familia de densidades é completa.
DEF.8: Uma estatisticd,(X) é dita ser completa se a fungdo de valor reBl(¥]) =

g(T) definida na variagéo de T que satisfaz a equagg¢T =006 0 © ¢é a fungdo
g(T)=0.

EXEMPLO : Seja [%,X2, .... Xn] uma a.a. de uma distribuicdo Bernoulli, Bj1A
estatistica T = X— X; ndo é completapois B[X1-X;] =0 06 0O, mas X — X, ndo
€ 0 com probabilidade 1.

EXERCICIO 19

a) Considere o exemplo anterior e a estatistica¥ %; . Seja z(T) uma estatistica que
é funcdo de T Eg[z(T)] =00 6 O ©. Prove que T é completa, mostrando que z(T) =
Oparat=0,1, ... ,n.

b) Seja [%, Xz, .... Xyl uma a.a. da distribuicao U@), onde® = {6 | 6 > 0}. Mostre
que a estatisticayy é completa.

TEOREMA DE RAO-BLACKWELL

Seja [%,Xz, .... Xp] uma a.a. da densidade @}, e seja = s(X), S = 9(X), ... &=

s«(X) um conjunto de estatisticas conjuntamente suficientes. Seja a estatisti¥g T = t(
um estimador ndo-viciado de@)( Defina T’ por T' = E[T|2,S,, ... &], entéo:

e T’ é uma estatistica e € uma funcéo de estatisticas suficie/Bgs.S5;

e Eg[T]=q(0), isto & T’ é unestimador ndo-viciado de@)(

o Vo[T] <V(T) OB 0O e V[T] < V(T) para algumd a menos que T seja igual a T’
com probabilidade 1.

EXERCICIO 20
Prove o resultado enunciado acima.
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EXERCICIO 21
Seja [%,Xz .... Xi] uma a.a. da densidade Bernoulli, BJ1E, seja X umestimador de

g(6)= 6 que sera assumido como T XX(ho Teorema d&ao-Blackwell. Z X; € uma

n
estatistica suficiente pafa assim usar-se-a S§ X; como o conjunto de estatisticas
&

suficientes (de um elemento). Entdo, de acordo com o TeoreRaodBlackwell T'=

E[T|S] = E[X|} X;] é umestimador n&o-viciado d&com varidncia ndo maior do que

a de T = X. Mostre que a variancia de T' € menor que a variancia deil = X

TEOREMA DA FAMILIA EXPONENCIAL PARA ESTATISTICAS
SUFICIENTES E COMPLETAS

Seja {RI® O ©} uma familia exponencialk-paramétrica dada por @) =
{exp[ici ©)T, (X)+d®) +S(V]} o(x). Suponha que a variagao de= [c;(6),cx(0), ...

,C(0)] tenha um interior ndo-vazio. Enta(x) = [Ti(X), T2(X), ... ,Tk(X)] € uma
estatistica suficiente e completa .

EXERCICIO 22
Seja [%,X2, ... Xn] uma a.a. de uma populacaaud) onde os parametros sao

desconhecidos. Mostre que a estatistiga = [Z X, Z X 2] é suficiente e completa.

4.4.2 — Estimadores UMVU

TEOREMA DE LEHMANN-SCHEFFE

Se TK) é uma estatistica suficiente e completa)) 8 umestimador nao-viciado de
q(6), entdio T(X) = E[SK)|T(X)] € umestimador UMVU de ). Se W(T (X) <« 08
06, T(X) é o tniccestimador UMVU de ).

Podemos usar o Teoremaldehmann-Scheffé na busca egtimadores UMVU de dois
modos:

e Se n6s podemos achar uma estatistica uma estatistica da forrdg] ib§l (que
h[T(X)] seja umestimador nao-viciado de&)( entdo h[TK)] € UMVU para g6).
Porqué, isto é verdade ?

*+ Se n6s podemos achar alguestimador ndo-viciado Rj de @), entdo
E[SX)|T(X)] é UMVU para gf).
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EXERCICIO 23
Seja [%,X2, ... Xs] uma a.a. de uma populacaquN() onde os parametros s&o
desconhecidos. Determine estimadores UMVU dg e 6°.

EXERCICIO 24
Seja [%,X2, ... Xn] uma a.a. de uma populagé®) onde o parametr® é desconhecido.

a) Escrevaafd.pdav.i;;

b) Escreva a f.d.p. da v.&; na forma da familia exponencial;

c) Escrevaaf.d.p.daaa.;

d) Escreva af.d.p. da a.a. na forma da familia exponencial,

e) Identifiqgue alguma estatistica suficiente e completa para edjmar
f) Determine unestimador UMVU par®.

EXERCICIO 25

Seja [%,Xz, ... Xn] uma a.a. de indicadores de provas binomiais com probabikddele
sucesso.

a) Escrevaaf.d.pdavX;

b) Escreva a f.d.p. da v4 na forma da familia exponencial;

c) Escrevaafd.p.daa.a.;

d) Escreva af.d.p. da a.a. na forma da familia exponencial;

e) Identifigue alguma estatistica suficiente e completa para eStimar
f) Determine unestimador UMVU par@.

EXERCICIO 26
Seja [%,X2, ... Xn] uma a.a. de uma populacad®Pg¢om 6 > 0.

a) Escreva af.d.pdavi;

b) Escreva a f.d.p. da v4 na forma da familia exponencial;

c) Escrevaafd.p.daaa.;

d) Escreva af.d.p. da a.a. na forma da familia exponencial;

e) Identifiqgue alguma estatistica suficiente e completa para edjmar

f) Determine unestimador UMVU par®.
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