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> AIC, o critério de informacao Akaike, é geralmente conside-
rado como o primeiro critério de selegao do modelo.

» Hoje, o AIC continua a ser a mais amplamente conhecida
e usada ferramenta de selecao de modelos entre os profi-
ssionais.

» AIC foi introduzido por Hirotugu Akaike em 1973 no artigo
"Information Theory and an Extension of the Maximum Like-
lihood Principle" (in: B. N. Petrov and F. Csaki, eds., 2nd Inter-
national Symposium on Information Theory, Akademia Ki-
ado, Budapest, pp. 267-281).
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» O paradigma de maxima verossimilhancga tradicional, apli-
cada a modelagem estatistica, fornece um mecanismo para
estimar os parametros desconhecidos de um modelo com
uma estrutura e dimensao especifica.

» Akaike estendeu esse paradigma ao considerar uma estru-
tura em que a dimensao do modelo também é desconhecida
e deve portanto, ser determinada a partir dos dados.

> Assim, Akaike propds uma estrutura em que ambos os mo-
delos: o modelo estimado e o modelo selecionado podem
ser simultaneamente realizados.
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» Para um modelo de candidato paramétrico de interesse, a
fungéo de verossimilhanga reflete a conformidade do mo-
delo com os dados observados.

» A medida que a complexidade do modelo aumenta, o mo-
delo torna-se mais capaz de se adaptar as caracteristicas
dos dados.

» Assim, selecionando o modelo ajustado que maximiza a ve-
rossimilhanga empirica invariavelmente levara alguém a es-
colher o mais complexo modelo na coleg¢ao de candidatos.

» A selecdao de modelos com base no principio da verossi-
milhanga, portanto, requer uma extensao do paradigma de
verossimilhancga tradicional.
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» Suponha que uma colegéo de dados y tenha sido gerada de
acordo a um modelo desconhecido ou densidade g(y).

» Nos esforgcamos para encontrar um modelo paramétrico que
forneca uma aproximagéao adequada para g(y).

> Seja Fy = {f(y,0k) | bk € ©} aclasse paramétrica k-dimen-
sional, ou seja, uma classe de densidades em que o0 espago
paramétrico ©, consiste em vetores k-dimensionais cujos
componentes sao funcionalmente independentes.

> Seja 8) o vetor de estimativas obtidas pela maximizagao da
funcéo de verossimilhanca f(y; 6x) sobre ©y.

» Sejaf(y; 5;() o modelo ajustado correspondente.
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» Suponha que nosso objetivo seja pesquisar entre uma cole-
¢ao de classes F = { Fy,, Fk,, - - ,Fk, } para o modelo ajus-
tado f(y; 5,() comk € {kq, ko, -+ ,k.}, que serve como a mel-
hor aproximacao de g(y).

» Nota: o AIC pode ser usado para delinear entre diferentes
modelos ajustados com a mesma dimensao. Por exemplo,
modelos de regressao ajustados com base em matrizes de
planejamento com o mesmo tamanho, mas com espagos
de coluna diferentes.

» Para simplificar, nossa notacao e estrutura pressupdem que
cada classe de modelos candidatos Fj e o correspondente
modelo ajustado f(y; 6¢) s@o distinguidos pela dimenséo k.

» Nosso problema de sele¢ao de modelos pode, portanto, ser
visto como um problema de determinac¢ao de dimenséao.
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Modelo verdadeiro ou gerador: g(y).
Candidatos ou modelos aproximados: f(y; ).
Modelos ajustados: f(y; 6).

Familia dos candidatos: 7.

Para determinar qual dos modelos ajustados

vVvyyVYyyvyy

{7038, 03 Bi), - PO }

melhor se aproxima de g(y), exigimos uma medida que for-
neca um reflexo adequado da disparidade entre o modelo
verdadeiro g(y) e um modelo aproximado f(y; ).

» Ainformacao de Kullback-Leibler é uma dessas medidas.
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» Para duas densidades paramétricas arbitrarias g(y) e f(y), a
informacgao de Kullback-Leibler ou a divergéncia dirigida de
Kullback entre g(y) e f(y) em relacdo a g(y) é definida como

I(g,f) = E (m?((::))),

onde E denota a esperanga sob g(y).

» I(g,f) > 0 com igualdade se, e somente se, g e f forem den-
sidades iguais.

> (g, f) reflete a separacdo entre g e f.
» (g, f) ndo é uma medida de distancia formal.
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» Para nossos propdsitos, consideraremos a informacao de
Kullback-Leibler entre o modelo verdadeiro g(y) e o modelo
aproximador f(y; 6¢) em relagédo a g(y), que denotaremos

como I(6): ")
g
00 =€ (i)

» Na expressao anterior e dai em diante, E denota a esperanga
sob a densidade ou modelo verdadeiro.
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> Seja

d(6x) = E (—2|n (f(Y; Hk))) .
» d(60,) é chamada de discrepéncia de Kullback.
» Observe que podemos escrever

2’(9k) = d(9k) — E( —2In (g(y)))

» Como E( — 2In(g(y))) ndo depende de 6y, qualquer classi-
ficagdo de um conjunto de modelos candidatos correspon-
dendo a valores de I(6) seria idéntica a uma classificagcao
correspondente a valores de d(6).

> Portanto, com o propdsito de discriminar entre varios mode-
los candidatos, d(6y) serve como um substituto valido para

1(0k).-
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» A medida

d(6) = E (=21 (F(Y:0))) |,

reflete a separagdo entre o modelo gerador g(y) e um mo-
delo ajustado f(y; 6).
> Avaliar d(§k) nado é possivel, requer conhecimento de g(y).
» O trabalho de Akaike (1973), entretanto, sugere que

—2 In (f(Y, 9,()),
serve como um estimador enviesado de d(f;) e o viés
E(d(Bk)) — E(~2In (f(y: 60))).

é estimado assintoticamente como duas vezes a dimensao
de O.
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» Uma vez que k denota a dimensao de 6, sob condicbes
apropriadas, o valor esperado de

AIC = —2In (f(y; 0k)) + 2k

deve se aproximar assintoticamente do valor esperado de
d(6x), que chamaremos

Ay = E(d(6))-
» Especificamente, pode-se estabelecer que
E(AIC) + o(1) = Ay

> AIC, portanto, fornece um estimador ndo enviesado assin-
toticamente de Ay.
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» A, é frequentemente chamada de discrepancia esperada
de Kullback.

> Ay reflete a separagdo média entre o modelo gerador g(y) e
os modelos ajustados com a mesma estrutura que f(y; 6y).

» A propriedade do AIC ser ndo enviesado assintoticamente
requer a suposigao de que g(y) € Fk.

» Essasuposigaoimplica que o verdadeiro modelo é um mem-
bro da classe F; e pode ser escrito como f(y; 6g), 6o € O.

» De uma perspectiva pratica, a suposicéo de f(y;tp) € F
implica que o modelo ajustado f(y; 6¢) estd corretamente
especificado ou superdimensionado.

» Esta é uma suposig¢ao problematica?
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» Parajustificar aimparcialidade assintética de AIC, considere
escrever Ay da seguinte forma:
A = E(d(6) R
= E(-2In(f(y;6))) R
+ (E(=2in (f(y:00) — E(-2In (f1:80))) ()
+ (E(d(B) — E(—2In (f(y:60))) ) 2)

» 0 seguinte lema afirma que tanto (1) quanto (2) satisfazendo
serem de ordem o(1) conforme k.
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» Assumimos as condi¢des de regularidade necessarias para
garantir a consisténcia e normalidade assintética do vetor
de estimadores de maxima verossimilhancga 6.

Lema

E(—2In(f(y:60))) — E(—2In (f(y:6))) = k +o(1) (1)
(- ) = k+o0(1) (2)
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Demonstracao
82 In (f(y, Hk))
(6) =E| ————F
(6) 00,06,
¢ 2
d%1n (f(y; b))
ZOy) = | ———————=
(Bi:) 2000,
» 1(6x) é a matriz de informagéo de Fisher esperada.
> TZ(6k:y) é a matriz de informac&o Fisher observada.
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Demonstracao

> Fazer a expansdo até segunda ordem de —21In (f(y; 6p)) a
respeito de fy e avaliar a esperanca do resultado.
» Obtemos

E(—2In(f(y;60))) = E(—2In (f(y: 6)))

+ E((B— 00) "T(h:y) (B — 60) ) + o(1)
» Entdo

E(—2In (f(y:00))) — E(— 2In (f(y:B4))) =

= E((8—00) "T0iy) (B — 00) ) + 0(1) - (3)

4
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Demonstracao

> Agora, considere fazer uma expansé&o de segunda ordem de
d(6k) a respeito de 6y e avaliar a esperanga do resultado.

» Obtemos
E(d(6¢)) = E(—2In(f(y:60)))

+EQ@f%fw@@f%U+om.
> Entao

E(d(B)) — E(—2In (f(y:60))) =

= E((@k—QO)TI(QO)(ﬁk—Ho)) + 0(1)' (4)

v
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Demonstracao
» As formas quadraticas

(6 — 90)TI(§k:Y) (Bk — 6o)

~ T ~
(0k — o) 1(60) (6k — o),
convergem para variaveis aleatdrias com distribuicao qui-
quadrado centrais com k graus de liberdade.
» Lembremos, estamos assumindo que 6y € Oy.

» Assim, as esperancgas de ambas as formas quadraticas sao
de ordem o(1) conforme k.

> Este fato junto com (3) e (4) estabelece (1) e (2).
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» 0 AIC nos fornece um estimador aproximadamente nao en-
viesado de A, em ambientes onde n é grande e k é compar-
ativamente pequeno.

» Em situagOes onde n é pequeno e k é comparativamente
grande, por exemplo, k ~ n/2, 2k é frequentemente muito
menor do que o ajuste do vicio, tornando o AIC substancial-
mente negativo como um estimador de A,.

» Em aplicagdes de pequenas amostras, melhores estimado-
res do que 2k, do vicio, estao disponiveis.

> AIC é assintoticamente eficiente no sentido descrito nos ar-
tigos de Shibata (1980, 1981), mas nao é consistente.
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> Se o AIC subestimar severamente A, para modelos estima-
dos de dimensdes superiores no conjunto de candidatos, o
critério pode favorecer os modelos de dimensao mais ele-
vadas, mesmo quando a discrepancia esperada entre esses
modelos e o modelo gerador for bastante grande.

» Exemplos que ilustram esse fenbmeno aparecem em Lin-
hart and Zucchini (1986), que comentam "em alguns casos
o critério simplesmente continua a diminuir a medida que
0 numero de parametros no modelo de aproximacao au-
menta”“.
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» Suponha que o modelo gerador seja de dimensao finita e
que esse modelo esteja representado na colegao de can-
didatos em consideragdo. Um critério consistente selecio-
nara assintoticamente o modelo estimado com a estrutura
correta com probabilidade um.

» Por outro lado, suponha que o modelo gerador seja de di-
mensao infinita e, portanto, esteja fora da coleg¢ao de can-
didatos em consideracao. Um critério assintoticamente efi-
ciente selecionara assintoticamente o modelo ajustado can-
didato que minimiza o erro quadratico médio de predicao.
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> AIC é aplicavel em uma ampla gama de estruturas de mo-
delagem, uma vez que sua justificagao requer apenas pro-
priedades convencionais dos estimadores de maxima vero-
ssimilhanga em grandes amostras

» A aplicagao do critério ndao requer a suposi¢gao de que um
dos modelos candidatos seja o verdadeiro modelo ou o mo-
delo correto, embora a derivagao implique o contrario.

» Em uma aplicagdo de selecdo de modelo, o modelo ajus-
tado 6timo é identificado pelo valor minimo de AIC.

» No entanto, os valores do critério sao importantes; modelos
com valores semelhantes devem receber a mesma "classi-
ficagdo" na avaliagao de preferéncias de critérios.
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> “Uma vantagem substancial em usar critérios teéricos da
informacgao é que eles sdo validos para modelos néao an-
inhados. Obviamente, os testes tradicionais de razdo de
verossimilhanga sao de definidos apenas para modelos an-
inhados, e isso representa outra limitagao substancial no
uso de testes de hipétese na selegdo de modelos.” (Burn-
ham and Anderson, 2002)

» Contudo, ndo constantes devem ser descartadas do termo
de bondade —2In (f(y; b)), como nn(2n).

» Lembre-se de que certos softwares estatisticos descartam
rotineiramente constantes na avaliagao de critérios de se-
lecdo baseados na verossimilhanga: por exemplo, na re-
gressdo linear normal, nIn(52) é muitas vezes usado como
o termo de bondade de ajuste, como oposto a nin(5?) +
n(In(27) +1).
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