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Comegamos nossa discussao de regressao linear no contexto
de séries temporais, assumindo alguma saida ou séries tempo-
rais dependentes, digamos que X;, parat =1,--- ,n, esta sendo
influenciado por uma colegado de entradas possiveis ou séries
independentes, digamos Zt,,Zt,, - - - , Zt,, onde primeiro conside-
ramos as entradas como fixas e conhecidas. Essa suposigao,
necessaria para aplicar a regressao linear convencional, sera re-
laxada posteriormente.

Expressamos essa relagao através do modelo de regressao lin-
ear
Xt = B2y, + By, + - - + Bglt, + Wt

onde f3y, B2, - - , Bq s@o coeficientes de regresséo fixos desco-
nhecidos e {W;} é um erro aleatdrio ou processo de ruido con-
sistindo em varidveis normais independentes e identicamente
distribuidas (iid) com média zero e variancia afv.
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Exemplo I1.1. Estimando uma tendéncia linear.

Considere o prego mensal, em libras, de um frango nos EUA en-
tre meados de 2001 e meados de 2016, ou seja, por 180 meses,
digamos X;, mostrado na figura abaixo. Ha uma tendéncia as-
cendente 6bvia na série, e podemos usar a regressao linear sim-
ples para estimar essa tendéncia ajustando o modelo

7 8 6
Xt = fBo+ Bzt + Wi, = 2001:7,20012, -+ , 20162

Em minimos quadrados ordinérios (OLS), minimizamos a soma
dos quadrados de erros

n

= En;wtz = Z (Xt — (Bo +51Zt))2,

t=1

com respeitoa g;,i =0, 1.

o
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Exemplo I.1. Estimando uma tendéncia linear (continuagao).

Neste caso, podemos usar cdlculos simples para avaliar
0Q/0p; = 0 parai = 0,1, e assim obter duas equagdes para
resolver os fs.

As estimativas OLS dos coeficientes sdo explicitas e dadas por

-~ _Z? 1(Xt )( Z) e B\OZY_B}Z

b=
>t(zt — 2)?
onde X = St Xt ez = Y7 .z s&o as respectivas médias
amostrais. )

Anélise de Séries Temporais Fernando Lucambio



Regressao classica
000e0000000000

90 100 110
| | |

centavos por libra

80

T T T
2005 2010 2015
Tempo

Anélise de Séries Temporais ando Lucambio



Regresséo classica

0000@000000000

Definigao I1.1. Critério de Informagao de Akaike (AIC)
O Critério de Informagao de Akaike ou AIC é definido como

AIC = log (2) + J;Zk,

onde 52 = SSEx/n, k € o nimero de parametros no modelo e n é
o tamanho da amostra.

v

Formalmente, o AIC é definido como —2 log(¢x) + 2k, em que ¢
é a log-verossimilhanga maximizada e k € o numero de parame-
tros no modelo. Para o problema de regressao normal, o AIC
pode ser reduzido para a forma dada acima. O AIC é uma esti-
mativa da discrepancia de Kullback-Leibler entre o modelo ver-
dadeiro e um modelo candidato.
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Uma forma corrigida, sugerida por Sugiura (1978) e expandida
por Hurvich e Tsai (1989), pode ser baseada em resultados da
distribuicao de amostras pequenas para o modelo de regressao
linear.

Definigado I1.2. Critério de Informagao de Akaike Corrigido (AICc)

O Critério de Informagao de Akaike Corrigido ou AlCc é definido

como
n+k

n—k—2’
onde A,f = SSE,/n, k é o numero de parametros no modeloen é
o tamanho da amostra.

AlCc = log (52) +

v

Podemos também derivar um termo de corregao baseado em
argumentos bayesianos, como em Schwarz (1978).
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Defini¢éo 11.3. Critério de Informag&o Bayesiana (BIC)

O Critério de Informagao de Akaike Corrigido ou AlCc é definido

como K|
BIC = log (52) + 05(”),

onde 8,% = SSE,/n, k é o numero de parametros no modeloen é
o tamanho da amostra.

v

O BIC também é chamado de Critério de Informagao Schwarz
(SIC). Vérios estudos de simulagdo tendem a verificar que o BIC
faz bem em obter a ordem correta em amostras grandes, en-
quanto o AlCc tende a ser superior em amostras menores, onde
o numero relativo de parametros € grande. Veja McQuarrie e Tsai
(1998) para comparagdes detalhadas.
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Exemplo I1.2. Poluigédo, Temperatura e Mortalidade

Os dados mostrados na figura abaixo foram extraidos de um es-
tudo de Shumway et al. (1988) dos possiveis efeitos da tem-
peratura e a poluicdo na mortalidade semanal no Condado de
Los Angeles. Observe os fortes componentes sazonais em to-
das as séries, correspondentes as variagdes inverno-verao no
hemisfério norte e a tendéncia de queda na mortalidade cardio-
vascular no periodo de 10 anos.

Nesta figura mostra-se o grafico da mortalidade cardiovascu-
lar média semanal (topo), a temperatura média e a poluigdo por
particulas ao fundo, no condado de Los Angeles. Existem 508
médias suavizadas de seis dias obtidas pelo lastreamento dos
valores diarios ao longo do periodo de 10 anos, de 1970 a 1979.
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Uma matriz de disperséo, mostrada na figura a seguir, |nd|ca
uma possivel relagao linear entre a mortalidade e as particulas
poluentes e uma possivel relagdo com a temperatura. Observe a
forma curvilinea da curva de mortalidade por temperatura, indi-
cando que temperaturas mais altas e temperaturas mais baixas
estdo associadas ao aumento da mortalidade cardiovascular.

Com base na matriz do grafico de dispersao, entretemos, experi-
mentalmente, quatro modelos em que M; denota a mortalidade
cardiovascular, T; denota temperatura e P; indica os niveis de
particulas. Eles sdo

M: = B+ Bat + Wi

M; Br+ Bat + B3(Tt — T.) + Wy

M Br+ Bat + Ba(Te — T.) + Ba(Te — T.)2 + Wi

M: = B+ Bat+ Ba(Tt — T.) + Ba(Tt — T.)2 + BsP: + W,

(A
(B
(C
(D

\_/\_/\_/v

onde ajustamos a temperatura por sua média, T. = 74.26041.

Anélise de Séries Temporais Fernando Lucambio



Regresséo classica

0000000000800 0

120

Mortalidade

70 80 90 100

Temperatura

100

Particulados [ ®

70 80 S0 100 120 20 40 60 80 100




Regresséo classica Analise exploratéria

00000000000 e00

Tabela II.Z. Estatisticas resumidas para

modelos de mortalidade

k SSE df MSE R? AIC BIC
2 40020 506 79.0 0.21 5.38 5.40
(B) 3 31413 505 e2.2 0.38 5.14 5.17
4 27985 504 55.5 0.45 5.03 5.07
5 20508 503 40.8 0.0 4

Modelo

(&)

(<)

(D) 712 4.77
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Exemplo I1.3. Regressao com varidveis com defasagem

No Exemplo .25, descobrimos que o indice de Oscilag&o do Sul
(SOI) medido no tempo t — 6 meses estd associado a série Re-
crutamento no tempo t, indicando que o SOI lidera a série Re-
crutamento por seis meses. Embora haja evidéncias de que a
relacdo nao é linear, podemos considerar a seguinte regressao

Rt = 1+ B2St—6 + W,

onde R; denota o Recrutamento no tempo t e S;_g denota o SOI
seis meses antes. Assumindo que a sequéncia W; é um ruido
branco, o modelo estimado é

Rt = 65.790 — 44.283 5 71)St_s,

coma, = 22.5 e 445 graus de liberdade.

v
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Para obter qualquer analise estatistica significativa dos dados
de séries temporais sera crucial que, a0 menos, a média e a auto-
covariancia satisfazem as condigdes de estacionariedade, pelo
menos durante um periodo razoavel de tempo. Muitas vezes,
esse nao é o caso, e mencionaremos alguns métodos para mi-
nimizar os efeitos da ndo-estacionariedade, para que as proprie-
dades estacionarias da série possam ser estudadas.

Talvez a forma mais facil de ndo-estacionaridade seja trabalhar
com o modelo estacionario de tendéncia, em que o processo
tem um comportamento estaciondrio em torno de uma tendén-
cia. Podemos escrever esse tipo de modelo como

Xt = pe + Yy,

onde X; sdo as observacgoes, yu; denota a tendéncia e Y; é um
processo estacionario.
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Muitas vezes, a tendéncia forte ., obscurecera o comportamen-
to do processo estacionario. Assim, ha alguma vantagem em
remover a tendéncia como primeiro passo em uma analise ex-
ploratéria de tais séries temporais.

As etapas envolvidas sdo obter uma estimativa razoavel da com-
ponente de tendéncia, digamos /i, e depois trabalhar com os
residuos R

Ye = Xt — pir-

Observagao: as vezes, quando aplicado este procedimento o re-
sultado Y; € um processo estacionario.
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Exemplo I1.4. Pregos do Frango.
Aqui supomos que o modelo é da forma

Xt =t — Y,

onde, como sugerimos na analise dos dados de temperatura
global apresentados no Exemplo Il.1, uma linha reta pode ser um
modelo razoavel para a tendéncia, ou seja,

pt = B+ Bat-

Nesse exemplo, estimamos a tendéncia usando minimos
quadrados ordinarios e encontramos

fit = —7131+ 3.592t,

onde utilizamos t em vez de Z; para o tempo.

v
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Exemplo II.4. Pregos do Frango (continuagao).

A figura mostra os dados com a linha de tendéncia estimada
sobreposta. Para obter as séries deduzidas, simplesmente sub-
traimos fi; das observagdes x;, para obter a série

Y, = x; + 7131 — 3.592t.

Como o termo de erro, Y;, ndo é assumido como independente
identicamente distribuido, o leitor pode achar que os minimos
quadrados ponderados deveriam ser aplicados neste caso. O
problema é que ndao sabemos o comportamento de Y; e é pre-
cisamente isso que estamos tentando avaliar neste estagio. Um
resultado notdvel de Grenander e Rosenblatt (1957, Ch7), entre-
tanto, é que sob condigdes moderadas em Y;, para a regressao
polinomial ou regressao periddica, assintoticamente, minimos
quadrados ordindrios sao equivalentes a minimos quadrados
ponderados em relagao a eficiéncia.

v
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No Exemplo I.11 vimos que um passeio aleatério também pode-
ria ser um bom modelo para tendéncia. Ou seja, em vez de mo-
delar a tendéncia como fixa, como no Exemplo 1.4, poderiamos
modelar a tendéncia como um componente estocastico usando
o modelo de passeio aleatério com deslocamento aleatdrio,

pt =0+ p1 + W,

onde W; é um ruido branco independente de Y;. Se o modelo
apropriado é X; = u: + Y3, entdo, diferenciar os dados X;, produz
um processo estacionario; isso é,

Xt —Xeo1 = (e +Ye) = (-1 + Yioa)
— S Wit Y- Yoo
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Pode-se mostrar Z; = Y; — Y;_4 é estacionario. Isto é, porque Y;
é estacionario,

'yz(h) = COV(ZH_h,Zt) = COV(YH_h — Yt+h—1’ Y: — Yt,-])
27y (h) =2y (A 1) = 7, (h = 1),

é independente do tempo.

Uma vantagem da diferenciagdo em remover a tendéncia é que
nenhum parametro é estimado na operagao de diferenciagao.
Uma desvantagem, no entanto, é que a diferenciagdo nao produz
uma estimativa do processo estacionario Y;. Se uma estimativa
de Y; é essencial, entdo a desvantagem pode ser mais apropria-
da. Se o objetivo é coagir os dados para a estacionaridade, entao
a diferenciagdo pode ser mais apropriada. A diferenciagao tam-
bém é uma ferramenta vidvel se a tendéncia for fixa, como visto
em exemplos.
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Como a diferenciagao desempenha um papel central na andlise
de séries temporais, ela recebe sua propria notagdo. A primeira
diferenca é denotada como

VXt = Xt — Xi—1-

Como vimos, a primeira diferenga elimina uma tendéncia linear.
Uma segunda diferenga, isto é, a diferenga da primeira diferencga,
pode eliminar umatendéncia quadratica e assim por diante. Para
definir diferengas maiores, precisamos de uma variagdo na no-
tacao que usaremos com frequéncia em nossa discussao dos
modelos ARIMA na Parte lll.
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Definicao Il.4. Operador de retardo.
Definimos o operador de retardo como

BXt - Xt—1 )

e o estendemos & poténcia B?X; = B(BX;) = BXi_1 = Xi_2,
assim por diante. Entao,

B*X; = X -

A ideia de um operador inverso também pode ser dada se pre-
cisarmos B~'B = 1, de maneira que

X; = B7'BX; = B "X;_1-
Isto é, B~" é o operador de deslocamento para a frente.
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E claro que podemos entéo reescrever a operacao de diferencia-
¢ao como
VX; = (1- B)Xy,

e podemos ampliar a nogao ainda mais. Por exemplo, a segunda
diferencga se torna

V2X; (1-B)2X; = (1— 2B + B?)X;

= Xt — 2Xi1 + Xi—2,

pela linearidade do operador. Para verificar, basta ter a diferenga
da primeira diferenca

V(VXt) = V(Xt — Xt—1) = (Xt — Xt—1) — (Xt—1 — Xt—2)-
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Definicao II.5. Diferenca de ordem d
Definimos o operador de diferenga de ordem d como

VX = (1-B)°,

onde podemos expandir o operador (1—B)9 algebricamente para
avaliar valores inteiros mais altos de d.

A primeira diferenca é um exemplo de um filtro linear aplicado
para eliminar uma tendéncia. Outros filtros, formados pela mé-
dia dos valores préximos de X;, podem produzir séries ajustadas
que eliminam outros tipos de flutuagdes indesejadas, como na
Parte Ill. A técnica de diferenciagcdo é um componente impor-
tante do modelo ARIMA de Box e Jenkins (1970) e Box et. al.
(1994), a ser discutido na Parte Ill.
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Exemplo 11.5. Diferenciando os pregos do frango.

A primeira diferenca da série dos pregos do frango, também
mostrada abaixo, produz resultados diferentes do que remover
a tendéncia, prejudicando a regressao. Por exemplo, as séries
diferenciadas nao contém o ciclo longo, de cinco anos, que ob-
servamos nas séries selecionadas. O ACF desta série também
é mostrado na figura mais embaixo. Nesse caso, as séries dife-
renciadas exibem um ciclo anual que foi obscurecido nos dados
originais ou desmembrados.
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Figure 1: Série dos restos (topo) e diferenciada (inferior) de precgos de
frango. Os dados originais sdo mostrados no Exemplo II.1.
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Frequentemente, ha aberragbes 6bvias que podem contribuir pa-
ra o comportamento nao-estacionario e nao-linear das séries.
Em tais casos, transformagdes podem ser Uteis para equalizar
a variabilidade ao longo do comprimento de uma unica série.

Uma transformacao particularmente util é
Yt = |Og(Xt),

que tende a suprimir flutuagées maiores que ocorrem em partes
da série em que os valores subjacentes sao maiores.

Outras possibilidades sao as transformacgoes da familia Box-Cox,
definidas como

_ X’Af, caso A #0,

log(Xt), caso A =0
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Exemplo 11.9. Regressao com variaveis defasadas.

No Exemplo 1.3 fizemos a regressdo de varidveis com de-
fasagem do Recrutamento em SOl atrasado

Rt = Bo + 1St—6 + Wt-

No entanto, no Exemplo 1.8, vimos que o relacionamento é nao-
linear e diferente quando o SOI é positivo ou negativo. Nesse
caso, podemos considerar a adigao de uma variavel ficticia para
considerar essa alteragao. Em particular, ajustamos o modelo

R, — Bo + 51Si_e + Wi, caso S;_g <0
"7 1 (Bo+B2) +(Bi+B+3)St6+ W, caso S;¢>0
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Figure 2: Gréfico do Recrutamento (R;) vs SOl com defasagem de 6
meses (S;_g) com os valores ajustados da regressdo como pontos
(+) e ajuste de baixa (-)
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Na Secéo 1.2, introduzimos o conceito de filtragem ou suaviza-
¢ao de uma série temporal e, no Exemplo 1.9, discutimos o uso
de uma média mével para suavizar o ruido branco. Esse método
é util para descobrir certas caracteristicas em uma série tempo-
ral, como componentes sazonais e tendéncias de longo prazo.

Em particular, se X; representa as observagdes, entao

k
m; = Z antfj’
=k

ondeaj=a_;>0e Zj’f:_k a; = 1€ uma média movel simétrica
dos dados.
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Exemplo I1.11. Suavizamento por Médias Mdveis.

Série mensal de SOl suavizada utilizando a fungdo m;. Esse
método especifico remove (filtra) o ciclo de temperatura anual
Obvio e ajuda a enfatizar o ciclo El Nifio.
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Exemplo 11.12. Suavizamento por Kernel.

A suavizacao kernel é um suavizador de média mdvel que usa
uma funcao de peso ou kernel, para calcular a média das obser-
vagdes. A figura mostra a suavizagao kernel da série SOI, onde
m; é agora

n
me=>_ wi(t)x;,
i=

onde .
t—i t—j
) =K(57)/ LK ()

sdo os pesos e K(-) é uma funcdo kernel. Este estimador,
que foi originalmente explorado por Parzen (1962) e Rosenblatt
(1956b). Neste exemplo, e normalmente, o kernel normal, K(z) =

7= exp (—2%/2), é utilizado.
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