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Aregressao classica é frequentemente insuficiente para explicar
toda a dinamica interessante de uma série temporal. Em vez
disso, a introdugao de correlagdo que pode ser gerada através
de relages lineares defasadas leva a propor os modelos autore-
gressivos (AR) e os modelos de média mével autorregressivos
(ARMA), apresentados em Whittle (1951).

A adigdo de modelos nado estacionarios a mistura leva ao mo-
delo de média mével integrado autorregressivo (ARIMA), popu-
larizado no trabalho de referéncia de Box e Jenkins (1970). O
método Box-Jenkins para identificar os modelos ARIMA é apre-
sentado aqui, juntamente com técnicas de estimagao e previsao
de parametros para esses modelos.
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Os modelos autorregressivos baseiam-se na ideia de que o valor
atual da série X;, pode ser explicado como uma funcgao de p va-
lores passados, X;_1,X;_2, - - - , Xt_p, onde p determina o numero
de etapas no passado necessarias para prever o valor atual.

Como um caso tipico, lembremos do Exemplo 1.10, no qual os
dados foram gerados usando o modelo

Xi = X¢_1 — 0.90%;_o + Wi,

onde W; é um ruido branco gaussiano com Uvzv =1

Agora assumimos que o valor atual é uma funcéo linear parti-
cular de valores passados
wn
n+1 - Xn - 0.90Xn_'|,

onde a quantidade no lado esquerdo indica a previsao no proxi-
mo periodo n + 1 com base nos dados observados, Xj, - - - , X,.
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Definigao Ill.1. Modelo autorregressivo de ordem p.

Dizemos que {X;} satisfaz um modelo autorregressivo de ordem
p ou simplesmente AR(p) se

Xt = g1 Xeo1 + P2 Xeo + - + PpXt—p + Wi,

onde X; é estacionario, W; ~ N(O,avzv) € um ruido branco e
&1, P2, -+, pp SAO constantes tais que ¢p # 0.

A esperanga de X; satisfazendo um modelo autorregressivo é
zero. Caso seja E(X;) = 1 # 0 podemos substituir X; por X; — i
e temos

Xt = a+ g1 Xpo1 + poXe—o + -+ + GpXep + Wy,
sendo o = p(1— g1 — g — -+ — ¢p).
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Notamos que o modelo acima é semelhante ao modelo de re-
gressao da Secao II.1. Algumas dificuldades técnicas, entretanto,
se desenvolvem na aplicagao desse modelo porque os regresso-
res X;_1,Xt_2,--- ,Xt—p, S80 componentes aleatdrios, enquanto
Z; foi considerado fixo.

Uma forma util segue usando o operador de retardo B para es-
crever o modelo AR(p) como

(1= ¢1B — ¢2B” — - — ¢pBP)X¢ = Wi

ou ainda de forma mais concisa como ¢(B)X; = W;.
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Definicao Ill.2. Operador autorregressivo de ordem p.
Definimos o operador autorregressivo de ordem p como

$(B) = (1= $1B — $2B” — --- — ¢pBP)-

Exemplo I11.1. Modelo AR(1).

Iniciamos a investigagdo de modelos de AR considerando o
modelo de primeira ordem, AR(1), dado por X; = ¢X;_q + W
Iterando para tras k vezes, conseguimos

Xt = oXio1 + Wi = ¢(dXi—g + Wiq) + Wy

k—1

= Xkt Z ¢thfj'

j=0

v
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Este método sugere que se |¢| < 1e sup; Var(Xt) < 00, podemos
representar o modelo AR(1) como um processo linear da forma

0 .
Xe = JWe
j=0
O modelo AR(1) definido acima é estacionario com média
= Z ¢jE(Wt—j) =0
=0

e fungao de autocovariancia

v(h) = Cov(Xein,Xt) = E (ZWWt+h—1)<i¢kWt—k>
k=0

(9] o ) 0'2(;5h
ST W R

2 Y
j=0 j=0 ¢
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Recordemos que y(h) = ~(—h), entdo vamos exibir apenas a
fungdo de autocovariancia para h > 0. Assim, obtemos que o
ACF de um modelo AR(1) é da forma

O
p(h) - ’7(0) ¢7 h>0>

e p(h) satisfaz a recursao

Discutiremos o ACF de um modelo geral AR(p) na Secéo I11.3.
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Defini¢ao 111.3. O modelo de médias moveis de ordem gq.

O modelo de médias moéveis de ordem g ou MA(q) é definido
como

Xt == Wt + 91 Wt,1 + 02Wt,2 + -+ ant_q,

onde Wi ~ N(O,a%) independentes e 64,67, -- ,6q, g # 0 s&o
parametros.

v

O sistema é o mesmo que o da média moével infinita definida
como o processo linear

o)
Xe = Y Wiy = p(B)W,,
j=0
ondeyg = 1,¢; = 6, paraj = 1,--- ,q e ¢y = 0 para outros
valores.
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Podemos também escrever o processo MA(q) na forma equiva-
lente
Xt = 0(B)W,

utilizando a seguinte definigao.

Definigao Ill.4. O operador de médias mdveis.
O operador de médias mdveis é definido como

0(B) = 1+ 6B + 058> + - - - + 04B9-

Ao contrario do processo autoregressivo, o processo de médias
modveis é estaciondrio para quaisquer valores dos parametros
6h,--- ,0q detalhes desse resultado s&o fornecidos na Segéo
l.3.
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Definigdo I11.5. Modelo ARMA(p, q).

A série temporal {X; : t = 0,41,4+2,---} é ARMA(p,q) se é
estacionaria e

Xt = ¢p1Xeo1+ -+ GpXe—p + We + O Wi + - - + 0gWe_g,

2 A ~
onde ¢p # 0,0 # 0 e o} > 0. Os pailrgmetrcl)s p e g sao
chamados ordens autorregressivas e de médias moveis, respec-
tivamente. Se X; tiver uma média p diferente de zero, definimos

a=pu(1—¢1—--- — ¢p) e escrevemos o modelo como

Xt = a+ X+ OpXep + We + 01We g + - - + 0gWi—g,

onde W; ~ N(0, 02) independentes.

Anélise de Séries Temporais Fernando Lucambio



itorregressivos de médias moveis Autocorrelagdo

900000

Comecgamos exibindo o ACF de um processo MA(q), X; = 6(B)Ws,
onde §(B) =1+ 61B + - - - + 64B9. Porque X; € uma combinagéo
linear finita de termos de ruido branco, o processo é estacionario

com média
q

E(X;) = ZejE(Wt_j) =0,
j=0

onde escrevemos 6y = 1 e com fungao de autocovariancia

q q
v(h) = Cov(Xeyn, Xt) = Cov [ > Weinj > OWig

j=0 k=0
q—h
= ‘75/ Zej9j+ha quando 0<h<gq
j=0
0, quando h >gq
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Lembrando que ~y(h) = ~(—h), por isso somente exibiremos os
valores para h > 0. Observe que +(q) ndo pode ser zero porque
84 # 0. O corte de (h) apos g lags é a assinatura do modelo
MA(q). Dividindo a expressao acima por ~(0) produz o ACF de

um MA(q):
g—h
> Ofjh
p(h) = /=0 ando 1<h<
T+07 4+ + 65 a =n=q
0, quando h>gq
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Para um modelo ARMA(p, q), #(B)X: = 6(B)W;, onde os zeros de
¢(z) estéo fora do circulo unitario, escrevamos

Xe = Wiy
j=0

Segue-se imediatamente que E(X;) = 0 e a fungdo de autoco-
variancia de X; é

v(h) = CoV(Xen, Xe) = 05> djthyp, h>0
j=0

Dividindo por ~(0) nos permitira resolver para o ACF, p(h) = ~(h)/~(0).
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Exemplo 111.13. O ACF para um modelo AR(p).

No Exemplo 111.10 consideramos o caso p = 2. Numa situacao
geral, segue que

p(h) —¢1p(h—1) — - —gpph—p) =0,  h=>p:
Sejam zq,--- ,z, as raizes de ¢(z), cada com multiplicidade

mq, - - ,my, respectivamente, onde my + --- + m, = p. Entao,
a solucao geral é

1 1 1
21 22 Zr

onde P;(h) € um polinémio em h de graum; — 1.
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Exemplo I11.14. O ACF para um modelo ARMA(1,1).

Consideremos o processo ARMA(1,1) dado por X; = ¢X;_1 +
OW;_1 + W;, onde |¢| < 1. Com base na equagd@o homogénea
geral para o ACF de um processo ARMA causal, a fungao de au-
tocovariancia satisfaz

V(h)_asPY(h_’l):O’ h:273a""
e segue que, a solugao geral é;
V(h):C¢h7 h:1727"'7

com condic¢des iniciais

1(0) = ¢y(1) +02(1+ 06 +62) e ~(1) = ¢7(0) + o26-

v
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Exemplo I11.14. O ACF para um modelo ARMA(1,1).
Portanto, a solugao especificaparah > 1¢é

() (14 60)(6+6)
i) = T = o2

1.

Finalmente, dividindo por v(0) produz o ACF

(1+0¢)(¢ +0)
1+ 200 + 62

ph) = ¢l h=1

Observe que o padréo geral de p(h) versus h acima néo é diferen-
te do de um AR(1). Portanto, é improvavel que possamos dife-
renciar entre um ARMA(1,1) e um AR(1) baseado somente em
um ACF estimado a partir de uma amostra. Essa consideragao
nos levara a fungao de autocorrelagao parcial.

v
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Vimos que para modelos MA(q) o ACF sera zero para lags ou de-
fasagens maiores que q. Além disso, porque ¢4 # 0, 0 ACF néo
sera zero no atraso ou lag gq. Assim, o ACF fornece uma quanti-
dade consideravel de informagdes sobre a ordem da dependén-
cia quando o processo é de médias mdveis. Se o0 processo, ho
entanto, € ARMA ou AR, o ACF sozinho nos diz pouco sobre as
ordens de dependéncia. Assim, vale a pena buscar uma fungao
que se comportara como o ACF dos modelos MA, mas para os
modelos AR, a saber, a fungao de autocorrelagao parcial (PACF).

Lembre-se que se X, Y e Z forem variaveis aleatérias, entao a co-
rrelag&@o parcial entre X e Y, dada por Z, € obtida pela regresséo
de X em Z para obter X, regredindo Y em Z para obter Y e entéao
calculando R R

= Corr(X = X,Y —Y)-

Pxviz
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Definicdo 111.9. A funcgdo de autocorrelagéo parcial (PACF).

A funcgdo de autocorrelagéo parcial (PACF) de um processo esta-
cionario, X;, denotada por ¢ p, parah =1,2,--- €

$11 = Corr(Xe1,Xt) = p(1)

dnp = Corr(Xpyp — Xish, Xe — )A(t), h>2.

O PACF ¢y, , € a correlagéo entre X, € X; com a dependéncia
linear de {X;,1, -, X¢1n_1} em cada, removido. Se o processo
Xt € gaussiano, entéo ¢p p = Corr(Xepp, Xt| X1, - -+, Xipn_1), isto
€, ¢ p € 0 coeficiente de correlagéo entre X, , € X; na distribuigéo
bivariada de (X;,p, Xt) condicional em {X; 1, -+, X¢ip_1}-
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Exemplo I11.15. A PACF para um modelo AR(1).
Considere a PACF do processo AR(1) dado por X; = ¢X;_1 + W;,
com |¢| < 1. Por definigéo, ¢11 = p(1) = ¢. Para calcular ¢; 5,

considere a regressao de X;,» em X1, digamos X2 = BXti1.
Escolhemos 8 minimizando

E(Xes2 — Xer2)” = E(Xey2 — BXes1)? = 7(0) = 287(1) + 824(0)-

Tomando derivadas em relacao a 3 e definindo o resultado igual
a zero, temos 5 = v(1)/v(0) = p(1) = ¢. Em seguida, considere
a regressao de X; em X;,4, digamos )A(t = [(X¢y1. Escolhemos
minimizando

E(Xt —Xe)? = E(Xt — BXe1) = 7(0) — 26+(1) + %9(0)-
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Exemplo 111.15. A PACF para um modelo AR(1).

Esta é a mesma equacao de antes, entdo g = ¢. Consequente-
mente,

¢2,2 = COrr(Xt+2 — )?H_Q,Xt — )?t)
= Corr(Xty2 — ¢Xty1, Xt — ¢Xi 1)
= Corr(Wii2, Xt — ¢pXt11) = 0,

por causalidade.

Portanto, ¢, = 0. No proximo exemplo, veremos que neste
caso, ¢pp = 0 paratodo h > 1.
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Exemplo 111.16. O PACF para um modelo AR(p).

Este modelo implica que X;, = Z}; GiXt1h—j + Wiip, Onde as
raizes de ¢(z) estado fora do circulo unitario. Quando h > p, a
regressdo de Xp.p em {Xey1, -+, Xern_1}, 6

p
Xiih = Z¢jxt+h—j'
=1

Ainda nao provamos este resultado, mas vamos provar isso na
proxima segao. Assim, quando h > p,

$hp = Corr(Xesh — Xern, Xe — Xt) = Corr(Wyyp, Xe — Xp) = 0,

porque, pela causalidade, X; — )?t depende somente de
{Wt+h—1a Wt+h—27 to }
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Exemplo 111.18. Analise preliminar da série de Recrutamento.

Consideramos o problema de modelagem da série Recruta-
mento mostrada no Exemplo 1.5. H4 453 meses de Recruta-
mento observado variando ao longo dos anos 1950 a 1987. O
ACF e o PACF amostrais, mostrados na figura abaixo, sdo con-
sistentes com o comportamento de um AR(2). O ACF tem ciclos
correspondendo aproximadamente a um periodo de 12 meses e
o PACF tem valores grandes parah = 1,2 e, em seguida, é essen-
cialmente zero para atrasos ou lag de ordem superior.

Esses resultados sugerem que um modelo autorregressivo de
segunda ordem, ou seja, p=2 pode fornecer um bom ajuste.
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Exemplo 111.18. Analise preliminar da série de Recrutamento.

Embora discutiremos a estimagcdao em detalhes na Secao
lIl.5, executamos uma regressao usando os trios de dados

{(X:Z1,22) (X3 X2, X1), (Xai X3,X2), -+, (X453; Xas2, Xas1)}
para ajustar um modelo da forma

Xt = ¢o + ¢1Xt—1 + P Xi—2 + Wy,

parat = 3,4,--- 453 As estlmatlvas e 0s erros padrdo (entre
parénteses) séo ¢0 = 6.74(1), b1 =1. 35(0.04), ¢y = —0. 460.04)
Uvzv = 89.72.
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> library(astsa)
> acf2(rec, 48) # produzindo valores e um grafico
> (regr = ar.ols(rec, order=2, demean=FALSE, intercept=TRUE))

Call:
ar.ols(x = rec, order.max = 2, demean = FALSE, intercept = TRUE)

Coefficients:
1 2
1.3541 -0.4632

Intercept: 6.737 (1.111)

Order selected 2 sigma~2 estimated as 89.72

> regr$asy.se.coef # erros padrfo das estimativas
$x.mean

[1] 1.110599

$ar
[1] 0.04178901 0.04187942
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