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Nas Parte | e Parte Il vimos que se X; é um passeio aleatorio,
Xt = Xi—1 + W;, entdo por diferenciagao de X;, achamos que
VX = W; é estacionario. Em muitas situagdes, séries tempo-
rais podem ser consideradas como sendo compostas por dois
componentes, um componente de tendéncia ndo estacionario e
um componente estaciondrio de média zero. Por exemplo, na
Secao II.1, consideramos o0 modelo

Xt = pt+ VY,

onde ur = o+ it e Y é estacionario. Diferenciar esse processo
levara a um processo estacionario:

VXt = Xt = Xem1 = B1+ Y=Y = B+ Ve

0 modelo ARMA integrado ou ARIMA é uma ampliagao da classe
de modelos ARMA para incluir a diferenciagao.
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Defini¢ao II1.11. Modelo ARIMA.
O processo X; é dito ser ARIMA(p, d, q) se

viX; = (1—B)iX,
€ ARMA(p, q). Em geral, vamos escrever o modelo como
¢(B)(1~ B)'X; = 6(B)W:-
Se E(VdXt) = u, escrevemos o modelo como
$(B)(1—B)Xt = &+ 6(B)W,

onded = p(1—¢1— -+ — ¢p).
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Deve ficar claro que, como Y; = V9X; é ARMA, podemos usar os
métodos da Secao lll.4 para obter previsdes de Y;, que, por sua
vez, levam a previsoes para X;. Por exemplo, se d = 1, dadas
as previsées Y ,param = 1,2,--- ,temos Y], ,, = X}, —

n
n+m—1, de modo que

n __yn n
n+m — Yn+m +X n+m-1s

com condigé&o inicial XJ_ ; = Y} ; + Xp, notando que X7 = X.

E um pouco mais dificil obter os erros de previsdo P, ,,, mas
para grandes n, a aproximacao usada na Secgao lll.4, funciona
bem. Ou seja, o erro de previsdao do quadrado médio pode ser

aproximado por
m—1

n+m =0 waz

j=0
sendo ¢*2 o coeficiente de Z em ¢*(2) = 0(z)/(¢(2)(1 — 2)).
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Exemplo 111.37. Passeio aleatério com tendéncia.

Para fixar ideias, comegamos considerando o passeio aleatério
com modelo de tendéncia apresentado primeiro no Exemplo I.11,
ou seja,

Xt = 0+ Xi_1 + Wy,

parat = 1,2,--- e Xg = 0. Tecnicamente, o modelo nao é
ARIMA, mas podemos inclui-lo trivialmente como um modelo
ARIMA(0,1,0). Dados Xj,---,X,, a previsdo de um passo a
frente é dada por

Xn +1 — E(Xn 1‘Xn7 7X1) = 5+Xn

A previséo de dois passos a dada por X, , = d +X] . ; = 20 + X
e, consequentemente, a previsdo de m-passos a frente, param =
1,2, é

ham = Md + Xp-

4
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Exemplo I11.38. IMA(1,1) e EWMA.

O modelo ARIMA(0,1,1) ou IMA(1,1) é de interesse porque
muitas séries temporais econdmicas podem ser modeladas
com sucesso dessa maneira. Além disso, o modelo leva a um
método de previsao frequentemente usado e abusado, chamado
de médias moéveis exponencialmente ponderadas ou EWMA (Ex-
ponentially Weighted Moving Averages).

Vamos escrever o modelo como
Xt = Xeo1 + We — AW,

com [A\| < 1, parat = 1,2,--- e Xy = 0, porque este modelo
€ mais fdcil de se trabalhar aqui e leva a representagao padrao
para EWMA.
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Métedo Holt-Winters

Este método de previsao é popular porque é facil de usar, pre-
cisamos apenas reter o valor da previsdo anterior e a observagéao
atual para prever o préximo periodo de tempo.

Infelizmente, como sugerido anteriormente, o método é frequen-
temente abusado porque alguns analistas ndo verificam se as
observagdes seguem um processo IMA(1,1) e muitas vezes ar-
bitrariamente escolher valores de \.

A seguir, mostramos como gerar 100 observagdes de um mo-
delo IMA(1,1) com A = —0 = 0.8 e depois calcular e exibir o
EWMA ajustado sobreposto aos dados. Isso é feito usando o
comando Holt-Winters em R, veja o arquivo de ajuda ?HoltWin-
ters para detalhes:
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> set.seed(666)
> x = arima.sim(list(order = c(0,1,1), ma = -0.8), n = 100)
> (x.ima = HoltWinters(x, beta=FALSE, gamma=FALSE))
Holt-Winters exponential smoothing without trend and
without seasonal component.

Call:
HoltWinters(x = x, beta = FALSE, gamma = FALSE)

Smoothing parameters:
alpha: 0.1663072
beta : FALSE
gamma: FALSE

Coefficients:
[,1]
a -2.241533

> plot(x.ima, xlab="Tempo")
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Existem algumas etapas basicas para ajustar modelos ARIMA a
dados de séries temporais. Essas etapas envolvem:

» plotando os dados,

» possivelmente transformando os dados,

» identificar as ordens de dependéncia do modelo,
» estimagao dos parametros,

> diagnésticos e

» escolha do modelo.

Primeiro, como em qualquer andlise de dados, devemos cons-
truir um grafico de tempo dos dados e inspecionar o grafico em
busca de quaisquer anomalias. Se, por exemplo, a variabilidade
nos dados aumenta com o tempo, sera necessario transformar
os dados para estabilizar a variancia. Nesses casos, a classe de
transformagdes de poténcia Box-Cox, poderia ser empregada.
Além disso, pode-se sugerir uma transformacgao apropriada.
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Em exemplos os dados se comportam como X; = (1 + pt)X;_1,
onde p; é uma pequena alteragdo percentual do periodo t — 1
para t, que pode ser negativo. Se p; € um processo relativa-
mente estavel, entdo V log(X;) ~ p; sera relativamente estavel.
Frequentemente, V log(X;) € chamado retorno ou taxa de cresci-
mento.

Depois de transformar adequadamente os dados, o préximo pa-
sso é identificar os valores preliminares da ordem autoregres-
siva p, a ordem de diferenciagao d e a ordem de médias moéveis
g. Um grafico de tempo dos dados geralmente sugere se al-
guma diferenciagao seja necessaria. Se a diferenciagao for so-
licitada, fazendo a diferenca dos dados umavezd = 1, e in-
specione o grafico de tempo de VX;. Se a diferenciagdo adi-
cional for necessaria, tente novamente a diferenciagao e inspe-
cione um gréafico de tempo de V2X;.
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Além dos graficos de tempo, o ACF amostral pode ajudar a in-
dicar se adiferenciagédo é necessaria. Como o polindmio ¢(z)(1—
z)9 tem uma raiz unitaria, o ACF amostral 5(h), ndo decaira a zero
rapido quando h aumenta. Assim, um decaimento lento em p(h)
€ uma indicagdo de que a diferenciagdo pode ser necessadria.

Quando os valores preliminares de d foram estabelecidos, o pré-
ximo passo é olhar para o ACF e o PACF amostrais de V9X; para
quaisquer valores de d que tenham sido escolhidos. Como es-
tamos lidando com estimativas, nem sempre ficard claro se o
ACF ou o PACF amostral estd diminuindo ou cortando. Além
disso, dois modelos aparentemente diferentes podem ser muito
semelhantes. Com isso em mente, ndo devemos nos preocupar
em ser tao precisos neste estagio do ajuste do modelo. Neste
ponto, alguns valores preliminares de p, d e g devem estar a mao,
e podemos comegar a estimar os parametros.
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Exemplo 111.39. Analise de dados do PIB.

Neste exemplo, consideramos a analise do PIB trimestral dos
EUA do primeiro trimestre de 1947 ao terceiro trimestre de 2002,
n = 223 observagdes. Os dados sdo o Produto Interno Bruto
real dos EUA em bilhGes de délares de 1996 encadeados e foram
ajustados sazonalmente. Os dados foram obtidos do Federal
Reserve Bank of St. Louis. A figura abaixo mostra um grafico dos
dados, digamos, Y;. Como a tendéncia forte tende a obscurecer
outros efeitos é dificil ver qualquer outra variabilidade nos da-
dos, exceto por grandes quedas periédicas na economia.
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O cédigo R para construirmos a figura acima e o ACF e PACF é
0 seguinte:

> par(mfrow = c(1,1), mar=c(3,3,1,1), mgp=c(1.6,.6,0), pch=19)
> plot(gnp, xlab="Tempo", ylab="Bilhdes de Ddlares",
main="PIB trimestral dos Estados Unidos")
> grid()
> acf2(gnp, 50)

Quando sao apresentados relatérios do PIB e indicadores econo-
micos similares, geralmente é na taxa de crescimento ou varia-
¢ao percentual e ndo nos valores reais ou ajustados que presta-
se interesse. A taxa de crescimento, digamos, X; = Vlog(Y:) é
plotada na figura embaixo e parece ser um processo estavel.

Anélise de Séries Temporais Fernando Lucambio



RIMA. Modelos integr ara dados néo cionarios Residuos para modelos ARIMA

000000@000000000000000

Series: gnp
@ ]
= -
&
Lo |
R
= -
T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12
LAG
© ]
=
L(E -
257
S e O s [ B
(=] -
T T T T T T T T T T
0 2 4 5] 8 10 12
LAG

Andlise de



RIMA. Modelos integrados para dados nao estaciondrios Residuos para modelos ARIMA

0000000800000 000000000

> gnpgr = diff(log(gnp)) # taxa de crescimento

> plot(gnpgr, xlab="Tempo", ylab=expression(paste(nabla,log,"(",Y[t],")
> abline(h=mean(gnpgr), lwd=2, col="darkblue")

> text (1975, 0.04, "Taxa de crescimento do PIB ", col="darkred")

= Taxa de crescimento do PIB

001 002
1 1
—=
—_—
——
=
F—

Viog(Y,]
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A fungoes ACF e PACF amostrais da taxa de crescimento trimes-
tral esta representadas na figura abaixo. Inspecionando as ACF
e PACFa mostrais, podemos sentir que o ACF esta cortando no
lag ou atraso 2 e o PACF esta diminuindo.

Isto sugeriria que a taxa de crescimento do PIB segue um pro-
cesso MA(2) ou que o log do PIB segue um modelo ARIMA(0,1,2).
Em vez de focar em um modelo, também sugeriremos que parece
que o ACF esta diminuindo e o PACF esta cortando na defasagem
1. Isso sugere um modelo AR(1) para a taxa de crescimento ou
ARIMA(1,1,0) para logartimo do PIB. Como uma andlise prelimi-
nar, vamos encaixar ambos os modelos.
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> acf2(gnpgr, 24)

Usando a estimagao por maxima verossimilhanga para ajustar o
modelo MA(2) para a taxa de crescimento X;, 0 modelo estimado
é

X; = 0.0080.001) + 0.303(g 065) W1 + 0.204(0 g64) Wy_2 + Wi,

onde 5, = 0.0094 com 219 graus de liberdade. Os valores entre
parénteses correspondem aos erros padrao estimados. Todos
os coeficientes de regressao sao significativos, incluindo a cons-
tante.

> sarima(gnpgr, 0, 0, 2) # MA(2)
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Exemplo 111.39. Anélise de dados do PIB (continuagdo).

Fazemos uma nota especial disso porque, como padrao, alguns
pacotes computacionais ndo ajustam uma constante em um
modelo diferenciado. Ou seja, esses pacotes assumem, por
padrao, que nao ha desvio. Neste exemplo, ndo incluir uma cons-
tante leva a conclusdes erradas sobre a natureza da economia
dos EUA. Anaoinclusdao de uma constante assume que ataxa de
crescimento média trimestral é zero, enquanto a taxa de cresci-
mento trimestral média do PIB dos EUA é de cerca de 1%, o que
pode ser visto facilmente na figura da taxa de crescimento.

O modelo AR(1) estimado é

X = 0.008g gg1)(1 — 0.347) + 0.347(g 63 X¢_1 + Wi,

onde 5, = 0.0095 com 220 graus de liberdade, observe que a
constante na expressao acima é 0.008(1-0.347)=0.005.

v

Anélise de Séries Temporais Fernando Lucambio




M

ydelos ARIMA. Modelos integrados para dados nao estaciondrios

a4

ACF

p value
02 04 06 08 10
I

00

Model: (1,0,0)

Residuos para modelos ARIMA
0000000000000 e00000000

Standardized Residuals

T
1950

T
1960

ACF of Residuals

T T T T
1970 1980 1990 2000

Normal Q-Q Plot of Std Residuals

&

-1 0 1
Theoretical Quantiles.

p values for Ljung-Box statistic

0
LAG (H)




Modelos ARIMA. Modelos integrados para dados nédo estacionarios Residuos para modelos ARIMA

0000000000000V e0000000

O préximo passo no ajuste do modelo é o diagndstico. Esta in-
vestigacgao inclui a analise dos residuos, bem como compara-
¢Oes de modelos. Mais uma vez, o primeiro passo envolve um
grafico de tempo das inovagdes ou residuos X; — X{‘1 ou das
inovagoes padronizadas

yt—1

_ Xt — X
- )

/pt—1

Pt
onde X{‘1 € a previsao de X; com um passo a frente com base
no modelo ajustado e P!~ é a varidncia estimada do erro de
um passo a frente. Se o modelo se encaixa bem, os residuos
padronizados devem se comportar como uma sequéncia inde-
pendente e identicamente distribuida com média zero e varian-

cia um. O grafico de tempo deve ser inspecionado para quais-
quer desvios Obvios desta suposicao.
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A investigacao da normalidade marginal pode ser realizada vi-
sualmente, observando-se um histograma dos residuos. Além
disso, um grafico de probabilidade normal ou um grafico Q-Q
pode ajudar a identificar desvios da normalidade.

Existem varios testes de aleatoriedade, por exemplo, o teste de
execucgao, que pode ser aplicado aos residuos. Poderiamos tam-
bém inspecionar as autocorrelagdes amostrais dos residuos, di-
gamos, p.(h), para quaisquer padrdes ou valores grandes.

Lembre-se de que, para uma sequéncia de ruido branco, as auto-
correlagdes amostrais sdo aproximadamente independentes e
normalmente distribuidas com média zero e variancia 1/n. Por-
tanto, uma boa verificagao na estrutura de correlagao dos resi-
duos é tracar p.(h) versus versus h juntamente com os limites
de erro de +2/+/n.
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Os residuos de um ajuste de modelo, ndo terao exatamente as
propriedades de uma sequéncia de ruido branco e a variancia
de p.(h) pode ser muito menor que 1/n. Esta parte dos diagnos-
ticos pode ser vista como uma inspecéo visual de p.(h) com a
principal preocupacao sendo a detecgao de desvios 6bvios da
suposigao de independéncia.

Além de mostrar o p.(h), podemos realizar um teste geral que
leva em consideragao as magnitudes de p.(h) como um grupo.
Por exemplo, pode ser o caso de, individualmente, cada p.(h)
ser pequeno em magnitude, digamos, cada um é ligeiramente
menor que 2/+/n em magnitude, mas, coletivamente, os valores
sdo grandes. A estatistica Q de Ljung-Box-Pierce dada por

pe(h)
n —

9

H
Q=n(Mn+2))

h=1
pode ser usada para realizar tal teste.

Anélise de Séries Temporais Fernando Lucambio




Modelos ARIMA. Modelos integrados para dados ndo estacionarios Residuos para modelos ARIMA

0000000000000 0000e0000

0 valor H na expressao acima é escolhido arbitrariamente, tipi-
camente, H = 20. Sob a hipo6tese nula de adequagao do modelo,
assintoticamente, Q ~ Xﬁ_p_q- Assim, rejeitariamos a hipotese
nula no nivel « se o valor de Q exceder o valor do quantil 1— « da
distribuicao X%_p_q- A ideia basica é que se W; é ruido branco,
ent&o por Proposicdo 1.2,np3,(h) parah = 1,- - -, H, sdo variaveis
aleatdrias assintoticamente independentes com distribuigdo X12-
Isso significa que

é aproximadamente uma variavel aleatéria com distribuic&o .
Como o teste envolve o ACF dos residuos de um ajuste de mo-
delo, ha uma perda de p 4 q graus de liberdade; os outros termos
sdo usados para ajustar a estatistica para melhor corresponder
a distribuicao qui-quadrada assintoticamente.
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Exemplo 111.40. Diagndsticos para o exemplo da taxa de
crescimento do PIB.

Vamos nos concentrar no ajuste MA(2) do Exemplo 111.39; a
analise dos residuos do modelo AR(1) é semelhante. A figura
mostra um grafico dos residuos padronizados, o ACF dos resi-
duos, um boxplot dos residuos padronizados e os p-valores as-
sociados a estatistica-Q nas defasagens H = 3 até H = 20, com
H — 2 graus de liberdade.

A inspecao do grafico de tempo dos residuos padronizados na
figura ndo mostra padroes 6bvios. Observe que pode haver
outliers, com alguns valores excedendo 3 desvios padrdo em
magnitude. O ACF dos residuos padronizados ndo mostra nen-
hum desvio aparente das premissas do modelo e a estatistica Q
nunca é significativa nas defasagens mostradas. O grafico Q-Q
normal dos residuos mostra que a suposicao de normalidade é
razoavel, com excegao dos possiveis outliers.

4
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A etapa final do ajuste do modelo é a escolha do modelo ou a
selecdo do modelo. Ou seja, devemos decidir qual modelo ire-
mos reter para previsao. As técnicas mais populares, AIC, AlCc
e BIC, foram descritas na Segéo II.1 no contexto de modelos de
regressao.

Exemplo 111.43. Escolha do modelo para a série do PIB dos EUA.

Retornando a andlise dos dados do PIB dos EUA apresentados
no Exemplo 111.39 e Exemplo 111.40, lembremos que dois modelos,
um AR(1) e um MA(2), se ajustam bem a taxa de crescimento do
PIB. Para escolher o modelo final, comparamos o AIC, 0 AlCc e o
BIC para ambos os modelos. Esses valores sao um subproduto
das execugdes do comando sarima exibidas no final do Exem-
plo 111.39 mas, por conveniéncia, exibimos novamente aqui lem-
brando que os dados da taxa de crescimento estao no objeto

gnpgr:
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> # AR(1)

> sarima(gnpgr, 1, 0, 0, details = FALSE)$AIC
[1] -6.44694

> sarima(gnpgr, 1, 0, 0, details = FALSE)$AICc
[1] -6.446693

> sarima(gnpgr, 1, 0, 0, details = FALSE)$BIC
[1] -6.400958

> # MA(2)

> sarima(gnpgr, 0, 0, 2, details = FALSE)$AIC
[1] -6.450133

> sarima(gnpgr, 0, 0, 2, details = FALSE)$AICc
[1] -6.449637

> sarima(gnpgr, 0, 0, 2, details = FALSE)$BIC
[1] -6.388823

AIC e AlICc preferem o ajuste MA(2), enquanto o BIC prefere o
modelo AR(1) mais simples. Geralmente, o BIC selecionarda um
modelo de ordem menor que o AIC ou AlCc. Nao é irracional
manter o AR(1) porque os modelos autorregressivos puros sdo
mais faceis de trabalhar. )
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