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Vamos nos concentrar na abordagem do dominio da frequéncia
para analise de séries temporais. Argumentamos que o conceito
de regularidade de uma série pode ser melhor expresso em ter-
mos de variagdes periddicas do fendbmeno subjacente que pro-
duziu a série.

Muitos dos exemplos vistos sdo séries temporais que sao orien-
tadas por componentes periddicos. Por exemplo, a gravacgao da
fala no Exemplo I.3 contém uma mistura complicada de frequén-
cias relacionadas a abertura e ao fechamento da glote. O SOI
mensal exibido no Exemplo 1.5 contém duas periodicidades, um
componente periodico sazonal de 12 meses e um componente
El Nifio de cerca de trés a sete anos. De interesse fundamental é
o periodo de retorno do fenémeno El Nifio, que pode ter efeitos
profundos no clima local.
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Uma parte importante da andlise de dados no dominio da fre-
guéncia, bem como no dominio do tempo, é a investigagao e ex-
ploragao das propriedades do filtro linear invariante no tempo.

Essa transformacao linear especial é usada de forma semelhan-
te a regressao linear na estatistica convencional e usamos mui-
tos dos mesmos termos no contexto de séries temporais.

Muitas escalas de frequéncia coexistem, dependendo da natu-
reza do problema. Por exemplo, no conjunto de dados da John-
son Johnson no Exemplo 1.1, a frequéncia predominante de os-
cilagao é de um ciclo por ano, 4 trimestres, ou w = 0.25 cic-
los por observagao. A frequéncia predominante nas séries de
SOl e populagdes de peixes no Exemplo 1.5 é também um ci-
clo por ano, mas isso corresponde a 1 ciclo a cada 12 meses
ouw = 1/12 = 0.083 ciclos por observagao.
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Ja encontramos a nogao de periodicidade em numerosos exem-
plos nas Parte |, Il e lll. A nogao geral de periodicidade pode ser
tornada mais precisa introduzindo alguma terminologia. Para
definir a taxa na qual uma série oscila, primeiro definimos um ci-
clo como um periodo completo de uma fungao seno ou cosseno
definida ao longo de um intervalo de tempo unitario. Como no
Exemplo 1.12, consideramos o processo periddico

Xi = Acos (21wt + ¢),

parat = 0,+1,£2,---ondew é umindice de frequéncia, definido
em ciclos por unidade de tempo com A determinando a altura ou
amplitude da fungao e ¢, chamada fase, determinando o ponto
inicial da fungao cosseno. Podemos introduzir variagéo aleatéria
nesta série temporal permitindo a amplitude e fase para variar
aleatoriamente.
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Como discutido em exemplos, para fins de analise de dados, é
mais facil usar a identidade trigonométrica

cos(a £ ) = cos(a) cos(3) F sin(a) sin(B),
€ escrever a expresséo acima como
Xt = Uqcos (27rwt) + Us sin (27rwt),

onde U; = Acos(¢) e Uy = —Asin(¢) sdo frequentemente con-
siderados como variaveis aleatdorias normalmente distribuidas.

Neste caso, a amplitude é A = /U? + U3 e a fase é

o= tan™ (— U2/U1)
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A partir desses fatos podemos mostrar que se, e somente se,
A e ¢ sdo varidveis aleatdrias independentes, onde A% ~ x?(2)
e ¢ ~ U(—m,7), entdo U; e U, s@o varidveis aleatérias normais
padronizadas.

Se assumirmos que U; e U, sao variaveis aleatorias nao correla-
cionadas com média 0 e variancia o2, entdo X; é estacionéria
com média E(X;) = 0 e, escrevendo

Ct = cos (2mwt) e St = sin (27wt),
a fungao de autocovariancia assume a forma
v (h) = Cov(Xeip,Xt) = o?cos(2nwh),

utilizando a relagéo cos(«+ 3) mencionada acima e notando que
Cov(Us,Uz) = 0. Entdo, vemos que

Var(Xy) = 7,(0) = o*
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O processo aleatério
Xt = Uscos (2rwt) + Uz sin (2mwt),

é funcao da sua frequéncia w. Para w = 1, a série faz um ciclo
por unidade de tempo; paraw = 0.50, a série faz um ciclo a cada
duas unidades de tempo; para w = 0.25, a cada quatro unidades
e assim por diante.

Em geral, para dados que ocorrem em pontos de tempo discre-
tos, precisaremos de pelo menos dois pontos para determinar
um ciclo, entdo a maior frequéncia de interesse é 0.5 ciclos por
ponto. Essa frequéncia é chamada de frequéncia de dobra e de-
fine a frequéncia mais alta que pode ser vista na amostragem
discreta. Frequéncias mais altas amostradas dessa maneira a-
parecerao em frequéncias mais baixas, chamadas aliases.
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Um exemplo é o modo como uma camera faz a amostragem
de uma roda giratéria em um automdvel em movimento em um
filme, no qual a roda parece estar girando a uma taxa diferente,
e as vezes para tras, o efeito da roda do vagao. Por exemplo,
a maioria dos filmes sdo gravados a 24 quadros por segundo
ou 24 Hertz. Se a camera estiver flmando uma roda que esteja
girando a 24 Hertz, a roda parecera ficar parada.

Considere uma generalizagdo que permite misturas de séries
periédicas com multiplas frequéncias e amplitudes,

q
X; = Z (Uk1 cos (27rwkt) + Ugs sin (27m)kt))7
k=1
onde Uy e Uy, parak = 1,2,--- ,q sdo variaveis aleatorias de

média zero ndo correlacionadas com variancias o7 e as wy s&o
frequéncias distintas.
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Pode-se mostrar que a fungao de autocovariancia do processo
é
q
= of cos (2rwh),
k=1

e notamos que a fungdo de autocovariancia é a soma de com-
ponentes periddicos com pesos proporcionais as variancias a,f.

Portanto, X; € um processo estacionario com média zero com
variancia
7,(0) = Var(X;) Zak,

exibindo a variancia global como uma soma de variancias de
cada uma das partes componentes.
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Exemplo IV.2. Estimacao e periodograma.

Para qualquer amostra de série temporal xq,X2,--- ,Xp, Onde n é
impar, podemos escrever, exatamente

(n—1)/2
Xt =ag + Z (a, cos (27tj/n) + bjsin (27rtj/n))

parat=1,---,n e coeficientes adequadamente escolhidos.

O ponto crucial aqui é que esta representagao é exata para qual-
quer amostra. Portanto, a série periddica com multiplas frequén-
cias e amplitudes, pode ser pensada como uma aproximagao
para a expressao acima, a ideia é que muitos dos coeficientes a
serem adequadamente escolhidos podem ser préximos de zero.

v
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Exemplo IV.2. Estimag&o e periodograma (continuagao).

Usando os resultados de regresséo, os coeficientes a; e b; séo
da forma Y-{_; xezj/ >_t_; 27, onde z; € um outro cos (27tj/n) ou
sin (2wtj/n). Pode-se demonstrar que > 7 , ztzj = n/2, quando
j/n # 0,1/2 entdo os coeficientes de regressao podem ser es-
critos como ag = X,

2 : 2~ .
aj = n;xtcos (2ntj/n) e b= n;xtsm (27tj/n)-
Em seguida, definimos o periodograma escalonado como sendo

P(j/n) = a? + b?,

e é de interesse porque indica quais componentes de frequéncia
sao grandes em magnitude e quais componentes sao pequenos.
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Exemplo IV.2. Estimacéao e periodograma (continuacgao).

O periodograma escalado é simplesmente a variancia amostral
em cada componente de frequéncia e, consequentemente, é
uma estimativa de sz correspondente a sinusoide que oscila a
uma frequéncia de w; = j/n.

Essas frequéncias especificas sdo chamadas de frequéncias de
Fourier ou frequéncias fundamentais.

Grandes valores de P(j/n) indicam quais frequéncias w; = j/n
sdo predominantes na série, enquanto valores pequenos de
P(j/n) podem estar associados a ruido. O periodograma foi in-
troduzido em Schuster (1898).
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Exemplo IV.2. Estimacéao e periodograma (continuagao).

A transformada discreta de Fourier (DFT) € uma média pondera-
da de valor complexo dos dados fornecidos, dada por

dij/n) = %thexp(—Zﬂitj/n)
t=1

1 n . ‘ n . ‘
= 5 ;XtCOS(ZWU/n)—I;thm(Zwtj/n)

paraj=0,1,--- ,n — 1, onde as frequéncias j/n sado as frequén-
cias de Fourier ou frequéncias fundamentais.
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Exemplo IV.2. Estimacéao e periodograma (continuacgao).

Devido a um grande numero de redundéncias no calculo, d(j/n)
pode ser calculado rapidamente usando a transformada rapida
de Fourier (FFT). Observe que

2 2
: 1 (¢ : T (=, :

|d(j/n)|> = - ;xtcos (2rtj/n) | + - ;xtsm (2rtj/n)

e é essa quantidade chamada de periodograma.

Podemos calcular o periodograma escalonado, utilizando o pe-
riodograma como

PU/n) = 2 dG/m
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Exemplo IV.2. Estimacéao e periodograma (continuagao).

O periodograma escalado de dados x; simulados é mostrado na
figura abaixo e identifica claramente os trés componentes x4, X¢2
e X3 de x;. Observe que

P(j/n) =P(1—j/n), j=0,1---,n—-1,

entdo ha um efeito de espelhamento na frequéncia de dobra-
mento de 1/2; consequentemente, o periodograma normalmente
nao é mostrado para frequéncias mais altas que a frequéncia de
dobramento.

Além disso, note que as alturas do periodograma escalado
mostrado na figura sdo P(6/100) = P(94/100) = 13,
P(10/100) = P(90/100) = 41, P(40/100) = P(60/100) = 85,
e P(j/n) = 0, caso contrario.
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Assumindo que os dados simulados, x, foram retidos do exem-
plo anterior, o cédigo R para reproduzir a figura acima é:

x1 = 2%cos(2*pi*1:100%6/100) + 3*sin(2*pi*1:100%6/100)
x2 = 4*cos(2xpi*1:100%10/100) + 5*sin(2*pix1:100%10/100)
x3 = 6*cos(2+pi*1:100%40/100) + 7*sin(2xpi*1:100%40/100)

x =x1 + x2 + x3

P = Mod(2*f£ft(x)/100)~2; Fr = 0:99/100

par (mfrow=c(1,1) ,mar=c(4,3,1,1) ,mgp=c(1.6,.6,0))

plot(Fr, P, type="o", xlab="Frequéncia",
ylab="Periodograma escalonado", pch=19)

V V. V V V V VvV

> grid()

Anélise de Séries Temporais Parte IV. Anali pectral e Filtragem Fernando Lucambio



IV.1 Comportamento ciclico e periodicidade densidade es

0000000000000 e0000000

o w=6/100 A*=13 o 0=10/100 A*=41
1 — 15—
B w -
= =8
il T T T T T il T T T T T
0 20 40 G0 80 100 0 20 40 60 80 100
Tempo Tempo
{ Z
o m=40/100 A" =85 Soma
o _|
o 2
o
2o = o
0
0|
o| w |
T T T T T T t T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Tempo Tempo




IV.1 Comportamento

0000000000000

Periodograma escalonado
40 B0 80
| | I

20
I

T T T T T
0.0 02 04 06 08 1.0
Frequéncia




IV.1 Comportamento ciclico e periodicidade IV.2 A densidade espectral .8 Mode regressdo defasada

0000000000000V 0e00000

Exemplo IV.3. Magnitude da Estrela.

Os dados na segunda figura embaixo sdo a magnitude de uma
estrela tirada a meia-noite por 600 dias consecutivos. Os da-
dos sdo retirados do texto cldssico: The Calculus of Observa-
tions, a Treatise on Numerical Mathematics, por E.T. Whittaker e
G. Robinson (1923, Blackie & Son, Ltd.).

O periodograma para frequéncias inferiores a 0.08 também é
exibido na figura; as ordenadas do periodograma para frequén-
cias superiores a 0.08 sao essencialmente zero. Observe que o
ciclo de 29 ~ 1/0.035 dias e o ciclo de 24 ~ 1/0.041 dias sdo os
componentes periddicos mais proeminentes dos dados.
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Exemplo IV.3. Magnitude da Estrela (continuagéo).

Podemos interpretar esse resultado conforme estamos obser-
vando um sinal modulado em amplitude. Por exemplo, suponha
que estamos observando sinal-mais-ruido, X; = s; + V4, onde
St = cos(2nwt) cos(2md t) e 6 é muito pequeno. Neste caso, o
processo ira oscilar na frequéncia w, mas a amplitude sera mo-
dulada por cos(27d t). Como

2 cos(a) cos(0) = cos(a + &) + cos(a — 9),

o periodograma dos dados gerados como X; tera dois picos
préoximos um do outro em. Observe isso na figura a seguir:
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Exemplo IV.3. Magnitude da Estrela (continuagéo).

Os comandos a seguir foram utilizados para gerar a figura acima,
permitem entendermos melhor a informacao fornecida pelo pe-
riodograma.

v

t = 1:200
X <- 2%cos(2*pix*.2%t)*cos(2*pi*x.01*t)
plot.ts(x, type="n", xlab="Tempo",

ylab=expression(2*cos (2*pi*0.2*t)*cos (2xpi*.01%t)))
lines(cos(2*pix.19%t)+cos(2*pi*.21%t), col=2) # the same
Px = Mod(fft(x))"2
plot(0:199/200, Px, type=’0’, pch=19) # periodograma

vV Vv

vV Vv

v
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Exemplo IV.3. Magnitude da Estrela (continuagéo).

n = length(star)

par (mfrow=c(2,1), mar=c(3,3,1,1), mgp=c(1.6,.6,0))

plot(star, ylab="Magnitude da Estrela", xlab="Dias")

Per = Mod(fft(star-mean(star)))~2/n

Freq = (1:n -1)/n

plot(Freq[1:50], Per[1:50], type=’h’, 1lwd=3,
ylab="Periodograma", xlab="Frequéncia")

> u = which.max(Per[1:50]) # 22 freq=21/600=.035 ciclos/dia

> uu = which.max(Per[1:50][-u]) # 25 freq=25/600=.041 ciclos/dia

> 1/Freq[22]; 1/Freq[26] # periodo = dias/ciclo

[1] 28.57143

[1] 24

> text (.05, 7000, "ciclo de 24 dias")

> text(.027, 9000, "ciclo de 29 dias")

>
>
>
>
>
>
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Nesta sec¢ao, definimos a ferramenta do dominio de frequéncia
fundamental, a densidade espectral. Além disso, discutimos as
representacoes espectrais para processos estacionarios.

Teorema IV.2. A Densidade Espectral.

Se a funcdo de autocovaridncia «(h), de um processo esta-
cionario é tal que ), |y(h)| < oo, entdo tem a representagdo

y(h) = /1 exp (27riw t)f(w)dw, h=0,%+£1,%+2,.--,

como a transformacao inversa da densidade espectral,

flw) = i y(h)exp (- 2miwt), -1/2<w<1/2

h=—00
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Essa densidade espectral é o analogo da fungao de densidade;
o fato de ~(h) ser definido ndo negativo garante que f(w) > O,
para todo w. Segue imediatamente do Teorema IV.2 que f(w) =
f(—w), verificando que a densidade espectral € uma fungéo par.

Por causa da uniformidade, tipicamente tragamos apenas f(w)
para 0 < w < 1/2. Mais ainda, escolhendo h = 0 na expressdo
acima, produz

N|—=

(0) = Var(xy) = [ f(w)dw,

que expressa a variancia total como densidade espectral inte-
grada em todas as frequéncias. Mostramos mais adiante que

um filtro linear pode isolar a variancia em certos intervalos de
frequéncia ou bandas.
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Agora deve ficar claro que as fun¢des de autocovariancia e dis-
tribuicao espectral contém as mesmas informacdes. Essa infor-
magao, no entanto, é expressa de maneiras diferentes. A fungao
de autocovariancia expressa informagdes em termos de atra-
sos, enquanto a distribuicdo espectral expressa as mesmas in-
formagdes em termos de ciclos.

Alguns problemas sdo mais faceis de trabalhar quando consi-
deramos as informacgdes defasadas e ndés tenderiamos a lidar
com esses problemas no dominio do tempo. No entanto, outros
problemas sdo mais faceis de trabalhar quando consideramos
informacgdes periddicas e nos tenderiamos a lidar com esses
problemas no dominio espectral.

Anélise de Séries Temporais Parte IV. Analise Espectral e Filtragem Fernando Lucambio



IV.1 Comportamento ciclico e periodicidade IV.2 A densidade espectral 1V.8 Modelos de regresséo defasada

9000000000

Uma das possibilidades intrigantes oferecidas seria estender a
regressao classica a andlise de modelos de regressao defasa-
dos da forma

o0
Ye =Y BXer+ Wi,
r=o00
onde V; € um processo de ruido estacionario, X; é a série de en-
trada observada e Y; é a série de saida observada. Estamos in-
teressados em estimar os coeficientes de filtro 3, relacionando
os valores defasados adjacentes de X; a série de saida Y;.

No caso das séries SOl e Recrutamento, podemos identificar a
série de conducgao do El Nifio, SOI, como a entrada, X; e Y;, a série
de Recrutamento, como a saida. Em geral, havera mais de uma
série de entradas possiveis e podemos imaginar um vetor g x 1
de séries de conducao.
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O modelo acima é util sob varios cenarios diferentes, correspon-
dendo a diferentes suposicdes que podem ser feitas sobre os
componentes.

Assumimos que as entradas e saidas tém médias zero e sao
conjuntamente estacionarias, de dimensao 2 x 1, com o pro-
cesso vetorial (X¢, Y¢)" tendo uma matriz espectral da forma

= (20 116)

Aqui, f, ,(w) € o espectro cruzado relacionando a entrada X; com
a saida Yy, e f, ,(w) e, (w) s@o os espectros das séries de en-
trada e saida, respectivamente. Geralmente, observamos duas
séries, consideradas como entrada e saida e procuramos por
fungdes de regressao para relacionar as entradas as saidas. Pre-
sumimos que todas as fungdes de autocovariancia satisfazem

as condi¢des de soma absoluta.
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Entdo, minimizando o erro quadratico médio

0o 2
MSE = E(Yi— ) AXir] .
r=oo

leva as condi¢des usuais de ortogonalidade

E (Yt—g;ﬁrxf_r)xr_s =0

paratodososs = 0,+1,+2, ---. Tomando as esperangas dentro
leva as equagdes normais

Z 5f7x,x(s_r) = 7V,X(S)7

r=—o0

paras=0,4+1,+2, ---.
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Entao, podemos escrever

§(wk) — ?Y,X (wk)
fx,x (wk) 7

como estimador da transformada de Fourier dos coeficientes de
regressao, avaliados em algum subconjunto de frequéncias fun-
damentais wy = k/M comM << n.

A transformada inversa da fungédo B(w) nos daria j3; e observa-
mos que a aproximacgao discreta pode ser tomada como

oM )
5t _ M I; B(wk)eZWIwkt,

parat=0,4+1,+2 ---  +£(M/2—-1). Se tivéssemos que usar a ex-
pressao acima para definir Bt para [t| > M/2, acabariamos com
uma sequéncia de coeficientes que é periédica com um periodo
de M. Na pratica, definimos @ = O para [t| > M/2.
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[e]e]e]e] Je]ee]e]e)

Exemplo IV.24. Regressao retardada para SOl e Recrutamento.

A alta coeréncia entre as séries SOl e Recrutamento sugere
uma relagao de regressao defasada ou retardada entre as duas
séries. Uma diregcao natural para a implicacdo nesta situacao
estd implicita porque sentimos que a temperatura da superficie
do mar ou SOl deve ser a entrada e a série de Recrutamento deve
ser a saida. Com isto em mente, seja X; a série SOl e Y; a série
Recrutamento.

Embora pensemos naturalmente no SOl como a entrada e o Re-
crutamento como a saida, duas configuragdes de entrada-saida
sdo de interesse. Com o SOl como entrada, o modelo é

o0

Yi = Z arXt—r + Wr-

r=—o0
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[e]e]e]e]e] Jele]e]e)

Exemplo IV.24. Regresséo retardada para SOl e Recrutamento.
Considerando que um modelo que inverte os dois papéis seria

Xt = Z brYtr+ Vi,

r=—o0

onde W; e V; sdo processos de ruido branco. Embora nao ex-
ista uma explicagdo ambiental plausivel para o segundo desses
dois modelos, a exibigdo de ambas as possibilidades ajuda a es-
tabelecer um modelo de fungao de transferéncia parcimoniosa,
mas nao sera mostrado.

Baseado no script LagReg no pacote astsa, a fungdo de re-
gressao estimada ou resposta ao impulso para SOIl,com M = 32
eL=15¢€:
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[e]e]e]e]e]e] Je]e]e)

Exemplo 1V.24. Regressao retardada para SOl e Recrutamento.

> library(astsa)
> resultado = LagReg(soi, rec, L=15, M=32, threshold=6)
INPUT: soi OUTPUT: rec L =15 M = 32

The coefficients beta(0), beta(l), beta(2) ... beta(M/2-1) are
3.463141 2.088613 2.688139 -0.3515829 0.3717705 -18.47931
-12.2633 -8.539368 -6.984553 -4.978238 -4.526358 -4.223713
-3.239262 -1.372815 1.489903 3.744727

The coefficients beta(0), beta(-1), beta(-2) ... beta(-M/2+1) are
3.463141 2.835444 1.628129 2.726815 0.6330645 -1.256092

-0.05458373 1.722774 4.925481 5.440352 6.877381 5.141606
4.479202 3.796848 4.004762 3.184184
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Exemplo 1V.24. Regressao retardada para SOl e Recrutamento.

The positive lags, at which the coefficients are large
in absolute value, and the coefficients themselves, are:
lag s beta(s)

[1,] 5 -18.479306
[2,] 6 -12.263296
[3,] 7 -8.539368
(4,1 8 -6.984553

The prediction equation is
rec(t) = alpha + sum_s[ beta(s)*soi(t-s) ], where alpha = 65.96584
MSE = 414.0847

v
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1V.8 Modelos de regresséo defasada
[e]e]e]e]e]e]ele]e]

omportamento ciclico e periodicidade ensidade espectral

Exemplo 1V.24. Regressao retardada para SOl e Recrutamento.

Observe o pico negativo em um atraso de cinco pontos na figura
acima. A queda apds o desfasamento cinco parece ser aproxi-
madamente exponencial e um possivel modelo é

Y, = 65.96584 — 18.479306X; s — 12.263296X; ¢
~8.539368X;_; — 6.984553X, g + W;-

Fernando Lucambio
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