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As vezes, é vantajoso escrever o modelo de espaco de estado
de uma maneira ligeiramente diferente, como é feito por varios
autores; por exemplo, Anderson and Moore (1979) e Hannan and
Deistler (1988). Aqui, escrevemos o modelo de espago de estado
como

Xig1 = OXt + TUpr + OW;, t=0.1,---.n
Yy = AtXt+rUt+Vt, t:1,2,"‘,n,

onde, na equacgédo de estado, Xo ~ Np(uo,Xp), Pép xpeT
épxr,©@épxmeW; ~ Npy(0,Q) independentes igualmente
distribuidas.

Na equagéo de observagbes, At éq xp,[ éq xrewv; ~ Ng(0,R)
independentes igualmente distribuidas.
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Neste modelo, embora W; e v+ ainda sejam séries de ruido bran-
co, ambos independentes de X, também permitimos que o ruido
de estado e o ruido de observagao sejam correlacionados no
tempo t; isso &,

Cov(Wsut) = Sds,

onde Js € a funcgao delta de Kronecker; observe que S é uma ma-
trizm x q.

A principal diferenga entre esta forma do modelo e a especifi-
cada na Defini¢cao VI.1 é que este modelo inicia o processo de
ruido de estado em t = 0 para facilitar a notagao relacionada a
covariancia concorrente entre W; e 4. Além disso, a inclusdo da
matriz © nos permite evitar o uso de um processo de ruido de
estado singular.
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Para obter as inovagdes, ¢ = Y; — Afo‘1 — T'U; e a variancia
da inovagdo ¥y = AP A + R, neste caso, precisamos das
previsdes de estado um passo a frente. Obviamente, as estima-
tivas filtradas também serdo de interesse e serdo necessarias
para suavizagao.

O Teorema VI.2, o alisamento, conforme exibido na Segéao VI.2,
ainda se mantém. A propriedade a seguir gera o preditor X{+1
a partir do preditor anterior X! quando os termos de ruido sdo
correlacionados e exibe a atualizagao do filtro.

Teorema VI.5. O filtro de Kalman com ruido correlacionado
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Modelo ARMAX

Considere o modelo ARMAX k-dimensinal dado a seguir

p g
Yi = TUr + Z‘ijt—j + ZekVt—k + v
j=1 k=1

As observacoes Y; sdo um processo vetorial k-dimensional, os
®s e ©s sdo matrizesk x k, T ék xr,U;éaentradar x 1e iy
€ um processo de ruido branco k x 1; de fato, o modelo acima
e aquele apresentado na Definicdo VI.1 sdo modelos idénticos,
mas aqui escrevemos as observagdes como Y;.
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Regressao multivariada com erros autocorrelacionados

Na regressdo com erros autocorrelacionados, estamos intere-
ssados em ajustar o modelo de regressao

Yyt = Tut + e,

a um processo vetorial k x 1y;, com r regressores u; onde ¢; €
o vetor ARMA(p,q) é I uma matriz k x r de parametros de re-
gressao.

Notamos que os regressores nao precisam variar com o tempo,
por exemplo, uy = 1inclui uma constante na regressao e que o
caso k = 1 foi tratado na Segao I11.8.

Anélise de Séries Temporais Capitulo VI. Modelos de Espaco de Estados Fernando Lucambio



VI.10 MLD com comutagéo

Para colocar o modelo na forma de espago de estados, nota-
mos que ¢; = ¥ — l'uy € um processo ARMA(p,q) k-dimensional.
Portanto, se definirmos H = 0 e incluimos 'u;, obtemos

Xt41 = FXt + GVU
yo = Tut+Axe + 1y,

onde as matrizes modelo A, F e G sao definidas no Teorema VI.6.

O fato de que o modelo acima é uma regressao multivariada com
erros autocorrelacionados decorre diretamente do Teorema VI.6,
observando que, juntos, x;.1 = Fxt + Gut € e = AXt + v+ implicam
€t = yr — F'uy € um vetor ARMA(p,q).

Como no caso dos modelos ARMAX, a regressao com erros au-
tocorrelacionados é um caso especial do modelos dinamicos
lineares.
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Exemplo VI.12. Mortalidade, Temperatura e Poluigao.
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V1.9 Modelos Ocultos de Markov e regressao automatica alter-
nada

Na introdu¢cao mencionamos que o modelo de espaco de esta-
dos é caracterizado por dois principios. Primeiro, ha um pro-
cesso de estado oculto, {X; : t = 0,1,---} assumido como
Markoviano, ou seja, X; € uma Cadeia de Markov. Segundo, as
observacdes,{Y: : t=1,2,---},sdoindependentes condicional-
mente, considerando os estados.

Temos focado principalmente nos modelos lineares gaussianos
de espacgo de estados, mas existe uma area inteira que se desen-
volveu em torno do caso em que os estados X; sdo uma Cadeia
de Markov de valor discreto, e esse sera o foco nesta segdo. A
ideia basica é que o valor do estado no tempo t especifique a
distribuicdo da observagao no tempo t.
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Na abordagem de Cadeia de Markov, declaramos que adinamica
do sistema no momento t é gerada por um dos m regimes po-
ssiveis que evoluem de acordo com uma Cadeia de Markov ao
longo do tempo. O caso em que o regime em particular seja
desconhecido para o observador esta sob o titulo de Modelos
Ocultos de Markov (HMM).

Embora o modelo satisfaga as condigdes de ser um modelo de
espacgo de estados, os HMMs foram desenvolvidos em paralelo.
Se o processo de estado é de valor discreto, normalmente se usa
o termo Modelo Oculto de Markov e se o processo de estado é
de valor continuo, usa-se o termo Modelo de Espaco de Estados
ou uma de suas variantes.
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Aqui, assumimos que os estados X;, sdo uma Cadeia de Markov
que recebe valores em um espago de estados finito {1,2,--- ,m},
com distribuicao estacionaria

m = P(Xt =)
e probabilidades de transi¢cao estacionarias
mj = P(Xep1 = J | Xt = 1),
parat=0,1,2,---eije {1,2,--- ,m}.

Como o segundo componente do modelo é que as observagdes
sao condicionalmente independentes, precisamos especificar as
distribui¢cdes e as denotamos por

pj(yt) = P(Yt = yt| Xt =J)-
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Nesta segao estendemos o Modelo Oculto de Markov para pro-
blemas mais gerais. Conforme indicado anteriormente, o prob-
lema de modelar mudangas nos regimes para séries temporais
tem sido de interesse em muitos campos diferentes.

As generalizagdes do modelo de espacgo de estado para incluir a
possibilidade de mudangas ocorrendo ao longo do tempo foram
abordadas permitindo mudancgas nas covaridncias de erro (Har-
rison and Stevens, 1976, Gordon and Smith, 1988, 1990) ou atri-
buindo distribuigcdes de mistura para os erros de observagao v;
(Pefia and Guttman, 1988).

Aproximacgoes a filtragem foram derivadas em todos os artigos
mencionados.
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Uma aplicagdo para monitorar transplantes renais foi descrita
em Smith and West (1983) e em Gordon and Smith (1990). Ger-
lach et al. (2000) consideraram uma extensdo do modelo de
switching AR para permitir mudancas de nivel e outliers tanto
nas observagdes quanto nas inovagoes.

Uma aplicagao daideia de mudanga para o rastreamento de mul-
tiplos alvos foi considerada em Bar-Shalom (1978), que obteve
aproximacoes da filtragem de Kalman em termos de médias pon-
deradas das inovagdes. Para uma cobertura completa dessas
técnicas e outras relacionadas, consulte Cappé, Moulines and
Rydén (2009) e Douc, Moulines and Stoffer (2014).

Nesta segdo, nos concentraremos no método apresentado em
Shumway and Stoffer (1991).
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Uma forma de modelar a mudanga em uma série de tempo em
evolucao é assumir a dindmica de algumas mudancgas de mode-
lo subjacentes de forma descontinua em certos pontos indeter-
minados no tempo.

Nosso ponto de partida é o modelo linear dindmico (DLM) se-
gundo a Defini¢cdo VI.1 com as matrizes T = = 0, a saber,

Xt = ®Xi1 + W,
para descrever a dinamica dos p x 1 estados e
Yi = AXe + 1,

para descrever a dinamica das g x 1 observagdes. Lembre-se
de que W; e 11 sdo sequéncias de ruido branco Gaussiano com
Var(W;) = Q, Var(11) = Re Cov(W;,vs) = O paratodo s et.
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Para incorporar uma estrutura de comutagao razoavel para a
matriz de medi¢cdo no modelo linear dindmico (DLM), que seja
compativel com ambas as situagdes praticas descritas anteri-
ormente, assumimos que as m configuragdes possiveis sao es-
tados em um processo independente nao estacionario definido
pelas probabilidades variaveis no tempo

mi(t) = P(Ar = M),
paraj:1,... ’met:1’27... .n.
Informagdes importantes sobre o estado atual do processo de

medicao sao fornecidas pelas probabilidades filtradas de estar
no estado j, definidas como as probabilidades condicionais

m(t[t) = P(At = Mj| Y1.t),

que também variam em fungado do tempo. Lembre-se de que
Ys’:s = {YS/7 Tty Ys}-

Anélise de Séries Temporais Capitulo VI. Modelos de Espaco de Estados Fernando Lucambio



VI.10 MLD com comutagao

[e]e]e]e] o]

As probabilidades filtradas 7;(t|t), definidas acima, fornecem
estimativas variaveis no tempo da probabilidade de estar no es-
tado j dados os dados no tempo t.

Serd importante para nés obter estimadores das probabilidades
de configuragéo, 7j(t | t), os estimadores de estado predito e fil-
trado X!~' e X! e as correspondentes matrizes de covariancia de
erro PI~1 e PL. Obviamente, o preditor e os estimadores de filtro
dependerdo dos parametros © do DLM. Em muitas situagoes,
0s parametros serao desconhecidos e teremos que estima-los.
Nosso foco sera na estimagao por maxima verossimilhanga.

Anélise de Séries Temporais Capitulo VI. Modelos de Espaco de Estados Fernando Lucambio



VI.10 MLD com comutagédo

[e]e]e]ele] J

Exemplo VI.22. Dados da influenza.
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