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Os modelos de volatilidade estocastica (SV) sdo uma alternativa
aos modelos do tipo GARCH apresentados na Segao V.3.

Ao longo desta secéo, r; vai denotar os retornos de algum ativo
financeiro,
It = oté,

onde {¢} é uma sequéncia independente identicamente distri-
buida e o processo de volatilidade o, € um processo estocastico
nao negativo tal que ¢ € independente de o5 paratodo s < t.

Frequentemente, assume-se que ¢; tem média zero e variancia
unitaria.
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Nestes modelos, a volatilidade é uma transformacgao néo linear
de um processo auto-regressivo linear oculto, onde o processo
de volatilidade oculta X; = log(c?), segue um processo autore-
gressivo de primeira ordem,

Xt = ¢Xpq+ W,
rr = Bexp(3Xt)et,

onde W; ~ N(O, al'f/) sdo independentes identicamente distribui-
dos e ¢ € o ruido, sendo tembém independentes identicamente
distribuidos com momentos finitos.

Os processos de erro W; e ¢ sdo considerados mutuamente in-
dependentes e |¢| < 1.
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Como W; é normal, X; também é normal. Todos os momentos
de ¢ existem, de modo que todos os momentos de r;, definido
acima, existem também. Supondo que Xo ~ N(0,02 /(1—¢?)), a
distribuicao estaciondria, a curtose de r; é dada por

ka(r) = kaler) exp (07),
onde 02 = 02 /(1 — ¢?) é a variancia estacionaria de X;.
Lembremos que, para um interiro m e uma variavel aleatéria U,
E(|JU™
km(U) = (| ’ )m.
E(IU?)

Tipicamente, k3 € chamado de coeficiente de skewness ou coe-
ficiente assimetria e x4 € chamado de coeficiente de kurtosis ou
coeficiente de curtose.
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Assim, r4(tt) > ka(€r), de modo que se ¢t ~ N(0,1) indepen-
dentes identicamente distribuidos, a distribuicao de r; é leptocur-
tica. As distribuicbes leptocurticas sao distribui¢cdes estatisti-
cas com curtose maior que trés.

Podem ser descritas como tendo uma forma mais larga ou mais
plana com caudas mais grossas, resultando em uma maior chan-
ce de eventos positivos ou negativos extremos. As distribuigdes
leptocurticas sao uma das trés categorias principais encontra-
das na anadlise da curtose. Suas outras duas contrapartes sao
as distribuicdes mesocdurticas, que nao apresentam curtose e
estdo associadas a distribuicdo normal e as platicurticas, que
apresentam caudas mais finas e menos curtose.
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A fung&o de autocorrelagdo de {r?™};_1 5 ..., para qualquer inteiro
m, é dada por
exp (m203¢h) -1

Corr(r?™ r2™) = :
( t+h> 7t ) H4m(61) exp (mzaf) —1

A taxa de decaimento da fungao de autocorrelagdo é mais rapida
do que a exponencial em pequenos intervalos de tempo e, em
seguida, estabiliza para ¢ em grandes intervalos.
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As vezes é mais facil trabalhar com a forma linear do modelo
onde definimos

2 2
Y = log(ry) e v = log(ef),
nesse caso, podemos escrever Y; = a + X; + 14.

A constante é geralmente necessaria na equagao de estado ou
na equacao de observacao, mas ndao normalmente em ambas,
entdo escrevemos a equacgao de estado como

Xt = ¢o + 1 Xi—1 + Wy,

onde W; é o ruido branco Gaussiano com variancia Uvzv' A con-
stante ¢y as vezes é chamada de efeito de alavancagem. As
duas expressdes acima juntas compdem o modelo de volatili-
dade estocastica de Taylor (1982).
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Se ¢’ tivesse uma distribuigdo log-normal,
Yi=a+Xi+ue e Xi = ¢o+ ¢iXe1 + Wy,

formariam um modelo de espago de estados Gaussiano e po-
deriamos usar os resultados do modelo dinamico linear padrao
para ajustar o modelo aos dados.

Infelizmente, essa suposicao nao parece funcionar bem. Em vez
disso, geralmente mantemos a suposi¢cdo de normalidade do
ARCH em ¢; ~ N(0,1) independentes, caso em que v; = log (€?)
é distribuido como o logaritmo de uma variavel aleatéria qui-
quadrada com um grau de liberdade.
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Esta densidade é dada por

fv) = 1 exp(—(e”—y)>, —00 < v < 00

A média da distribuigdo é —(y + log(2)), onde v ~ 0.5772 é a
constante de Euler e a variancia da distribuigdo é 72/2. A su-
posicao do modelo basico de ¢ ser gaussiano € irreal para a
maioria das aplicagdes. Em um esforgo para manter as coisas
simples, mas mais gerais no sentido de que permitimos que a
dinamica do erro observacional dependa dos parametros que
serdo ajustados, nosso método de ajuste de modelos de volatili-
dade estocastica € manter a equacgao de estado Gaussiana, mas
escrever a equagao de observagao, como

Yt = a+Xt+77t,

onde 7; € o ruido branco, cuja distribuicao € uma mistura de duas
normais, uma centrada em zero.
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Em particular, escrevemos
m = Zwo + (1= It)Zn,

onde I; € um processo Bernoulli independentes, P(l; = 0) = my,
P(l; = 1) = m, sob a condi¢do o + m = 1, Zy ~ N(0,02)
independentes identicamente distribuidas e Zy ~ N(ma%) inde-
pendentes identicamente distribuidas também.

A vantagem desse modelo é que ele é facil de ajustar porque usa
anormalidade. De fato, as equacdes que definem do modelo sdo
semelhantes as apresentadas em Pefia and Guttman (1988), que
utilizaram a ideia para obter um filtro de Kalman robusto e, como
mencionado anteriormente, em Kim et al. (1998).
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O material apresentado na Sec¢ao VI.10 se aplica aqui e, em par-
ticular, as equagdes de filtragem para este modelo sao

1
XH—'I = ¢g+ gf)—IX;*‘I + Z 7thK,'j€,'j,

j= 0

2 t71 )

Pl = &Pt ZWTJK 2y

@ =Ye—a=-X{,  en=Yi—a- X”—m,
ZTO = Pg_-l +0'g, Zﬂ = Pg 1+O'-|,

Ko = ¢1P§_1/Zt0, Kn = ¢1P£_1/Zt‘l'
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Para completar a filtragem, devemos ser capazes de avaliar as
probabilidades 71 = P(l; = 1| Y1¢),parat =1,--- ,n; é claro que,
w0 = 1— 7. Denotemos por p;(t |t — 1) a densidade condicional
de Y; dado o passado Yy.;_1el; =jparaj=0,1.

Entao,
mpa(t[t—1)
mopo(t|t—1) + mpy(t|t — 1)’
onde assumimos que a distribui¢éo j, paraj = 0,1 foi especifi-
cada a priori.

™ =

Se o investigador nao tiver razao para preferir um estado a outro,
a escolha a priori uniformes m = 1/2, sera suficiente. Infeliz-
mente, € computacionalmente dificil obter os valores exatos de
pj(t|t — 1), embora possamos dar uma expressdo explicita de
pj(t|t — 1), o calculo real da densidade condicional é proibitivo.
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A estimagdo dos parametros © = (¢, ¢1, 03, 111, 0%,02)" é rea-
lizada via MLE com base na verossimilhanga dada por

n 1
In(Ly(©)) = > In [ > mpyt[t—1) |,
j=0

t=1

onde a densidade p;(t | t—1) € aproximada pela densidade normal
N(X{™" + 14, 07), mencionada anteriormente.

Podemos considerar a maximizagao da verossimilhanga acima
diretamente como uma fungéo dos parametros usando o método
de Newton ou podemos considerar a aplicagao do algoritmo EM
para a verossimilhanca completa dos dados.
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Exemplo VI.24. Produto Interno Bruto (PIB) dos EUA.
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Vamos agora considerar algumas abordagens Bayesianas para
ajustar modelos de espago de estado lineares gaussianos via
métodos de Monte Carlo por Cadeias de Markov (MCMC).

Assumimos que o modelo é dado na forma da Definigdao VI.1
quando T = I = 0. Nesse caso, Frilhwirth-Schnatter (1994) e
Carter and Kohn (1994) estabeleceram o procedimento MCMC
que discutiremos aqui.

Um texto abrangente que recomendamos fortemente para este
caso é Petris et al. (2009) e o pacote R correspondente dim. Para
modelos nao lineares e ndao gaussianos, o leitor deve consultar
Douc, Moulines and Stoffer (2014).

Como nas seg¢des anteriores, temos n observagdes denotadas
por Y1, = {Y4,---,Yn}, enquanto os estados sdo denotados
como Xo., = {Xo, X1, -+ ,Xn}, com Xg sendo o estado inicial.
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Os métodos MCMC referem-se aos métodos de integragéo de
Monte Carlo que usam um esquema de atualizagao Markoviano
para obter amostras de distribuigdes a posteriori intrataveis.

0 método MCMC mais comum é o amostrador de Gibbs, que é
ssencialmente uma modificagao do algoritmo Metropolis desen-
volvido por Hastings (1970) no cendrio estatistico e por Geman
and Geman (1984) no contexto de retauragdo de imagem.

Mais tarde, Tanner and Wong (1987) usaram as ideias em sua
abordagem de amostragem por substituicao e Gelfand and Smith
(1990) desenvolveram o amostrador de Gibbs para uma ampla
classe de modelos paramétricos.
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A estratégia basica é usar distribui¢cdes condicionais para con-
figurar uma Cadeia de Markov para obter amostras de uma dis-
tribuicdo conjunta. O seguinte caso simples demonstra essa
ideia.

Exemplo VI.25. Amostrador de Gibbs.

Suponha que desejamos obter amostras de uma distribuicao
normal bivariada,

() -~(@) -6 %)

onde |p| < 1, mas somente podemos gerar amostras de uma
normal univariada.

v
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As distribuicoes condicionais sao
(X|Y=y) ~ N(py,1=p") e (Y[X=x) ~ N(px,1=p?),

e podemos simular a partir dessas distribui¢des. Construir uma
Cadeia de Markov: Escolhendo X(®) = x; e ent&o iterando o
processo

X©  xg s YO oy XDy vy x6) y0

onde . .
(YO 1 XE) = x) ~ N(pxi, 1 p?),

(X | YED =y 5) ~ N(pyi1,T - 7)
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A distribuigdo conjunta de (X®), y(K)) &

X (k) N kaXO 1— p4k p(1 _ p4k)
y (k) ~ p2k+1X0 ) p(1 _ p4k) 1— p4k+2 ’

Assim, para qualquer valor inicial xo, (X®), Y(®¥)) converge em
distribuicdo ao vetor (X, Y) quando k — oc; a velocidade
depende de p.

Entdo, alguém executaria a cadeia e jogaria fora os nqg valores
iniciais ndo amostrados (burnin) e reteria o resto.
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Para modelos de espacgo de estados, o objetivo principal é obter
a densidade a posteriori dos parametros

p(@ ‘ Y-];n) ou p(XO:n | Y‘I:n)

se os estados forem significativos. Por exemplo, os estados nao
tém nenhum significado para um modelo ARMA, mas sao impor-
tantes para um modelo de volatilidade estocastica.

Geralmente é mais facil obter amostras da distribuicdo a pos-
teriori completa p(©, Xo.n | Y1.n) € entdo marginalizar para obter
p(© Y1) ou p(Xo.n | Y1.n). Como mencionado anteriormente, o
método mais popular é executar um amostrador de Gibbs com-
pleto, alternando entre os parametros do modelo amostral e as
sequéncias de estado latente de suas respectivas distribuicdes
condicionais completas.
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Procedimento VI.1. Amostrador de Gibbs para modelos de
espaco de estado

(i) Sortear © ~ p(© | Xo.n, Y1:n)

(i) Sortear X{,., ~ p(Xo:n | ©', Y1.n)

O Procedimento VI.1- (i) é geralmente muito mais facil porque
condiciona nos dados completos {Xo.,, Y1.n}. O Procedimento
VI.1- (i) equivale a amostragem da distribui¢cdo conjunta de sua-
vizagdo da sequéncia de estado latente e é geralmente dificil.

Para modelos lineares Gaussianos, entretanto, ambas as partes
do Procedimento VI.1 sao relativamente faceis de executar.
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Exemplo VI.26. Modelo de nivel local.
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