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Introdugao

O coeficiente de determinacéo, também conhecido como R?, é
bem definido em modelos de regressao linear e mede a pro-
porgao de variagao na variavel dependente explicada pelos pre-
ditores incluidos no modelo.

Para estendé-lo para modelos lineares generalizados, usamos a
funcado de variancia para definir a variagao total da variavel de-
pendente, bem como a variagao restante da varidvel dependente
apés modelar os efeitos preditivos das varidveis independentes.
Ao contrario de outras definicdes que exigem a especificagao
completa da fungao de verossimilhanga, esta nova definicao do
R? precisa apenas conhecer as fungdes de média e variancia,
portanto aplicaveis a quase-modelos mais gerais.

Referéncia:
A Coefficient of Determination for Generalized Linear Models
The American Statistician - Dabao Zhang (2016).
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Considere o modelo de regressao linear,
2
Yi = XiB + €, i ~ N(0,0%),

independentesei =1,--- ,nonde y; é 0 i-6simo componente do
vetor de coluna n-dimensional Y, X; é a i-ésima linha da matriz
n x p de projeto X e 8 é um vetor de coluna p-dimensional de
coeficientes de regressao desconhecidos.

O estimador B de 3 fornece valores ajustados y;(X) = X,-E e

n

SSE(X) =Y (vi —%i(X))*,

i=1

explica a variagao nas respostas nao explicada pelos preditores
disponiveis.
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Por outro lado, quando p = 1e X; = 1, ou seja, nenhum predi-
tor é considerado, a estimativa 5 = y implica valores ajustados
yi(ln) =ye

n n

SSE(l)) =Y (i —¥i(Wn)* = >_ (vi—¥)" = SST,

i=1 i=1
responde pela variagao total nas respostas.

Supondo que cada modelo inclui um termo de intercepto, o coe-
ficiente de determinacgao

SSE(X)
2 _q_
R =1-ssen)

mede a proporgao de variagao nas respostas explicadas pelos
preditores disponiveis.
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Este coeficiente de determinacao é bem definido para modelos
de regressao linear e é popularmente usado na pratica como
uma medida de adequagdo dos modelos subjacentes.

No entanto, sua extensao para modelos lineares generalizados
(GLMs) e outros modelos mais gerais ndo é direta. Diferentes
perspectivas levaram a varias generalizagbes para o coeficiente
de determinagéo.

Seja ¢(Y, u(X)) a log-verossimilhanga do modelo E(Y|X) = u(X)
para os dados observados (Y, X) e /(Y, 11(15)), a log-verossimi-
Ilhanca do modelo E(Y) = u(1,) = 115, este chamado de modelo
restrito.
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Magee (1990) observou a relagéo entre o R? e a estatistica da
razao de verossimilhanga nos modelos de regressao linear,

RZ5 =1 —exp (%e(y, i(1n)) — %E(Y,ﬁ(x))),

onde 7i(1,) e fi(X) sédo obtidos através da maximizagao das fun-
¢Oes de verossimilhanga correspondentes.

Propde-se, portanto, generalizar R? usando R?, para modelos

mais gerais com fungdo de verossimilhanga bem definida. Esta
generalizagdo coincide com Maddala (1983) e Cox e Snell (1989)
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Paraum modelo de regressao logistica, os valores perfeitamente
ajustados resultam em ¢(Y, i(X)) = 0, portanto,

max{R%} =1—exp (%E(K /7(1n))>‘

Acontece que, por exemplo, com dados de caso-controle balan-
ceados, max{R?;} = 0.75. Entdo o R?, é limitado de cima por
2(Y,12(1p)) e nunca atingira o valor um.

Para resolver este problema, Nagelkerke (1991) sugeriu a seguin-
te correcao,
RN = Rip/ max{R{g}:

No entanto, tal correcdo torna R, inconsistente com a definigdo
classica de coeficiente de determinacgao.
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Cameron and Windmeijer (1997) propuseram usar a divergéncia
de Kullback-Leibler para quantificar a incerteza remanescente na
resposta apos a contabilizagao dos preditores.

Ou seja, a variagao na resposta nao explicada por X é quan-
tificada pela divergéncia de Kullback-Leibler estimada entre Y e
1(X), com I, a matriz de identidade n-dimensional,

—

KL(Y, (X)) = 2(Y, 1i(ln)) — 26(Y , i(X))-

Aqui, a matriz identidade I, implica que p(l,) € a média de Y
seguindo o modelo saturado e i(l,) é seu estimador de maxima
verossimilhanga (MLE).

Um coeficiente de determinagédo para Modelos Lineares Generalizados Fernando Lucambio



Introdugao

Entéo o coeficiente de determinagao é generalizado como,
R =1—KL(Y, (X)) /KL(Y, i(ln))

Como ambos f(Z(Y, u(X)e f(Z(Y, 7i(In) s&o desvios, RZ, pode ser
interpretado como a razao de redugao de desvio devido aos pre-
ditores em X.

Todas as generalizagdes do coeficiente de determinagao acima
mencionadas sao dadas com base na fungéo de verossimilhan-
¢a completamente especificada, mas nao aplicavel a GLMs mais
gerais, como quase-modelos, que especificam apenas as fun-
¢Oes de média e variancia.

0 R? classico é bem definido para modelos lineares gerais, desde
que os termos de erro sejam homocedasticos.
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Definir um coeficiente de determinagao para modelos lineares
generalizados que reconheca a relagao entre as fungoes de mé-
dia e variancia.

Com esse objetivo vamos medir as mudancgas de variagao ao
longo da fungao de variancia.

Todas as generalizagbes anteriores do coeficiente de determi-
nagao abordam assintoticamente as medidas envolvendo a en-
tropia, que mede tanto a incerteza quanto a informacéao (Shan-
non, 1948). Em vez disso, seguimos a pratica estatistica popular
para considerar uma medida mais simples de incerteza, ou seja,
avariancia, que pode ser especificada por meio de um parametro
de dispers@o ¢ e uma fungéo de variancia conhecida V() em
modelos lineares generalizados.
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Ou seja, com E(y;| X)) = u(X;),i=1,---,n

Var(yi|Xi) = oV (u(X;))-

Em geral, desde que a média p(X;) possa ser bem modelada e
ligada de forma adequada a um conjunto de preditores, um mo-
delo linear generalizado com func¢éo de variancia conhecida V()
pode ser investigado para a utilidade desses preditores.

Enquanto a fungéo de variancia descreve o efeito da média na
variagao da variavel de resposta além do parametro de disper-
sdo, Jorgensen (1987) mostrou que a fungédo de variancia V(-)
de fato caracteriza a distribuicdo da familia exponencial subja-
cente.
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Para uma variavel de resposta com sua média mudando de a
para b, sua variagao se move de acordo com a fungéo de varian-
cia de ¢V(a) para ¢V(b).

Portanto, a mudanca de variagao da variavel de resposta deve

ser medida usando, em vez de (a — b)z, 0 comprimento ao qua-
drado da fungéo de variancia V(-) entre V(a) a V(b), ou seja,

2
dy(a,b) = /b 1+ (vt | -

Conforme mostrado na Figura a seguir, dy(a, b) pode diferir dra-
maticamente da distancia euclidiana (a — b)? quando a fungéo
de variancia subjacente é nao linear.
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dJ(a.b)

0 0.2 0.4 0.6 08

As funcgdes de variancia das distribuicdes binomial, Poisson e
gama. O comprimento da linha grossa € /dy(a,b) e o compri-
mento da linha tracejada é |a — b|. Esses dois comprimentos po-
dem diferir dramaticamente nas distribuicdes binomial e gama.
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Conforme mostrado em Morris (1982, 1983), muitas distribuicoes
familiares popularmente consideradas exponenciais, como bi-
nomial, binomial negativa e distribuicdes gama, tém funcgdes de
variancia quadratica.

Assumimos um caso geral, v, # 0
V(1) = vop® + 11+ vo-

Entéo, dy(a, b) pode ser calculado como

dv(a,b) = 161V2 <V’(b)\/1 + (V(b))? = V/(a)y/1+ (V'(a))?
2

#log (V1) 41+ (v0) ) ~1eg (Vi) /1 (vi0))) )

2
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Quando v, = 0, isto é, quando a fungao de variancia é linear
ou constante, como no caso da distribuicdo de Poisson ou dis-
tribuigcdo normal, temos

dy(a,b) = (14 v?)(b — a)*

Enquanto a variagdo totalem Y é 37, = dy(y;, ii(15)), 0 mo-
delo com preditores X reduz a variagao inexplicada em Y para
> i dv(yi, i (X))

Portanto, definimos o coeficiente de determinagdo como

RZ -1— Zln:'l dV(ylual(X)) .
Sitq dv(yi, 11i(1n))
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Esse coeficiente de determinagao é bem definido, desde que
as funcdes de média e variancia sejam especificadas, como os
quase-modelos. Portanto, 1i;(X) e 1ij(1,) podem ser derivados de
estimadores de quase-verossimilhancga, além do MLE.

Como V'(-) é constante para distribuigdes normais e de Poisson,
R? é consistente com a definigdo classica do coeficiente de de-
terminagao, no caso de modelos de regressao linear seguindo
distribuicdes normais e modelos de regressao log-linear seguin-
do distribui¢Ges de Poisson, ou seja, RZ = R2.

Semelhante ao coeficiente de determinacgao, o coeficiente de de-
terminacgao parcial € bem definido para modelos lineares, me-
dindo a proporgao de variagao na variavel de resposta nao expli-
cada por um conjunto de preditores que podem ser explicados
por um conjunto adicional de preditores.
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Por exemplo, considerando dois conjuntos de preditores X; e X,
em um modelo de regressao linear, temos

SSE(X;,X2)  R2(Xq,X2) — R2(Xq)

2 = — =
REXafXa) =1 SSE(X4) 1-R2(X;)

medindo a proporgao da variagao remanescente na resposta, ao
incluir X3, explicada por X5.

Com a definicdo de RZ, podemos facilmente estendé-lo a um
coeficiente de determinagao para modelos mais gerais

RZ(X |X ) _ R%(X‘],Xz) _R%(X'I)
viZ2i T— RZ(Xq)
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De fato, quando X, é uma varidvel univariada, também podemos
definir uma medida de correlagao parcial baseada em modelo
entre a resposta e X,, dado X; no modelo, como segue

rv(Xa|X1) = sign(B2)/RE(X2|Xq),

onde j3; é o coeficiente de regressao de X, ao regredir contra X,
e X, com uma fungao de ligagdo monotonicamente crescente.

Embora seja bem definido quando as fungdes de média e varian-
ciasdo conhecidas, R% também sofre com o aumento do nimero
de preditores como o R? classico e pode aumentar mesmo se
preditores irrelevantes forem adicionados ao modelo subjacente.
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Portanto, as medidas médias da mudanca de variagdo ao longo
da funcao de variancia podem ser usadas para levar em con-
sideragao os efeitos causados por diferentes nimeros de predi-
tores.

Ou seja, definimos uma versdo ajustada de RZ da seguinte forma,

R g Siadv(yi fi(X))/(0 —p)
Ved S dv(i 7i(1n)) /(0 — 1)

Como o Ry, o Ry ¢é bem definido desde que o modelo subja-

cente esteja bem definido, como quase-modelos, especifique as
fungdes de média e variancia.
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O coeficiente de determinagao, também conhecido como RZ, é
uma estatistica chave que indica quao bem um modelo incluindo
um conjunto de preditores é responsavel pela variacao na varia-
vel de resposta. Embora mostre a utilidade desses preditores
no ajuste do modelo, também fornece uma medida de previsibi-
lidade da variavel de resposta usando o conjunto de preditores.
R? pode ser usado para escolher o conjunto ideal de preditores
quando o tamanho do modelo, ou seja, 0 numero de preditores,
é fixo.

A versao ajustada pode ser usada para comparar modelos in-
cluindo diferentes nimeros de preditores. Por este motivo, o
Rgdj também pode ser usado para ajudar na selegao do modelo,

selecdo de parametro de ajuste, etc.
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A extensao proposta do Rgdj torna tudo isso possivel quando

qualquer modelo estatistico com uma fung¢ao de variancia bem
definida, como modelos lineares generalizados ou mesmo quase
modelos, é considerado.

Como é bem definido para quase-modelos, o Rﬁ pode ser usado
para avaliar a previsibilidade de modelos construidos em apren-
dizado de maquina ou aprendizado profundo (Krizhevsky et al.,
2012). Por exemplo, ao identificar fatores de risco para medica-
mentos personalizados ou estudos de cancer (Sirinukunwattana
et al., 2016), podemos usar o RZ para medir a previsibilidade
com fatores de risco disponiveis e investigar a importancia de
um conjunto de fatores de risco potenciais usando o coeficiente
correspondente de determinagéo parcial.
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