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2.1 Modelos de regressao linear 2.2 Modelos de regressao logistica 2.2.1 Estimagao de parametros

A Secao 1.1 discute como estimar e fazer inferéncias sobre uma
Unica probabilidade de sucesso 7. A Secao 1.2 generaliza essa
discussao para a situacao de duas probabilidades de sucesso
que agora dependem de um nivel de grupo.

Agora completamos a generalizagao para uma situagdo em que
ha muitas possibilidades diferentes de sucesso para estimar e
realizar inferéncias. Além disso, quantificamos como uma var-
iavel explicativa com muitos niveis possiveis, talvez continuo em
vez de categorico, afeta a probabilidade de sucesso.

Essas generalizagdes sao feitas através do uso de modelos de
regressao binaria, também chamados de modelos de regressao
binomial.
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Vamos revisar os modelos de regressao linear normal. Seja Y; a
variavel de resposta para observagéesi =1,--- ,n. Além disso,
considere a situagdo com p variaveis explicativas x;, - - - , Xj, que
sao medidos na i-ésima observagao.

Relacionamos as varidveis explicativas com a varidvel resposta
através de um modelo linear:

Yi = Bo + BiXn + - + BpXip + €i,

onde¢jparai=1,---,n sao independentes e cada um tem uma
distribuicao de probabilidade normal com média O e variancia

o2

Isso levaacada Y;parai = 1,--- ,n sendo independentes com
distribuicdes normais.
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Os fo, - -,0p s@o parametros de regressdo que quantificam as
relacdes entre as variaveis explicativas e Y;. Por exemplo, se
B1 = 0, isso indica que ndo existe uma relagao linear entre a
primeira varidvel explicativa e a variavel de resposta dadas as
outras variaveis do modelo.

Alternativamente, se 5; > 0, existe uma relagdo positiva, um
aumento na variavel explicativa leva a um aumento na variavel
resposta e se 3; < 0, existe uma relagdo negativa, um aumento
na variavel explicativa leva a uma diminuigdo na a variavel de
resposta.

Tomando a esperancga de Y;, também podemos escrever o mo-
delo como

E(Yi) = Bo + Bixin + - - - + BpXip,

onde assumimos que as variaveis explicativas sao condiciona-
das ou simplesmente constantes.
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Essas equagdes do modelo permitem que diferentes valores po-
ssiveis de Y; ou E(Y;) sejam fun¢des de um conjunto de variaveis

explicativas.
Assim, se tivermos Xj;, - - - , Xj, € de alguma forma conhecer to-
dos os valores dos parametros fy, - - - , Bp, poderiamos encontrar

0 que Y; seria em média.

Claro, ndo sabemos fy, - - - , 5, em aplica¢des reais, mas pode-
mos estimar esses parametros usando estimag¢do de minimos
quadrados ou outros procedimentos mais complicados, se de-
sejado.

No contexto de respostas binarias, a quantidade que queremos
estimar é a probabilidade de sucesso, .
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Sejam Y; varidveis de resposta binarias independentes para ob-
servagdesi=1,---,n,onde um valor de 1 denota um sucesso e
um valor de 0 denota uma falha.

A distribuicdo normal obviamente ndo é mais um modelo apro-
priado para Y;. Em vez disso, semelhante a Sec¢ao 1.1, uma dis-
tribuicéo de Bernoulli descreve Y; muito bem, mas agora permiti-
mos que o parametro de probabilidade de sucesso 7; seja difer-
ente para cada observacao.

Assim,
PYi=y)=n'(1—-m)"™, para y=0 ou T

é a fungao de probabilidade (PMF) para Y;.
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Para encontrar o estimador de maxima verossimilhanga de 7;, a
fungéo de verossimilhanga é

n n

L(m1, -, malyr, - ¥n) = HP(Yi —y) = Hﬂ,iVi(—I . 7ri)1—y,.

i=1 i=1

Observe que existem n parametros diferentes para as n obser-
vagoes diferentes. Isso significa que o modelo esta saturado:
ha tantos parametros quanto observagoes.

As estimativas de parametros neste caso sdao as mesmas que
os dados, 7; = 0 ou 1, entdao nao ha ganho trabalhando com este
modelo.
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Suponha, em vez disso, que temos X, - - ,Xj, as variaveis ex-
plicativas como anteriormente, e desejamos relacionar os 7;'s a
essas variaveis.

Podemos propor uma fungdo matematica, digamos

T = (Xi17 T axip)7

para descrever a relagao.

Por exemplo, em uma configuragao simples, esta fungdo pode
designar dois valores possiveis de 7(xj;) dependendo de um tunico
valor bindrio para xj;, X;; poderia denotar o numero do grupo para
a observagao i como fizemos na Segéo 1.2.
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Em seguida, substituiriamos 7(xj,--- ,Xjp) na equagado acima
para estimar seus parametros.

Isso nos forneceria um modelo que pode ser usado para estimar
uma probabilidade de sucesso em fungao de quaisquer valores
possiveis para um conjunto de variaveis explicativas.

A préxima segado mostra que uma escolha apropriada da fungéo
m(Xi, -+, Xjp) levaauma gama completa de procedimentos Uteis
e convenientes de estimagao e inferéncia.
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O tipo mais simples de fungéo para m(x;q1,--- ,Xjp) € 0 modelo
linear
i = Bo + BiXin + - + BpXip

No entanto, este modelo pode levar a valores de w; menores que
0 ou maiores que 1, dependendo dos valores das varidveis ex-
plicativas e dos parametros de regressao.

Obviamente, isso é bastante indesejavel ao estimar uma proba-
bilidade. Felizmente, estao disponiveis muitas expressdes nao
lineares que forgcam 7; a ficar entre 0 e 1. A expressao mais co-
mumente usada é o modelo de regressao logistica:

&P (Bo + Bxin + - + BpXip) ‘
" 1+ exp (Bo + Bixin + - + BoXip)
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Observe que exp (8p + f1Xi1 + - - - + BpXip) € sempre positivo e o
numerador da equagao acima & menor que o denominador, o que
levaal <7< 1.

0 modelo de regressao logistica também pode ser escrito como

T
log <17r> = Bo + Bixin + - - + BpXip,
Y
através de algumas manipulagdes algébricas.

O lado esquerdo da equagao acima é o logaritmo natural para as
chances de sucesso, que exploraremos ao interpretar o modelo.
Essa transformagao de 7; é frequentemente chamada de trans-
formacao logit, assim chamada em analogia ao modelo “probit”
e é simplesmente denotada como logit(w;) ao escrever o lado
esquerdo do modelo.
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O lado direito da equagao acima é uma combinacao linear dos
parametros de regressao com as variaveis explicativas, e isso é
frequentemente chamado de preditor linear.

Frequentemente escreveremos os modelos sem os subscritos i

como
exp (Bo + Bix1+ - - + BpXp)

m =
14 exp(Bo + Bixy + -+ + [pXp)

logit(m) = Bo + BiX1 + - -+ + BpXp,
qguando nao estamos nos referindo a observagdes particulares.

Ficara claro com base no contexto quando a probabilidade de
sucesso for uma fungao de variaveis explicativas e ndo como =
foi usado na Secao 1.1.1, mesmo que o simbolo 7= ndao as men-
cione explicitamente.
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Grafico do modelo de regressao logistica.

O objetivo deste exemplo é examinar a forma do modelo de re-
gressao logistica quando ha uma unica variavel explicativa x;.

Considere o modelo

o exp(Bo + S1x1)
14 exp(Bo + Bix1)’

que é equivalentemente expresso como
logit(m) = Bo + Bix1:
Suponha que 3y = 1e 37 = 0.5. A figura abaixo mostra este

modelo a esquerda. O grafico a direita € o0 mesmo, mas com
1 =—0.5.

v
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Podemos fazer as seguintes generalizagdes examinando o mo-
delo e esses graficos:

» Quando pB; > 0; existe uma relagao positiva entre x; e .
Quando 7 < 0; existe uma relagao negativa entre x; e .

> A forma da curva é um pouco semelhante a letra s, essa
forma é chamada de “sigmoidal”.

» A inclinagdo da curva depende do valor de x;. Podemos
mostrar isso matematicamente tomando a derivada de 7
em relag@o a x1: 9 /0x7 = Bym(1 — ).

» Acimar = 0.5éumaimagem espelhada de abaixo r = 0.5.

v
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00 0000

A estimacgao por maxima verossimilhanga é usada para estimar
os parametros de regresséo g, - - - , 5o do modelo de regresséo
logistica. Substituindo nosso modelo por 7; e tomando o logari-
tmo natural para obter a fungao de log-verossimilhanga:

IOgL(/BOa"' 75p|}’17"‘ a}’n) = |Og Hﬂ{l(‘l 77.“_)1—}’/‘
= Zyl Bo + BiXn + -+ + BpXip)

|0g ( +exp(Bo + Bixn + -+ + 5pxip)) :

Derivando a expresséo acima em relagéo a g, - - - , f5p, iguale-os
a 0 e resolva-os simultaneamente para obter as estimativas dos
parametros Bg, . ,Bp.

Anélise de Dados Categoricos Regressdo com resposta b

Fernando Lucambio



2.1 Modelos de regressao linear 2.2 Modelos de regresséo logistica 2.2.1 Estimagéao de parametros
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Quando as estimativas dos parametros sao incluidas no modelo,
podemos obter a probabilidade estimada de sucesso como

exp (50 + BiXin + - + BpXip)

1+ exp (/30 + BiXin + -+ /Bpxip>

T =

Infelizmente, existem apenas alguns casos simples em que as
estimativas de parametros tém solug¢des de forma fechada; ou
seja, geralmente ndo podemos escrever as estimativas dos pa-
rametros em termos dos dados observados como poderiamos
para a estimativa de probabilidade Unica 7 na Se¢ao 1.1.2.
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Em vez disso, usamos procedimentos numéricos iterativos para
encontrar sucessivamente estimativas dos parametros de regre-
ssdo que aumentam a fungao de log-verossimilhanca.

Quando as estimativas mudam de forma insignificante para ite-
ragcOes sucessivas, isso sugere que atingimos o pico da fungao
de log-verossimilhanga e dizemos que elas convergiram.

Se as estimativas continuarem a mudar visivelmente até um nu-
mero maximo de iteragdes selecionado, o procedimento numé-
rico iterativo ndo convergiu e essas estimativas de parametros
finais ndo devem ser usadas. Discutiremos convergéncia e ndo
convergéncia com mais detalhes na Se¢ao 2.2.7.
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Dentro do R o algoritmo dos minimos quadrados reponderados
iterativamente (IRLS) é o procedimento numérico iterativo usado
para encontrar as estimativas dos parametros.

Este procedimento utiliza o critério dos minimos quadrados pon-
derados, que é comumente utilizado para modelos de regressao
linear normal quando ha variancia nao constante. O algoritmo
IRLS alterna entre atualizar os pesos e as estimativas dos para-
metros de forma iterativa até que a convergéncia seja alcangada.
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A funcao glm(), “glm” significa “modelo linear generalizado”, den-
tro de R implementa este procedimento de estimativa de para-
metros e mostramos como usar esta fungao no proximo exem-
plo.

Exemplo: Placekicking.
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