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Testes de hipoteses podem ser usados para avaliar a importan-
cia de variaveis explicativas em um modelo. Por exemplo, um
teste de Hg : By = 0vs. Hy : B # 0 avalia o r-ésimo termo da
variavel explicativa no modelo

logit(m) = Bo + Bixa + -+ + BeXr + + - + BpXp:

Se 3, = 0, isso significa que o termo correspondente é excluido
do modelo. Se 3; # 0, significa que o termo correspondente esta
incluido no modelo.

De forma equivalente, podemos enunciar as hipéteses como

H : logit(m) = Bo + BiX1 + -+ + BrXr + -+ + BpXp-

Em geral, as variaveis explicativas no modelo na hipétese nula,
também conhecido como modelo reduzido, devem estar todas
no modelo de hipétese alternativa, também conhecido como mo-
delo completo.
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Usaremos um teste Wald ou um LRT para realizar esses testes.
Agora nos concentramos nas especificidades da configuragédo
de regressao logistica.

Teste Wald
A estatistica Wald N
Zo = %
Var(f)

€ usada paratestar Hy : 5, = 0vs. Hy : 5, # 0.

Se a hipotese nula for verdadeira, Zy tem uma distribuicao nor-
mal padrdo aproximada para uma amostra grande e rejeitamos a
hip6tese nula se Zg tiver um valor observado incomum para esta
distribuigdo. Definimos incomum por |Zg| > Z;_, /5. O p-valor &
2P(Z > |Zp|) onde Z tem uma distribuicdo normal padréo.
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Mais de um parametro pode ser testado para igualdade a 0 na
hip6tese nula. No entanto, renunciamos a discussao sobre isso
porque os procedimentos de inferéncia de Wald aqui geralmente
encontram os mesmos tipos de problemas discutidos no Capi-
tulo 1.

No contexto de testes de hipéteses, isso significa que a taxa de
erro do tipo | declarada para um teste de hipdteses, ou seja q,
nao é a mesma que a taxa de erro real do tipo I.

O teste da razdo de verossimilhangas (LRT) tipicamente tem um
desempenho melhor do que o teste de Wald, entao nos concen-
tramos neste procedimento a seguir.

Anélise de Dados Categéricos Regressdo com resposta b Secbes 2.2.2,2.2.3e2.2.4 Fernando Lucambio



2.2.2 Testes de hipéteses 2.2.3 Razdes de chances (odds ratios) 2.2.4 Probabilidade de sucess

[e]e]e] le]ele]ele]

Teste da razdo de verossimilhangas (LRT)
A estatistica LRT pode ser escrita informalmente como

~ Maximo da fungéo de verossimilhanga sob Hy
~ Maximo da fung&o de verossimilhanga sob Hy ou H,

No contexto de testar a igualdade dos parametros de regressao
a 0, o denominador na equagao acima (A) é a funcao de verossi-
milhanga avaliada nas MLEs para o modelo contendo todos os
p + 1 parametros de regressao.

O numerador desta equagéo é a fungao de verossimilhanga ava-
liada nas MLEs para o modelo que exclui aquelas variaveis cujos
parametros de regressao sao definidos como 0 na hipétese nula.
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Por exemplo, para testar Hy : 5, = 0vs. Hy : 3 # 0, 3, seria
mantida igual a 0, o que significa que essa variavel explicativa
correspondente seria excluida do modelo de hipétese nula.

E claro que as estimativas para os pardmetros restantes ndo pre-
cisam ser as mesmas do modelo de hipéteses alternativas de-
vido as diferengas entre os dois modelos.

Se g parametros de regressao forem definidos como 0 na hipé-
tese nula e se isso for verdade, a estatistica —2 log(A) tem uma
distribuicao aproximada de XS para uma amostra grande e re-
jeitamos a hipo6tese nula se —2log(A) tem um valor observado
incomumente grande para essa distribuicao.
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Por exemplo, se o = 0.05 para o teste de
Hoiﬁ,—zo vs. H, :B,;AO,

aregido de rejeicdo ¢ > 3.84, onde x g5 = 3.84 € 0 quantil 0.95
a partir de uma distribui¢ao qui-quadrado. O p-valor é

P(A > —2log(N\))
onde A tem uma distribuicao X12 quandog =1.

Na maioria das vezes, usaremos as fungdes genéricas anova()
do pacote stats e Anova() do pacote car para realizar esses tes-
tes, fungdes comumente usadas por outros incluem a fungao
drop1() do pacote stats e a fungao Imtest() do pacote Imtest.
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Essas fungbes testam hipdteses de uma estrutura semelhante
aquelas vistas em uma andlise de variancia (ANOVA), mas po-
dem realizar LRTs em vez dos tipicos testes F ANOVA.

As duas fungbes sdo baseadas em testes de comparagao de
modelos de diferentes tipos. Quando usado com um objeto de
ajuste de modelo resultante de glm(), a fungao anova() calcula
testes tipo 1 (sequenciais), enquanto Anova() calcula testes tipo
2 (parciais).

A diferenga entre os tipos esta nos modelos de hipdtese nula
usados para cada termo testado. Com os testes do tipo 2, cada
modelo de hipétese nula consiste em todas as outras varidveis
listadas no lado direito do argumento formula, ignorando quais-
quer interagdes de ordem superior que contenham o termo.
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Para testes do tipo 1, 0 modelo de hip6tese nula contém apenas
as variaveis listadas no argumento formula antes do termo tes-
tado.

Geralmente, os testes do tipo 2 sdo preferidos, a menos que
haja algum motivo especifico para considerar uma sequéncia de
testes, como em modelos polinomiais. Ver Milliken and Johnson
(2004) para mais detalhes.

A estatistica LRT transformada —2log(A) tem uma forma sim-
plificada. Suponha que a probabilidade estimada de sucesso
nos modelos sob a hipétese nula e alternativa sejam denotados
como w(o) () , respectivamente. Da mesma forma, definimos
um vetor das estimativas dos paréametros da regressdo como

30) e g0,
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Temos entao

L(BOyq,--- ,yn
—2log(A\) = —2|og< Egﬂ ll}}:u ;;)
15 s Yn

— 2 (1og (L(BOlyr, -+ .yn) )
o0& (L(EVly. - .yn)))

= -2 yilog (V) + (1 - y))log (1 - 7)

—yilog (7") = (1= y;) log (7")-

Exemplo: Placekicking.
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Em um modelo linear onde E(Y) = 8o + BiX1 + -+ + BpXp, O
parametro de regressao f; € interpretado como a mudanga na
resposta média para cada aumento de 1 unidade em x;, man-
tendo as outras variaveis no modelo constantes.

Em um modelo de regressao logistica, a interpretagao dos para-
metros de regressao precisa levar em conta o fato de que eles
estao relacionados a probabilidade de sucesso através de

logit(m) = Bo + Bix1+ -+ - + BpXp-

Mantendo as outras variaveis constantes, um aumento de 1 uni-
dade em x, faz com que logit(7) mude por 5;. Essa mudanca
constante nas probabilidades logaritmicas de um sucesso leva
a uma maneira conveniente de usar as probabilidades na inter-
pretacgao.
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Para ver como isso funciona, considere um modelo de regressao
logistica com apenas uma variavel explicativa x. As chances de
um sucesso em um determinado valor de x sédo

Oddsy = exp(p + 51X)-

Se x for aumentado em ¢ > 0 unidades, as chances de sucesso
se tornam
0ddsyic = exp (8o + fi(x +¢))-

Para determinar o quanto as chances de sucesso mudaram por
esse aumento de ¢ unidades, encontramos a razdo de chances:

OR — Oddsyc  exp (/30 + Br(x + C))
~0ddsy  exp (ﬁo + B1X))

= exp(c p1):
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Curiosamente, o valor original da variavel explicativa x é cance-
lado na simplificagao; apenas a quantidade de aumento c e o
coeficiente 3, importam. A interpretagao padrao desta razéo de
chances é

As chances de sucesso mudam em exp(c (1)
vezes para cada ¢ unidades aumentadas em x-

Também é comum dizer “aumentar” ao invés de “mudar” quando
exp(c B1) > 1 e “diminuir” quando exp(c 47) < 1.

Quando x é binario com codificagdo de 0 e 1, c é sempre 1. A in-
terpretacao darazao de chances ou odds ratio entdao compara as
chances de sucesso no nivel codificado “x = 1" com as chances
em “x =0".
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As estimativas dos parametros do modelo podem ser substitui-
das por seus parametros correspondentes em OR para estimar
a razao de chances. A razao de chances estimada torna-se

OR = exp(c 1),

e sua interpretacgao € que as chances estimadas de um sucesso
mudam por exp(c 31) vezes para cada c¢ unidades de aumento
em Xx.

Como a razao de chances estimada é uma estatistica, ela varia
de amostra para amostra. Portanto, precisamos encontrar um
intervalo de confianga para OR a fim de fazer inferéncias com
um determinado nivel de confianga. Os procedimentos basea-
dos em verossimilhangas fornecem a base para os intervalos
de confiancga discutidos a seguir.
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Para encontrar um intervalo de confianga de Wald para OR, pri-
meiro encontramos um intervalo de confianga para c 5 e, em
seguida, usamos a fungao exponencial com os pontos finais do
intervalo.

Para este fim, extraimos \//a\r(§1) da matriz de covariancias esti-
mada para os estimadores dos parametros e formamos o inter-
valo de confianca (1 — «)100% de Wald para ¢ 5; como

ch £ CZ1_oy2\/ Var(B),

onde utilizamos Var(c 3;) = c2Var(53).
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O (1 — «)100% intervalo de confianga de Wald para OR torna-se

exp <C By £ CZ1a/2\/m> :

O intervalo de confianga de Wald geralmente tem um nivel de
confianga verdadeiro préximo ao intervalo de confianga declara-
do somente quando ha amostras grandes.

Quando o tamanho da amostra ndo é grande, os intervalos de
confianga LR perfilada geralmente apresentam melhor desem-
penho. Para esta configuragao, encontramos o conjunto de va-
lores de 3, tais que

L(B\O,/B‘I“"I,"' ’Yn) <X‘|2‘I
L(BO?ﬁ'I’y'Ia"' 1yn) e

seja satisfeito, onde BE € o MLE de 3y seguindo a especificagao
de um valor de j.

—2log

Anélise de Dados Categéricos Regressdo com resposta b Secbes 2.2.2,2.2.3e2.2.4 Fernando Lucambio



e hipoteses 2.2.3 Razdes de chances (odds ratios) 2.2.4 Probabilidade de su

O00000e

Na maioria das configuragdes, ndo ha solugdes de forma fecha-
da para os limites inferior e superior, portanto, sdo necessarios
procedimentos numéricos iterativos para encontra-los.

Uma vez que os limites do intervalo de confianga para 3, sdo
encontrados, digamos, "lower" e "upper”, usamos a fungao expo-
nencial e levamos em consideragao um valor de ¢ para encontrar
o intervalo de confianga LR perfilada (1 — «)100% para OR:

exp(c x lower) < OR < exp(c x upper)-

Exemplo: Placekicking.
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Uma vez que um modelo de regressao logistica é estimado, é
interessante estimar a probabilidade de sucesso para um con-
junto de valores de variaveis explicativas.

Isso pode ser feito simplesmente substituindo as estimativas
dos parametros no modelo:

exp (ﬂo + GiX1+ -+ Bpo)

1+ exp (Bo + B + -+ Boxy )

T =

Como 7 é uma estatistica, ela varia de amostra para amostra.
Portanto, precisamos encontrar um intervalo de confianga para
fazer inferéncias com um determinado nivel de confianga. Os
intervalos Wald e LR perfilados serdo discutidos nesta secao.
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Para ajudar a explicar como o intervalo de Wald é calculado, con-
sidere novamente um modelo de regressao logistica com ape-
nas uma variavel explicativa.

A probabilidade estimada de sucesso é entao
exp (Eo + §1X)
T+ exp (,/3\0 + B1X)

T =

A distribuicdo normal € uma melhor aproximacao para a dis-
tribuicdo de ﬁo e ﬁ1 do que para 7, entdao procedemos de maneira
semelhante a encontrar o intervalo de Wald para a razao de chan-
ces.
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Primeiro encontramos um intervalo de confianga para o preditor
linear, logit(w) = Bg + (1, e entdo transformamos as extremi-
dades desse intervalo em um intervalo usando a transformagao

exp(-)/(1+exp(-)).

O intervalo de confianga (1 — a)100% de Wald para 3y + $1x €
Bo + Bix £ Z1_o/2\/ Vz;(/ﬂ\O + Brx)-

A variancia estimada é encontrada por
Va\r(ﬁo + Bix) = VAEIT(EO) +X2VA3F(§1) + ZXEO\V(BoﬁO,

onde cada variancia e o termo de covariancia estao disponiveis
a partir da matriz de covariancia estimada das estimativas de
parametros.
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Esta é outra aplicagdo do seguinte resultado:
Var(aU + bV) = a®Var(U) + b?Var(V) + 2abCov(U, V),
onde U e V sdo varidveis aleatdrias e a e b sdo constantes.

Usando os limites de intervalo para 3y + 31X, o intervalo de con-
fianga (1 — «)100% Wald para 7 é

exp (B + i 21y Var(Go + ) )
1+ exp <§o + Bix £ Z1_ay2\/ @(B\O + @X)>

Observe que o limite inferior (superior) para = usa o sinal de
menos (mais) na parte + da equacgdo acima.
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Quando existem p variaveis explicativas no modelo, o intervalo
de Wald para 7 é encontrado da mesma maneira.

O intervalo é
oo (7 21-0/2yVar(a))
1+ exp <ﬁi Z1_o)2\/ ng(ﬁ))

sendo 7) = [ + S1X1 + - - - + PpXp, ONde a expresséo de variancia
é encontrada de maneira semelhante ao caso de varidvel Unica:

Var(7 ZXZVal' B + 22 Z xxiCov(;, ),

i=1 j=i+1

comxg=1.
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Embora essa expressao de variancia possa ser longa, ela é cal-
culada automaticamente pela fungéo predict() conforme ilustra-
do no préximo exemplo.

Os intervalos LR perfilada também sao calculados primeiro para
logit(r) e depois transformados em intervalos para 7.

Por exemplo, em um modelo com uma variavel explicativa,
logit(m) = o + Bix,

€ uma combinacao linear de 5y e $1. O numerador de —2 log(A)
envolve maximizar a fungdo de verossimilhanga com uma re-
stricdo para esta combinacgao linear, que é mais dificil do que
restringir apenas um parametro.
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O problema se torna ainda mais complicado quando ha varias
variaveis explicativas e, em alguns casos, os procedimentos nu-
méricos iterativos podem demorar muito para serem executa-
dos ou até mesmo nao convergir.

Supondo que a computagao seja bem-sucedida e um intervalo
para g + 51X seja encontrado, realizamos a transformagao

exp(-)/ (14 exp(-)),

para obter um intervalo para .

Usamos o pacote mcprofile, um pacote de contribuicdo de usua-
rios que ndo esta na instalagao padrao do R, para calcular os
intervalos de verossimilhanga perfilada para 7 e para a maioria
das outras combinagdes lineares de parametros que serdo dis-
cutidas aqui.
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Usamos este pacote porque é o pacote mais geral disponivel
para calcular esses tipos de intervalos. Sugerimos o seguinte
curso de agdo ao calcular os intervalos de confianga LR perfilada
com mcprofile:

» Calcule um intervalo de Wald.
» Calcule um intervalo LR perfilada com o pacote mcprofile.

» Use o intervalo LR perfilada, desde que nao seja muito
diferente do Wald e ndo haja mensagens de aviso
fornecidas pelo R ao calcular o intervalo. Caso contrario,
use o intervalo Wald.

Exemplo: Placekicking.
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