Anadlise de Dados Categoricos
Resposta multicategorica
Secdes 3.1e 3.2

Fernando Lucambio

Departamento de Estatistica
Universidade Federal do Parana

Outubro, 2023

Anélise de Dados Categéricos Resposta multicategérica Secoes 3.1¢€ 3.2 Fernando Lucambio



3.1 Distribuigao multinomial

3.2 Tabelas de contingéncia | x J
3.2.1 Uma distribuigcao multinomial
3.2.2 | distribuigoes multinomiais
3.2.3 Teste de independéncia

vVvyYVvyyvyy

Anélise de Dados Categéricos Resposta multicategérica Secoes 3.1¢€ 3.2 Fernando Lucambio



O Capitulo 3 generaliza isso para uma configuragdo em que o
valor da variavel de resposta é escolhido a partir de um conjunto
fixo de mais de duas opgdes.

Por exemplo, as opgdes de resposta podem ter o formato:

> 1. Escala Likert de cinco niveis - Discordo totalmente, dis-
cordo, neutro, concordo ou concordo totalmente,

» 2. Compostos quimicos em experimentos de descoberta
de medicamentos - Positivo, bloqueador ou nenhum,

> 3. Colocagao de prateleiras de cereais em uma mercearia
- fundo, meio ou topo,

> 4. Afiliagao a partidos politicos canadenses - Conservador,
Novo Democrata, Liberal, Bloc Quebecois ou Verde, e

> 5. Graus de carne bovina — Prime, Choice, Select, Stan-
dard, Utility e Commercial.
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Para esses exemplos, algumas respostas sao ordinais, por ex-
emplo, escala Likert e outras nao, por exemplo, compostos qui-
micos. Investigaremos respostas multicategorias ordinais e no-
minais, ndo ordenadas neste capitulo.

Em cada um dos exemplos acima, uma unidade observada se
encaixa exatamente em uma categoria. Por exemplo, um com-
posto quimico nao pode ser tanto positivo quanto bloqueador.
Existem outras situagdes em que uma unidade pode se encaixar
simultaneamente em mais de uma categoria, como nas pergun-
tas da pesquisa “escolha todas as que se aplicam”. Investigare-
mos esses problemas de “resposta multipla” separadamente na
Secéo 6.4.
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A distribuicao de probabilidade multinomial é a extenséao da dis-
tribuicdo binomial para situagdes em que ha mais de duas cate-
gorias para uma resposta. Seja Y a variavel aleatéria resposta
categorica com niveis j = 1,---,J, onde cada categoria tem
probabilidade m; = P(Y = j) tal que 377 m; = 1.

Se houverem n tentativas idénticas com respostas Yq,---, Yy,
entdo podemos definir varidveis aleatoérias N;, j = 1,--- ,J, tal
que N; conte o numero de tentativas respondendo com a cate-
goria j. Ou seja, N; = >°7 ,I(Y; = j); onde I(-) = 1 quando a
condigdo entre parénteses for verdadeira e = 0 caso contrario.
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Sejan,---,nydenotando a contagem de respostas observadas
para a categoria j com Zf:1 nj = n. A fungéo de probabilidade
(PMF) para observar um determinado conjunto de contagens

n1a"'7nJé

n;

P(N1:n17" NJ_nj j o

Hnj! =1
j=1

conhecida como distribuicao de probabilidade multinomial. Ob-
serve que quando J = 2, a distribuicao simplifica para a dis-
tribuicdo binomial, onde ny = w,n, = n—-w, m = rtem =
1—m na notagao dessa seg¢ao. Usamos a estimagao por maxima
verossimilhanca para obter estimativas de mq,--- , 7. A fungao
de verossimilhanga é simplesmente a equagao acima e o MLE
para cada 7; € W; = n;/n, ou seja, a proporgdo observada para
cada categoria.
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A Sec¢ao 1.2 discute como as contagens de duas distribuigdes
binomiais podem ser analisadas na forma de uma tabela de con-
tingéncia 2 x 2. Expandimos esta discussao agora para permitir
mais de duas linhas e/ou colunas.

Assumimos que duas variaveis categoricas, X e Y, sao medidas
em cada unidade com niveisdei=1,--- ,IparaXej=1,--- ,J
paraY.

Nossa amostra é composta por n unidades classificadas cruza-
damente de acordo com seus niveis de X e Y. As contagens de
unidades para as quais a combinacéo (X = i; Y = j) é observada
sao denotadas por nj; e representam observagoes das variaveis
aleatérias Njj,i=1,--- ,L,j=1,--- ,J.
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Nosso objetivo é usar as contagens observadas para fazer infe-
réncias sobre a distribuicdo do Nj; e identificar quaisquer relagdes
entreXeY.

Para isso, podemos criar uma tabela de contingéncia resumindo
essas contagens, sendo X a variavel de linha e Y a variavel de
coluna.

A tabela abaixo fornece a tabela geral de contingéncia. Observe
que usamos um subscrito + para indicar uma soma; por exem-
plo, ny; = 2521 n; € o total da coluna j. Vamos denotar n
simplesmente por n.
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Tabela de contingéncia I x J

1 2 ... J Total

1 ny M2 - Mg M

2 Mo M2 -+ Nay Mo

I np M -+ Ny Moy

Total n.; n.s --- n.g n
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Primeiro, considere a situagdo em que um tamanho de amostra
fixo de n unidades é amostrado de uma grande populagéo. Defi-
nimos m; = P(X =1i; Y = ).

Esta é a mesma configuragao multinomial da Secao 3.1 com n
tentativas e | x J respostas possiveis, exceto que agora cada
resposta possivel € uma combinagao de duas variaveis em vez
de apenas uma.

Assumimos que cada unidade amostrada tem uma e apenas
uma combinacgao de categorias X e Y, de modo que

I J

2.0 m="T

i=1 j=1
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0 estimador de maxima verossimilhanca para essas probabili-
dades procede de forma analoga ao que foi feito na Segao 3.1,
com pequenas modificagdes na notagao para levar em conta a
segunda variavel.

A fungéo de probabilidades para Nqq, - - - , N,y torna-se
nl IJ
: nji
P(Nvy = nn, - Ny =ny) = —— [T [ ="
[I1Tm

i=1 j=1

que também é a funcgao de verossimilhanga para uma amostra
de tamanho n. O MLE de 7 € a proporgéo estimada 7;; = n;/n.
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Distribuigcdes marginais para X e para Y também podem ser en-
contradas. A probabilidade marginal para o nivel i de X é

Ty = P(X =)

parai=1,---,I. Adistribuicdo marginal de X &, portanto, multi-
nomial com n tentativas e probabilidades 7, --- , 7, eresulta
nas contagens marginais n., - -- ,n;,.. Da mesma forma, a pro-
babilidade marginal para a categoriajde Y é 7, ; = 2;21 mj para
j=1--.,J.

A distribuicao marginal de Y é multinomial com n tentativas, pro-
babilidades 74, --- , 7, resultando nas contagens marginais
Ni1,-+ N4y Observe que Yy mp =1e Yl 7 = 1. Os es-
timadores de maxima verossimilhanga (MLEs) de 7, e 7 séo
as proporgdes de linha e coluna correspondentes, 71, = n;,./ne
74j = N4j/n, respectivamente.
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Quando o resultado de X nado afeta as probabilidades dos resul-
tados de Y, dizemos que Y é independente de X. Como resul-
tado da independéncia, a probabilidade de qualquer resultado
conjunto de fatores (X =i, Y = j) nas probabilidades marginais
paraX =ieY =j mj = mi w4

A independéncia simplifica a estrutura das probabilidades den-
tro de uma tabela de contingéncia, reduzindo o niumero de para-
metros desconhecidos para (I — 1) + (J — 1) = I+ J — 2 proba-
bilidades marginais. Assim, ha uma redugédode (IJ—1)—(I+J—
2) = (I — 1)(J — 1) pard@metros em comparagcdo com a mesma
tabela sem independéncia. Examinaremos em breve como rea-
lizar um teste de hipétese para independéncia.
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Um modelo alternativo é necessario quando amostras de tama-
nhos n;, i = 1,--- I sou deliberadamente tiradas de cada um
dos diferentes grupos.

Neste caso, as contagens marginais n;, sao fixas por planeja-
mento, entdo temos uma distribuicdo multinomial de J catego-
rias separada em cada um dos | grupos, onde n = Z§:1 Niy.
Cada uma dessas distribuigoes tem seu préprio conjunto de pa-
rametros de probabilidade.

Definindo P(Y = j[X = i) = 7;; como a probabilidade condi-
cional de observar a categoria de respostaj dado que uma unida-
de é do grupo i. Observe que Z}’:1 mjj=1paracadai="1,---,lI
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A distribuigao conjunta condicional de Nj;,--- ,N;; tem fungao
de probabilidade

J
Nit njj
P(Nn =nj,-- Ny =nig[Nig. =nip) = ———— | | m/»
=1
[Ins
=1
paracadai=1,---,l. Assumindo que | amostras diferentes sdo

independentes, a verossimilhanga é o produto de I distribuicoes
multinomiais,
I
H ]
J /Il
H i
Como resultado, este modelo é muitas vezes referido como o

modelo produto de multinomiais. O estimador de maxima vero-
ssimilhanga (MLE) de 7;|; € 7j|; = nj/niy.
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Um teste de independéncia,

Ho @ mj=mmy paracadai,j
Hy « my # mipmy para algum i,j

pode ser realizado usando um teste qui-quadrado de Pearson e
um teste da razdo de verossimilhangas (LRT).

Esses testes ja foram mostrados como testes para a igualdade
de duas probabilidades de sucesso binomial, o que equivale a
um teste de independéncia em um modelo produto de multino-
miais com | = J = 2. A estatistica do teste qui-quadrado de
Pearson é novamente formado pela soma

(contagem observada - contagem esperada estimada)2
(contagem esperada estimada)

em todas as células da tabela de contingéncia.
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A contagem observada € n;. A contagem esperada sob inde-
pendéncia € n7; 7,; = ni ny;/n para o modelo multinomial, ou
equivalentemente n;, 7,; = nj;n,;/n sob o modelo produto de
multinomiais. Isso leva a estatistica de teste

2
X2 _ z’: ZJ: (ng —nigny/n)”

niyn.j/n

i=1 j=1

A estatistica X2 tem uma distribuicdo aproximada de X6—1)(J—1)
em grandes amostras quando a hipotese nula é verdadeira.

Quando a hipétese nula é falsa, esperamos grandes desvios en-

tre as contagens observadas e esperadas em relagdao ao tama-

nho de n;;.n.;/n, que levam a grandes valores da estatistica X2.

Portanto, rejeitamos a hipdtese nula de independéncia entre X e
2 2

Y quando X* > X{1-1)(J-1)1—a-

Anélise de Dados Categéricos Resposta multicategérica Secoes 3.1¢€ 3.2 Fernando Lucambio



323

[e]e] lele]e]

A razao de verossimilhanga é formada da maneira usual como

_ Maximo da fungéo de verossimilhanga sob Hg
~ Maximo da funcéo de verossimilhanga sob Hy ou H;

O calculo de A € baseado em 7; = ;. 74 = nj;nj/n no nume-
rador e m; = nj;/n no denominador para estimar cada 7;;. Apli-
cando a transformacao usual com A, temos

[N

~2log(A) =2 > "ny <n,+n+1/”>

i=1 j=1

onde assumimos 0 x log(0) = 0 por conveng&o. Assim como X2,
a estatistica LRT transformada tem uma distribuicdo amostral
em amostras grandes X%I—U(J—U quando Hyg € verdadeiro e usa a
mesma regra de rejei¢ao.
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Os graus de liberdade usados para o teste de independéncia sao
encontrados calculando

(No. de pardametros sob H1) — (No. de parametros sob Hp)-

Esta é uma maneira geral de encontrar graus de liberdade para
qualquer teste de comparagao de modelos. Conforme mostrado
na Secgao 3.2.1, precisamos estimar os | — J — 2 parametros
quando a hipoétese nula de independéncia é valida e IJ—1 quando
nao. Assim, os graus de liberdade para o teste de independéncia
sdfo(-1)—-(I+J=2)=(1-1J-1).

Tanto o teste LRT quanto o teste qui-quadrado de Pearson geral-
mente fornecem resultados semelhantes em amostras grandes.
No entanto, seus valores podem diferir consideravelmente em
amostras menores, levando a ambiguidade se seus valores es-
tiverem em lados opostos da regido de rejeigao.
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Tem havido uma série de recomendacgdes sobre o que constitui
uma amostra “grande o suficiente” para obter uma boa aproxi-
macao 2.

Os critérios mais comuns s&o n; n_;/n > 1ou > 5 para todas as
células da tabela de contingéncia. Esses critérios podem nao
ser atendidos quando ha contagens de células muito pequenas
em muitas células da tabela. Por exemplo, uma linha para a qual
a contagem marginal n;. ndo é muito maior do que o numero de
colunas nao pode ter contagens de células esperadas “grandes”
em todas as colunas. Nesses casos, uma simulagdo de Monte
Carlo ou os procedimentos de teste exatos descritos na Segao
6.2 podem fornecer uma avaliagdo visual para determinar se a
aproximacgao a distribuicao X(Z,_1)(J_1) € apropriada. Estaéaabor-
dagem preferida sempre que houver alguma duvida em relagao
a aproximacao 2 e fornecemos um exemplo de sua implemen-
tacao.
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Exemplo 3.3: Crackers enriquecidos com fibra.
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