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Passamos agora ao problema de modelar as probabilidades de
uma variavel de resposta categérica Y com categorias de res-
postaj=1,---,J usando variaveis explicativas xy, - - - , Xp.

Foram definidas probabilidades para uma resposta binaria como
P(sucesso)/P(fracasso). De maneira mais geral, para uma re-
sposta multinomial, podemos definir as probabilidades como
uma comparagao de qualquer par de categorias de resposta.

Por exemplo, 7;/7; € a probabilidade da categoria j relativa a j'.
Um modelo de regressao popular para respostas multinomiais
é desenvolvido entdo selecionando uma categoria de resposta
como o nivel base e formando as chances das J — 1 categorias
restantes contra este nivel.
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Considere que j = 1 represente a categoria de nivel basico e
forme as chances (odds) 7;/m paraj = 2,--- ,J. Essas proba-
bilidades sao entdo modeladas em fungao de variaveis explica-
tivas usando uma forma generalizada de regressao logistica.

Observe que se J = 2, temos log(m/m) = log (m2/(1—72)), que
é equivalente a log (77/(1 — 7r)) como na regressao logistica, a
categoria de resposta 2 torna-se a categoria de “sucesso”.

Especificamente, um modelo de regressao multinomial, também
conhecido como modelo logit de categoria de linha de base rela-
ciona um conjunto de variaveis explicativas a cada probabilidade
logaritmica de acordo com

log(7j/m) = Bjo + Bpxa + -+ - + BipXp,

paraj=2,---,J.
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Observe que o primeiro subscrito nos parametros 3 corresponde
a categoria de resposta, o que permite que os log-odds de cada
resposta se relacionem com as variaveis explicativas de uma
maneira diferente.

Além disso, observe que, subtraindo os log-odds apropriadas,
podemos reescrever a equagdo acima para comparar qualquer
par de categorias de resposta.

Por exemplo, para achar log(w;j/7j) onde ' # 1ej’ # j, temos

log(mj/my) = log(m;) — log(mj)
= log(mj/m) — log(mj/m)
= (Bo — Byo) + (Bn = Bya)xa+ - (Bp — Byp)Xp

Assim, a escolha do nivel de base nao é importante e pode ser
feita com base na conveniéncia ou interpretagao.
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As probabilidades para cada categoria individual também po-
dem ser encontradas em termos do modelo. Podemos rees-
crever

m = mexp (Go + pxi + - + Gpp)
usando propriedades de logaritmos.

Observando que 1 + w5 + - - - + 7y = 1, temos

1 + m1exp (Bao + B21xa + -+ + BapXp)

e mexp (Buo + Buxa o+ BypXp) = T
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Fatorando o m; comum em cada termo, obtemos uma expressao
para m:

™ = J

T+ > exp (Bo + xa + - + fipp)
=2

Isso leva a uma expresséo geral para 7;:
exp (B + Bnx1 + - + BipXp)
T = 5 ,

1+ Z exp (Boo + Brxa + -+ + BipXp)
—2
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Os parametros para o modelo sao estimados usando a maxima
verossimilhanga. Para uma amostra de observagdes, y; que de-
notam a categoria resposta e as correspondentes variadveis ex-
plicativas xj;,--- ,Xjp parai = 1,--- ,m, a fungdo de verossimi-
Ihancga é simplesmente o produto de m distribui¢des multinomi-
ais com parametros de probabilidade dados anteriormente.

Procedimentos numéricos iterativos sao entao usados para en-
contrar as estimativas dos parametros. A fungdo multinom() do
pacote nnet executa os cdlculos necessarios. Conforme men-
cionado na ajuda desta funcao, redimensionar as varidveis ex-
plicativas para que fiquem entre 0 e 1 pode ajudar as vezes com
a convergéncia das estimativas dos parametros.
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A matriz de covariancia estimada para as estimativas de parame-
tros é encontrada usando procedimentos de verossimilhanga pa-
drao. Os métodos de inferéncia baseados nas estatisticas de
Wald e LR sdo executados da mesma forma que os procedimen-
tos de verossimilhanga nos capitulos anteriores.

No entanto, os intervalos de razao de verossimilhancga perfilada
sdo dificeis de obter em R, porque nem uma funcao do método
confint() nem no pacote mcprofile foram estendidos para calcu-
lar esses tipos de intervalos para objetos resultantes de multi-
nom().

Por esta razao, focamos no uso de intervalos de Wald nesta
secgao.
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Exemplo 3.4: Graos de trigo (Kernels).
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Como as probabilidades log-odds ou logaritmos da probabili-
dades de chances sao modeladas diretamente em um modelo
de regressao multinomial, as razdes de chances sao Uteis para
interpretar a relagdo de uma variavel explicativa com a resposta.

Conforme descrito na Segéo 2.2.3 para modelos de regressao
logistica, as razdes de chances para variaveis explicativas numé-
ricas representam a mudanga nas chances correspondentes a
um aumento de ¢ unidades em uma variavel explicativa especi-
fica.

A Unica diferenga com os modelos multinomiais é que as pro-
babilidades agora sdao formadas como uma comparagao entre
duas das J categorias de resposta.
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Por exemplo, suponha que os termos na equagao
log(7;/m1) = Bjo + Bjxa + -+ - + BjpXp,

sejam varidveis explicativas distintas, ndo transformagdes ou in-
teragoes.

As chances de uma resposta da categoria j versus uma resposta
da categoria 180 exp(Bjo + Bj1X1 + - - - + BjpXp)-

Essas probabilidades mudam por exp(cf;;) vezes para cada ¢
unidade de aumento em x,, mantendo as outras variaveis cons-
tantes.
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Da mesma forma, a partir da equagao
log(;/m) = (Bjo — Byo) + (B — Bya)xa + -+ + (Bip — Byp)Xp,

as chances de uma categoria j vs. uma resposta de categoria f/,
j#J.j>1ej >1,mudam porexp (c(Bir — Bjr)) vezes para cada
¢ unidades de aumento em x, mantendo as outras varidveis no
modelo constantes.

As estimativas de maxima verossimilhanga das razées de chan-
ces sao obtidas substituindo os parametros de regressao por
suas estimativas correspondentes. Os métodos de inferéncia
baseados em Wald e LR para odds ratios sdo usados da mesma
forma que discutimos nos capitulos anteriores.
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Exemplo 3.5: Graos de trigo (Kernels).
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0 modelo de regressdo multinomial fornece uma maneira con-
veniente de realizar o teste da razdo de verossimilhangas (LRT)
para independéncia descrito na Sec¢do 3.2.3. Podemos tratar
a variavel de linha X como uma variavel explicativa categorica
(consulte a Segdo 2.2.6) construindo | — 1 varidveis indicadoras
Xo,--- , X representando os niveis 2,--- ./ de X.

Observe que excluimos o rétulo x; por conveniéncia, para que 0s
indices das varidveis indicadoras correspondam aos niveis de
X. Usando Y como variavel de resposta com probabilidades de
categorias m, - -- ,my, 0 modelo de regressao multinomial para
a tabela é

log (mj/m1) = Bjo + Biaxa + - - + Bixi,

para=j=2,---,J.
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Este modelo implica que
log (/1) = Bjo

quandoX =1e

log (/1) = Bjo + B
quando X = iparai = 2,---,l. Portanto, o log-odds entre duas
colunas depende da linha da tabela. Observe que existem I(J—1)
parametros de regressao no total. Porque Zfﬂ 7; = 1para cada

X, ou seja, apenas as J — 1 probabilidades de resposta precisam
ser estimadas em cada linha, o modelo esta saturado.

A independéncia entre X e Y remove essa dependéncia de linha,
de modo que o log-odds entre duas colunas seja constante entre
as linhas. Isso implica no modelo simplificado

log (mj/m1) = Bjo:
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Assim, testar a independéncia é equivalente a testar
Ho : Bo=--=p8i=0,
paracadaj=2,---,Jvs.

Hq : Pelo menos um g # 0 para algunsj e i-

Este teste é facilmente realizado usando o teste da razdo de
verossimilhangas (LRT). Quando a hipétese nula é rejeitada, o
proximo passo € investigar as fontes de dependéncia.

Como na Secgao 3.2.3, o calculo das razdes de chances para
secdes 2 x 2 selecionadas da tabela de contingéncia pode as
vezes ajudar a explicar a natureza da associagao.
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Essas razbes de chances sao facilmente obtidas a partir dos
parametros do modelo de regressao. Por exemplo, as chances
estimadas para comparar as categorias de resposta Y = j a
Y = 1580 exp (EJ,) vezes maiores para X = i do que X = 1.
As razoes de chances (odds ratios) envolvendo linhas e colunas
diferentes da primeira sdo encontradas como exponenciais de
combinacgdes lineares de parametros de regressao. Por exem-
plo, as probabilidades estimadas para comparar as categorias
de resposta 2 e 3 sdo

exp ((Baa — B3a) — (Bos — Bss))

vezes maiores na linha 4 do que na linha 5. Os intervalos de
confianga podem ser formados para essas razdes de chances,
conforme descrito na Segao 3.3.1.
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Exemplo 3.6: Crackers enriquecidos com fibra.
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