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Muitas variaveis de resposta categdérica tém uma ordenagao na-
tural para seus niveis.

Por exemplo, uma variavel de resposta pode ser medida usando
uma escala Likert com categorias “discordo totalmente”, “dis-
cordo”, “neutro”, “concordo” ou “concordo totalmente”.

Se os niveis de resposta puderem ser organizados de modo que
a categoria 1< categoria 2 < - - - < categoria J em alguma escala
conceitual de medida (por exemplo, quantidade de concordan-
cia), entdo os modelos de regressdo podem incorporar essa or-
denagao por meio de uma variedade de transformagdes logit da
resposta probabilidades. Nesta se¢ao, focamos na modelagem
de probabilidades acumuladas com base na ordenacao das ca-
tegorias.
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A probabilidade acumulada para a categoriajde Y é P(Y <j) =
m+---+mjparaj=1,---,J. Observeque P(Y < J) = 1. Modelos
de regressao para respostas multinomiais ordinais podem ex-
aminar os efeitos das variaveis explicativas x;, - - - ,Xp nas prob-
abilidades ou log-odds acumulados, também chamadas de log-
its cumulativos,

o P(Y <)) Tt
< — - =7 = - :
logit(P(Y < j)) = log <1 —P(v Sj)) log (7%1 Ty

Em particular, o modelo de probabilidades proporcionais € um
modelo especial que assume que o logit dessas probabilidades
acumuladas muda linearmente a medida que as variaveis ex-
plicativas mudam e também que a inclinagao dessa relagao é
a mesma independentemente da categoria j.
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Formalmente, o modelo é definido como
logit(P(Y <j)) = Bjo + BiX1 + - + BpXp,

paraj=1,---,J.

Observe que ndo ha subscritos j nos parametros fy,--- , Bp. O
modelo assume que os efeitos das variaveis explicativas sdo os
mesmos, independentemente de quais probabilidades acumu-
ladas sao usadas para formar os logaritmos.

Assim, o nome “proporcional odds” deriva de cada odd ser um
multiplo de exp(Bjo).
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Para um j fixo, aumentar x; por ¢ unidades muda cada log-odds
na equagao acima por ¢ 3 a0 manter as outras variaveis explica-
tivas constantes.

Por outro lado, a diferenga no log-odds entre as categorias de
respostaj e j’ é constante, (o — ;.0 € ndo depende dos valores
de xq,- -+, Xp quando eles sdo mantidos fixos.

Esses resultados estao diretamente relacionados as razdes de
chances, conforme detalhado na Secgao 3.4.1. Além disso, ob-
serve que as chances devem aumentar a medida que j aumenta,
porque colocamos progressivamente mais probabilidade no nu-
merador, P(Y < ). Isso implica que 519 < --- < 8y_1,0-
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As probabilidades de observar uma determinada categoria de
resposta j sdo encontradas observando que

7= P(Y =j) = P(Y <J) = P(Y <] - 1)

ondeP(Y <0)=0,P(Y<J)=Te

exp (Bjo + Bix1 + -+ - + BpXp) .
1+ exp (Bjo + Bix1 + -~ + BpXp)

P(Y <)) =
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Por exemplo, a probabilidade para a categoria1é

m=P(Y<1)—P(Y<0)= exp (Bio + Bixa + -+ - + BoXp)
1 = - T+ exp (ﬂ10—|—ﬂ1x1 +"'+5pxp)

e a probabilidade para a categoria J é

7, = P(Y<J)—PY<J-1)
exp (By—1,0 + BX1 + -+ - + BoXp) ‘
1+ exp (By—1,0 + BiX1 + -+ + BpXp)

Anélise de Dados Categéricos Resposta multicategérica Secoes 3.4,3.4.1,3.4.2e 3.3.3 Fernando Lucambio



3.4

0O00000e0000

Probabilidades acumuladas de Y Probabilidades de Y
(=] o
= 7] Senra = 7
@ _ @
o o
w w
~ © 7 o 7
W =
> 15
o <+ | =+ ]
=] [=]
o o
o o
o o
o 7 o 7
| | | | | | [ |
-4 -2 0 2 -4 -2 0 2
Xq Xq

Anélise de Dados Categéricos Resposta multicategérica Secdes 3



3.4

00000008000

Os parametros do modelo de probabilidades proporcionais sao
estimados usando a maxima verossimilhanga. Semelhante a
Secao 3.3, a fungao de verossimilhanga para uma amostra de
tamanho m é simplesmente o produto de m distribuicées multi-
nomiais com parametros de probabilidade expressos como fun-
¢Oes das varidveis explicativas. Procedimentos numéricos iter-
ativos sdo entdo usados para ajustar o modelo.

A funcgédo polr() do pacote MASS executa os cdlculos necessa-
rios. E importante garantir que os niveis da resposta categérica
sejam ordenados da maneira desejada ao usar polr(); caso con-
trario, a ordenagao dos niveis de Y nao sera considerada corre-
tamente. Demonstraremos como verificar e, se necessario, al-
terar a ordenagao no proximo exemplo. A matriz de covariancia
para as estimativas de parametros de regressao é encontrada
usando procedimentos de verossimilhanga padrao.
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Os procedimentos de inferéncia baseados em Wald e LR tam-
bém sao realizados da maneira usual. As hipoteses associadas
aos testes de parametros de regressao individuais sao

Se a hipdtese nula for verdadeira, isso diz que J — 1 log-odds
comparando P(Y <j)aP(Y > j) ndo dependem de x,, mantendo
todas as outras varidveis explicativas constantes.

Se a hipétese alternativa for verdadeira, entdao as log-odds para
cada probabilidade cumulativa aumentam ou diminuem com x;
dependendo do sinal de ;. Por sua vez, isso impde uma or-
denacdo nas probabilidades de categorias individuais, como a
vista no grafico a direita da figura no exemplo anterior.
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Compare o teste anterior envolvendo 5, com um teste correspon-
dente envolvendo o modelo de regressdao multinomial com uma
resposta nominal da Sec¢éo 3.3,

Ho : Bar =+ = By = 0 vs. H; : Pelo menos um f; # 0-

O modelo da hipétese alternativa coloca menos restrigdes so-
bre como x; se relaciona com probabilidades de categorias in-
dividuais por meio do uso de mais parametros do que o mode-
lo de probabilidades proporcionais. Assim, quando as hipéte-
ses de probabilidades proporcionais sao aplicaveis, o modelo
de hipoteses alternativas para regressao multinomial descreve
a relagcao entre a resposta e as variaveis explicativas de forma
menos eficiente.
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Exemplo 3.9: Graos de trigo.
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As razdes de probabilidades ou odds ratios baseadas nas pro-
babilidades acumuladas sao facilmente formadas porque o mo-
delo de probabilidades proporcionais iguala os logaritmos das
probabilidades ao preditor linear.

Por exemplo, a razao de chances envolvendo uma variavel ex-
plicativa, digamos x;, €

Oddsy, 1c.... 7Xp(Y <j)  efpthlxate)t+hpxp

= — ecﬁ‘l
Oddsy, ... ,xp(Y <}J) eBjotBixit+BpXp ’

onde deixamos Oddsy,.... x,(Y < j) denotar as chances de obser-
var a categoria j ou menor para Y .
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Observe que esta formulagao da razao de chances assume que
X2, -+ ,Xp permanecem inalterados. A interpretagédo formal da
razao de chances é:

As chances de Y < jvs. Y > j mudam em e®% vezes para um
aumento de ¢ unidades em x; enquanto as outras variaveis ex-
plicativas no modelo sdo mantidas constantes.

Curiosamente, a razao de chances permanece a mesma, nao im-
porta qual categoria de resposta seja usada paraj. Esta carac-
teristica chave do modelo de probabilidades proporcionais oco-
rre devido a auséncia de um subscrito j nos parametros de incli-

nagéo fi,- -, fp.
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Exemplo 3.10: Graos de trigo.
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A Secao 3.2 discute como testar aindependéncia em uma tabela
de contingéncia usando um modelo de regressao multinomial
para uma resposta nominal.

Um teste semelhante para independéncia também pode ser rea-
lizado usando o modelo de chances proporcionais, mas a hip6-
tese alternativa especifica o tipo de dependéncia que pode estar
presente.

Isso ocorre porque o modelo de chances proporcionais assume
uma estrutura especifica para a associagao entre uma variavel
explicativa categdrica X e uma variavel de resposta Y e, portanto,
usa menos parametros do que o modelo nominal para resumir
essa associagao.
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Em particular, para uma tabela de contingéncia | x J com cate-
gorias ordinais de Y, o modelo de chances proporcionais é

logit(P(Y < j)) = Bjo + BaX2 + -+ + BiXi,

j=1,---,J—"Tondexs,--- ,x; sdo variaveis indicadoras para as
linhas 2, - - -, I, respectivamente.

Qualquer 3; # O parai = 2,--- I significa que as probabilidades
envolvendo probabilidades acumuladas para Y ndo sdo as mes-
mas nas linhas 1e.

Categorias inferiores de Y sao mais provaveis de serem obser-
vadas na linha i do que na linha 1 se 5; > 0 e menos provaveis
se 5 < 0.
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Assim, a independéncia é testada como

Ho : fp=P3=---=5=0

Vs.
H; : qualquer g; # 0

i=2, 1.

Se a hipétese nula de independéncia for rejeitada, a associacéo

é resumida com o auxilio dos sinais e valores de 3,, - - - , 3, junta-
mente com intervalos de confianga para os parametros corres-
pondentes.
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A equagdo acima contém apenas (/—1)+(J—1) pardmetros, em
comparagdo com /(J — 1) no modelo de regressdo multinomial
correspondente. A redugao nos parametros vem da suposigao
de chances proporcionais, que especifica que a diferenga nos
logits de probabilidades acumuladas para quaisquer duas linhas
é controlada por apenas um parametro g;, independentemente
dej.

Assim, o teste de independéncia usando o modelo de chances
proporcionais é mais poderoso do que um teste de independén-
cia usando o modelo de regressao multinomial quando a asso-
ciacao realmente segue essa estrutura. Caso contrario, o teste
usando o modelo de chances proporcionais pode falhar em de-
tectar qualquer associagao, mesmo quando for muito forte.
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Exemplo 3.11: Biscoitos enriquecidos com fibras.
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Um modelo de probabilidades proporcionais é uma das formas
preferidas de explicar uma resposta multinomial ordenada, isso
€ porque 0s parametros de regressao de inclinagao sao cons-
tantes nas categorias de resposta.

Embora isso possa simplificar bastante o modelo, impde a su-
posigdo de que a associagao afeta os logaritmos das probabili-
dades acumuladas da mesma forma paratodoj =1,--- ,J — 1.
Isso pode nao ser verdade em todas as situagdes. Um modelo
alternativo que relaxa essa suposigao é

ondej =1,---,J — 1. Observe que todos os parametros de re-
gressao agora podem variar entre os niveis de Y. A equagao
acima é chamada de modelo de probabilidade ndo proporcional.
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Como o modelo de chances proporcionais é um caso especial
da equacgao acima, podemos testar a suposic¢ao de chances pro-
porcionais por meio das hipéteses

Ho : Bir="--=Bu1r
H; : Nem todos sdo iguais,

para r=1,---,p.

O teste é conduzido como um LRT onde os graus de liberdade
para a distribui¢do 2 de referéncia sdo encontrados a partir da
diferenca no numero de parametros nos dois modelos,

P+NU-1)~(p+J=1)=p(J~2)

Anélise de Dados Categéricos Resposta multicategérica Secoes 3.4,3.4.1,3.4.2e 3.3.3 Fernando Lucambio



343

[e]e] le]e]ele)

Rejeitar a suposic¢ao de probabilidades proporcionais (Hg) suge-
re que o modelo de probabilidades nao proporcionais pode ser
preferido.

As probabilidades estimadas e as razoes de chances tém uma
forma diferente devido aos parametros extras. No entanto, o
modelo de probabilidades proporcionais ainda pode ser preferido
devido ao seu menor numero de parametros.

Devemos observar que cada parametro estimado adiciona varia-
bilidade a estimativa subsequente de probabilidades e razoes de
chances, de modo que se pode obter estimativas de razdes de
chances mais préximas da verdade usando um modelo menor
com um defeito menor do que usando um modelo muito maior
sem o defeito.
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Além disso, um tamanho de amostra muito grande pode resultar
na rejeicao da hipétese nula, mesmo que os dados se desviem
apenas ligeiramente da suposi¢cao de chances proporcionais.

Deixar de rejeitar a hipdtese das probabilidades proporcionais
nao é prova de que ela seja verdadeira.

No entanto, oferece alguma garantia de que um modelo de pro-
babilidades proporcionais fornece uma aproximagao razoavel
para relagdes verdadeiras entre Y e as varidveis explanatorias.

Examinaremos maneiras adicionais de avaliar o ajuste de um
modelo no Capitulo 5.
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Exemplo 3.12: Biscoitos enriquecidos com fibras.
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Um problema com o uso de modelos de chances nao propor-
cionais para uso geral é que o modelo nao restringe adequada-
mente os parametros para evitar P(Y < j) < P(Y < j/) para
j >j'. Assim, as probabilidades cumulativas podem diminuir em
algum ponto fazendo com que a probabilidade de uma categoria
individual seja menor que 0.

Essaviolagao das regras de probabilidade ocorre porque o efeito
que uma variavel explicativa tem sobre logit(P(Y < j)) pode mu-
dar para cada j; isto &, os parametros fj,- - - , 5j, podem variar
livremente sobre os niveis de Y. Por esse motivo, é necessario
ter cuidado com esses modelos para garantir que probabilidades
sem sentido ndo ocorram. O préximo exemplo ilustra um caso
em que um modelo de probabilidades nao proporcional é inade-
quado.
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Exemplo 3.13: Graficos de modelo de probabilidades nao pro-
porcionais.
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