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Considere uma situagao em que algum tipo de evento ocorre du-
rante um periodo fixo de tempo, como carros passando por uma
ponte. E facil imaginar que a velocidade ou intensidade com que
0s carros cruzam a ponte pode variar de acordo com a hora do
dia; por exemplo, mais carros na hora do rush, menos as 3 da
manha ou dia da semana; mais em um dia de trabalho, menos
em fins de semana e feriados.

Suponha contemos carros por exatamente uma hora no mesmo
horario todas as semanas, digamos quarta-feira, das 7h as 8h.
Mesmo que nao haja diferengas praticas na intensidade popu-
lacional de semana para semana, nao esperariamos que exata-
mente 0 mesmo numero de carros atravessasse a ponte a cada
semana.
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Algumas pessoas que normalmente cruzam essa ponte durante
esse horario podem pegar carona ou pegar o transito; podem
estar doentes, de férias, em reunido ou em teletrabalho; ou eles
podem simplesmente chegar mais cedo ou mais tarde do que
o normal e perder os cortes para a hora da contagem. Assim,
esperamos que a contagem real de carros durante esse periodo
varie aleatoriamente, mesmo que a taxa populacional subjacente
ao processo nao esteja mudando.

Essa é a natureza da distribuicao de Poisson para contagens. Se
pudermos assumir que:

(1) todas as contagens realizadas em algum processo tém a
mesma intensidade subjacente e

(2) o periodo de observagao é constante para cada contagem,
entdo as contagens seguem uma distribuicdo de Poisson.
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Se Y é uma variavel aleatdria de Poisson, entdo a fungéo de prob-
abilidade (PMF) de Y é

) y:051727"'a

onde 1 > 0 éum parametro. Podemos abreviar essa distribuigao
escrevendo Y ~ Po(u).

Adaptacdes deste modelo serdo dadas posteriormente para ca-
sos onde a intensidade ndo é constante para todas as conta-
gens, Secao 4.2 e para quando o periodo de observagao nao é
constante para todas as contagens, Secao 4.3.
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Propriedades da distribui¢ao de Poisson

A distribuicao de Poisson tem varias propriedades atraentes que
a tornam um modelo conveniente para se trabalhar. Em primeiro
lugar, a forma da distribuicao é bastante simples. Existe apenas
um parametro u, que representa a média e a variancia da dis-
tribuigao:

E(Y) = Var(Y) = p-

Observe que, ao contrario da distribuicao normal, a variancia da
distribuicao de Poisson muda conforme a média muda. Isso faz
sentido porque as contagens sao limitadas abaixo por 0. Por
exemplo, suponha que as médias para dois grupos diferentes de
contagens sejam 5 e 50. Entdo as contagens no primeiro grupo
podem estar principalmente na faixa de 0 a 10, enquanto as do
segundo grupo pode variar naturalmente de, digamos, 20-80.
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Outra propriedade util € que somas de variaveis aleatorias de
Poisson também sao varidveis aleatdrias de Poisson:

Se Y1, Yy, -, Ym sdoindependentes com Yy ~ Po(uy), entdo

m m
> Vi~ Po( 3 )
k=1 k=1

Assim, os totais de varias contagens podem ser modelados com
distribui¢cdes de Poisson, desde que as contagens constituintes
possam.

A forma da distribuigcdo de Poisson se aproxima da distribuigdo
normal a medida que x cresce. De fato, a distribuicdo normal as
vezes é usada como modelo para contagens, embora nao seja
uma distribuicao discreta.
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Exemplo 4.1: carros em um cruzamento.
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Verossimilhancga e inferéncia de Poisson

O parametro i no modelo de Poisson é estimado por maxima

verossimilhanga. Dada uma amostra aleatériayq, - - - , yn; deuma
distribuicao de Poisson com média p, a fungado de verossimi-
Ihanga é

n

e H i
L(iyrs---ovn) =[] fi :
PR

O estimador de maxima verossimilhanga (MLE) é a média amos-
tral, 7 = y. Usando a segunda derivada da log-verossimilhanca,
a variancia de i é facilmente mostrada como estimada por

Var(u) = p/n-
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Isso difere de nossa estimativa usual para a variancia de y, s?/n,
porque a média e a variancia sdo as mesmas na distribuicao de
Poisson. Em grandes amostras de uma distribuigdo de Poisson,
a média e a variancia da amostra serdo quase idénticas.

Assim como ocorre com o parametro da probabilidade de suce-
sso em uma distribuigdo binomial, ha muitas maneiras de for-
mar intervalos de confianga para o parametro de média da Pois-
son.

Discutimos aqui Wald, razao de verossimilhanga, escore e méto-
dos exatos para desenvolver um intervalo de confianga para p.

Em particular, o intervalo de confianga Wald de 100(1 — «)% é

1t 2Zy_op2\/ /N
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O intervalo escore é derivado dos testes de hipotesede Hg : 1 =
10, que podem ser conduzidos usando a estatistica escore

Zy = @7
p/n
comparando Zy com quantis apropriados da distribuigao normal

padrao.

Invertendo os resultados deste teste encontramos o intervalo de
confianga,

Z'|2—a/2

i+
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O intervalo da razdo de verossimilhancgas (LR) é o conjunto de
valores de g para o qual

L(MOU’%"W)’n)) 2
—2lo — < o
g<L(H|y'|7 a}’n) X1’1

Ndo tem uma solugédo fechada e deve ser encontrado usando
procedimentos numeéricos iterativos. Portanto, geralmente nao
€ usado para esse problema simples. O intervalo exato é desen-
volvido usando uma légica semelhante a que foi usada para o
intervalo de Clopper-Pearson para a probabilidade binomial da
Secao 1.1.2. Sua forma é

2 2
XZnﬁ,a/Z/zn <p< X2(nﬁ+1),1fa/2/2n‘
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Alguns desses métodos sdao muito semelhantes aos testes e in-
tervalos de confianga usados para inferéncia sobre as médias
da distribuicao normal.

A principal vantagem desses métodos baseados na Poisson é
o uso da fungao de verossimilhanga de Poisson para obter a re-
lagdo Var(Y) = u/n, o que permite intervalos de confianga mais
curtos e testes mais poderosos, especialmente em amostras
menores.

A utilizagao da fungao de verossimilhanga de Poisson também
pode ser sua desvantagem, pois € comum que 0S pProcessos
que geram contagens tenham intensidade que ndo permanega
rigidamente constante.
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Isso faz com que as contagens se comportem como se tivessem
mais variabilidade do que o modelo de Poisson espera. Isso é
chamado de superdispersao e é abordado na Segéao 5.3.

Portanto, \//a\r(ﬂ) = 1i/n geralmente subestima a verdadeira va-
riabilidade da contagem média. Embora s2 seja uma estimativa
menos precisa de Var(Y) quando a distribuigdo de Poisson é ex-
ata, ela estima a variabilidade presente devido a todas as fontes,
incluindo quaisquer variagdes na intensidade do processo. Por-
tanto, t-testes comuns e intervalos de confian¢a para uma média
populacional sdo mais robustos a desvios da suposigao de Pois-
son e as vezes sao usados com dados de contagem extraidos
de uma unica populagdo. No entanto, observe que os intervalos
de confianga desenvolvidos especificamente para a distribuigao
de Poisson podem ser usados mesmo quando n = 1, enquanto
o intervalo baseado na disribui¢ao t ndo pode.
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Exemplo 4.2: carros em um cruzamento.
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Nossas recomendacgdes sobre quais intervalos usar para o pa-
rametro médio da distribuicao de Poisson refletem aquelas para
o parametro de probabilidade de sucesso do binomial.

O intervalo de Wald nao é bom, porque seu verdadeiro nivel de
confiancga pode ser muito baixo e raramente atinge seu nivel de-
clarado. Por outro lado, o intervalo exato pode ser excessiva-
mente conservador g, portanto, mais amplo do que o necessario.
O intervalo escore é um bom compromisso, pois seu verdadeiro
nivel de confianga é geralmente melhor do que o Wald e geral-
mente é mais curto do que o intervalo exato.

As diferengas entre os varios intervalos geralmente sdo peque-
nas, no entanto, como mostra o proximo exemplo. Para mais de-
talhes sobre diferentes intervalos de confianga possiveis e suas
propriedades, consulte Swift (2009).
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Exemplo 4.3: Comparacgao dos intervalos de confianga para a
média de Poisson.

O intervalo escore pode ser recomendado para uso geral, desde
que se espere que a distribuicdo de Poisson se mantenha.
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Modelos de regressao para dados de contagem também foram
desenvolvidos com base na distribui¢cdao de Poisson.

Um tipo especial de modelo de regressao de Poisson, chamado
de modelo loglinear, ndo apenas replica a analise classica de
tabelas de contingéncia descritas nas Segbes 1.2.3,2.2.6 e 3.2,
mas também pode estender essas analises para qualquer nu-
mero de varidveis e pode acomodar tanto varidveis continuas e
ordinais.

Os modelos de regressao de Poisson podem até ser usados para
replicar analises de regressao logistica, embora seu uso dessa
maneira seja um tanto complicado.
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As etapas de modelagem com uma regressao de Poisson sao
praticamente as mesmas realizadas em qualquer outro processo
de modelagem de regressao. Essas etapas incluem

(1) especificar o modelo, ou seja, a distribui¢cdo, os parametros
a serem modelados; por exemplo, probabilidades ou
médias e sua relagao com as variaveis explicativas;

selecionar variaveis explicativas;
estimar os parametros do modelo;
avaliar o ajuste do modelo e

realizar inferéncias nos parametros do modelo e outras
quantidades de interesse.
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4.2.1 Modelo para média: Ligagao logaritmica

Temos n observagdes de uma varidvel aleatéria de resposta Y e

p > 1 variaveis explanatdrias fixas, xq,- - - , Xp. Assumimos que
para cada observagaoi=1,---,n,

Yi ~ Po(ui),
onde

pi = exp(Bo + BiXin + - + BpXip)-

Assim, nosso modelo linear generalizado tem um componente
aleatério de Poisson, um componente sistematico linear 8y +
fiX1+ - - - + BpXp € uma ligagdo logaritmica,

log(1) = Bo + X1 + -+ - + BpXp-
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Cadaumadessas trés especificagdes € uma suposi¢do que pode
ser questionada. Por exemplo, a distribuicao de Poisson pode
fornecer um ajuste ruim aos dados. Existem diferentes distri-
bui¢cées que podem servir como componentes aleatérios para
dados de contagem neste caso.

Além disso, o preditor linear poderia ser substituido por algo
que relacionasse as varidveis explicativas aos parametros de
maneira nao linear, ao custo da complexidade interpretativa e
computacional.

Por fim, a fungéo de ligagdo pode assumir uma forma alterna-
tiva. Em particular, aligagéo identidade p = 5o+ S1x1+- - -+ BpXp,
pode parecer uma forma mais simples de usar. No entanto, a
distribuicao de Poisson exige que p > 0 e a ligacao identidade
pode levar a um valor ndo positivo de p para determinados val-
ores das variaveis explicativas.
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A funcéo de ligagéo logaritmo garante p > 0, por isso é quase
universalmente usada.

Uma consequéncia do uso da fungéo de ligagéo logaritmica com
um preditor linear é que as variaveis explicativas afetam a média
da resposta multiplicativamente.

Considere um modelo de regressao de Poisson com uma var-
idvel explicativa: ;(x) = exp (8o + $1x), onde nossa notagéo
enfatiza que x muda em fungé@o de x. Quando aumentamos a
variavel explicativa em c unidades, o resultado é

pu(x 4 ¢) = exp (Bo + (X +¢)) = p(x) exp (cB1)-
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Assim, a razao das médiasemx +ceemx é

px+c) _exp (Bo + Bi(x +¢))
p(x) exp (Bo + Bix)

=exp (¢f)-

Isso leva a uma maneira conveniente de interpretar o efeito de
x: A variagao percentual na resposta média que resulta de uma
alteragdo de c unidades em x é PC = 100(e** — 1)%.

Se houvesse variaveis adicionais no modelo, a mesma interpre-
tacao se aplicaria, desde que mantivéssemos constantes as var-
iaveis explicativas adicionais. Quando ha termos de interagao ou
transformagdes envolvendo a variavel explicativa de interesse,
a razao de médias é mais complicada, mas pode ser derivada
de maneira semelhante a mostrada para razdes de chances na
Segdo 2.2.5.
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4.2.2 Estimagao e inferéncia de parametros

0 modelo de regressao Poisson assume que as observagoes
Y1,Y2,+ - ,¥n s@o independentes. Por exemplo, eles ndo sao se-
rialmente correlacionados nem formam clusters e, portanto, a
verossimilhanca é formada pelo produto das fung¢des de proba-
bilidade individuais.

Seguindo as mesmas etapas apresentadas anteriormente, isso
leva a log-verossimilhanca

|Og (L(/B()a n ) 7/8[) ’)’17 e ,Yn))
Z —exp (Bo + BaXin + -+ + BpXip)

i—
+Yi(Bo + BaXin + -+ - + BoXip) — log(yi!)-
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Como de costume, diferenciamos a log-verossimilhanga em re-
lag&o a cada parametro 3, definimos cada uma das p + 1 equa-
¢Oes resultantes iguais a 0 e resolvemos o sistema de equagdes
para encontrar os MLEs 30; 31, e ,Ep.

Como foi o caso da regressao logistica na Segao 2.2.1, essas
equacgdes normalmente ndo fornecem solugdes de forma fecha-
da; portanto, as solugdes devem ser encontradas usando pro-
cedimentos numéricos iterativos.

Uma vez que temos as estimativas MLEs para os coeficientes
de regressao, podemos calcular MLEs para qualquer fungao dos
coeficientes tomando a mesma fungao dos MLEs.
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Por exemplo, o valor ajustado ou previsao é

fii = exp (Bo + Bixin + -+ + BpXip),
e a alteragao estimada na média para uma alteracao de c unida-
desemyx; é
PC = eCEI,
mantendo as outras variaveis explicativas constantes.

Inferéncia

As abordagens padrao para inferéncia na estimativa de maxima
verossimilhanga sao usadas aqui.

Embora os métodos de Wald sejam relativamente faceis de ex-
ecutar, eles nem sempre funcionam bem. Métodos de razao de
verossimilhanca sdo escolhas melhores quando as rotinas com-
putacionais estao disponiveis.
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Exemplo 4.5: Consumo de alcool.
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