Capitulo 1

Introducao

A teoria das probabilidades esta relacionada com a nog¢ao mateméatica do conceito intuitivo
de chance ou aleatoriedade o qual, como muitos conceitos, teve sua origem em experiéncias
praticas. Assim podemos dizer que o calculo de probabilidades teve sua origem em jogos de
azar. A curiosidade inicial de apostadores levantaram questoes respondidas por matematicos,
as quais produziram um desenvolvimento lento e esporadico da teoria das probabilidades como
disciplina matematica. Isso devido a que os matemaéticos na época nao tinham interesse no
desenvolvimento de qualquer teoria somente relacionada com combinagoes, as quais resolviam
a maioria dos problemas em jogos de azar.

Disputas entre jogadores durante a época do Renascimento foram comuns e, em algumas
situagoes, envolveram famosos matematicos. Em particular, questionamentos de um jogador
em 1654 levou a uma troca de correspondéncias entre dois grandes matematicos a época:
Blaise Pascal! e Pierre de Fermat?.

Antoine Gombaud?, Chevalier de Meéré, um nobre francés com interesse em questoes de
jogos de azar, chamou a atencao de Pascal e Fermat para uma aparente contradigao relativa a
um jogo de dados popular. O jogo consistia em atirar um par de dados 24 vezes, o problema
era decidir se deve ou nao apostar o dinheiro da ocorréncia de “pelo menos um duplo seis
durante os 24 lances”. A regra do jogo aparentemente bem estabelecida de Meré levou a crer
que a aposta em um duplo seis em 24 arremessos seria rentavel, mas seus préprios célculos
indicavam justamente o oposto.

Este problema e outros colocados por de Meré levaram a uma troca de correspondéncia
entre Pascal e Fermat em que os principios fundamentais da teoria das probabilidades foram
formuladas pela primeira vez. Apesar de alguns problemas especiais sobre jogos de azar
tinham sido resolvidos por alguns matematicos italianos nos séculos 15 e 16, nenhuma teoria
geral foi desenvolvida antes destas famosas correspondéncias.

O cientista holandés Christian Huygens?, sabendo destas correspondéncias e pouco depois,
em 1657, publicou o primeiro livro sobre probabilidade; intitulado “De Ratiociniis no Ludo
Aleae”, era um tratado sobre os problemas associados ao jogo. Devido ao apelo inerente de

!Blaise Pascal (1623 - 1662) foi um fisico, matematico, filésofo moralista e tedlogo francés.

2Pierre de Fermat (nascido na primeira década do século XVII1 - 1665) foi um matemadtico e cientista
franceés.

3 Antoine Gombaud, denominado Chevalier de Meré (1607 - 1684), foi um nobre e jogador francés

4Christiaan Huygens (1629 - 1695) foi um fisico, matematico, astronomo e horologista neerlandés.
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jogos de azar, a teoria das probabilidades logo se tornou popular, e o assunto se desenvolveu
rapidamente durante o século 18. Os principais contribuintes durante este periodo foram
Jakob Bernoulli® e Abraham de Moivre®.

Em 1812, Pierre de Laplace” introduziu uma série de novas ideias e técnicas matematicas.
Antes dele a teoria das probabilidades esteve apenas preocupada com o desenvolvimento
de uma analise matematica de jogos de azar e Laplace aplica as ideias probabilisticas para
muitos problemas cientificos e praticos. A teoria dos erros, a matematica atuarial e a mecanica
estatistica, sao exemplos de algumas das importantes aplicagoes da teoria das probabilidades
desenvolvidas no século 19.

Como a conhecemos atualmente, a teoria matematica das probabilidades é recente, deve-
se aos axiomas de Andrei Kolmogorov® que participou das principais descobertas cientificas
do século XX nas areas de probabilidades e estatistica. Autor da principal teoria cientifica
no campo das probabilidades: a teoria da medida, que revolucionou o calculo de integrais.

Como tantos outros ramos da matematica, o desenvolvimento da teoria das probabilidades
tem sido estimulado pela variedade das suas aplicacoes. Por outro lado, cada avanco na
teoria alargou o ambito de sua influéncia. A estatistica matematica é um importante ramo da
probabilidade aplicada; outras aplicagoes ocorrem em campos tao diferentes como a genética,
psicologia, economia e engenharia. Muitos cientistas tém contribuido para a teoria desde a
época de Laplace, entre os mais importantes sao Tchebychev?, Markov!?, von Mises!! e claro,
Kolmogorov.

Primeiro estudaremos os conceitos de conjuntos e classes de conjuntos aplicados a teoria
das probabilidades, isso na Secao 1.1. Depois consideramos o conceito classico de probabi-
lidades, justamente aquela ideia inicial relacionada com jogos de azar, na Secao 1.2 e por
ultimo outros dois conceitos relacionados a este sao apresentados no Secao 1.3.

1.1 Conjuntos e classes de conjuntos

Neste livro, sempre que a palavra conjunto ¢ usada presume-se designar um subconjunto de
um dado conjunto € salvo indicagdo em contrario. Em geral, as letras maiusculas A, B,
C, etc. irao denotar conjuntos e as letras mintusculas u, v, w, z, y, z, etc. representarao
pontos ou elementos de conjuntos. Classes de conjuntos sao geralmente indicados por letras
de roteiro A, B, L, etc.. Lidaremos apenas com classes de conjuntos nao vazias.

5Jakob Bernoulli (1654 - 1705), foi o primeiro matematico a desenvolver o cdlculo infinitesimal.

6 Abraham de Moivre (1667 - 1754) foi um matemadtico francés famoso pela Férmula de De Moivre, que
relaciona os nimeros complexos com a trigonometria e por seus trabalhos na distribuicao normal e na teoria
das probabilidades.

"Pierre Simon Marquis de Laplace (1749 - 1827) foi um matemético, astronomo e fisico francés que
organizou a astronomia matematica.

8 Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903 - 1987) foi um matemético soviético.

9Pafnuti Lvovitch Tchebychev (1821 - 1894) foi um matematico russo.

10 Andrei Andreyevich Markov (1856 - 1922) foi um matemadtico russo.
HRichard Edler von Mises (1883 - 1953) foi um matemédtico e engenheiro mecanico austriaco.
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Definicao 1.1

Sejam A e B dois conjuntos em 2. Dizemos que A implica na ocorréncia de B ou que A
é um subconjunto de B, em simbolos escrevemos A C B, se

ACB={weN:sewe Aentaow € B}

Como é habitual, os simbolos U e N serao usadas para identificar a uniao e intersecao de
conjuntos.

Definicao 1.2

Sejam A e B dois conjuntos em ). Definimos uniao dos conjuntos A e B como

AUB={weQ: we Aouw € B}

Definicao 1.3

Sejam A e B dois conjuntos em €). A intersecao destes conjuntos é definida como

ANB={weQ: we Aew € B}

Caso nao existam elementos de §2 que pertencam a AN B dizemos que A e B sao disjuntos
e escrevemos AN B = (), o conjunto () serd chamado de conjunto vazio. Isso significa que A e
B nao ocorrem simultaneamente. A unidao dos conjuntos A e B representa o conjunto de que
pelo menos um dos dois conjuntos A ou B ocorrem. Por outro lado, a interseccao de dois
conjuntos A e B representa o conjunto de que ambos A e B ocorrem.

Figura 1.1: A esquerda a situagao em que o conjunto A implica na ocorréncia de B e a direita
conjuntos disjuntos.

A Figura 1.1 a esquerda mostra graficamente o significado do conceito na Definicao 1.1 e a
direita na mesma figura apresentamos uma situagao de conjuntos sem intercepto ou disjuntos.
Estes diagramas sao conhecidos como Diagramas de Venn'2.

12John Venn (1834 - 1923) foi um matemético inglés, estudou e ensinou légica e teoria das probabilidades.
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Exemplo 1.1

Sejam os conjuntos de niimeros reais
A={weR:0<w<1} e B={weR:1/2<w<2}

Entao
AnNB={weR:1/2<w<1}

AUB={weR:0<w<2}

Teorema 1.1

Para quaisquer conjuntos A, B, C, D temos os seguintes resultados:
a) ANBC AC AUB,
b) Se ACCeBCDentao ANBCCNDeAUBCCUD,

c) ACC e B CC se esomente se, AUB C C

Demonstragao: Demonstraremos a parte a), os outros resultados serao deixados como exer-
cicios para o leitor. Seja w € AN B, entdo w € A e w € B. Em particular, w € A, pela
defini¢ao de intersegao. Agora, se w € A pela definicdo de unido de conjuntos w € AU B,
isto implica que A C AU B. |

Definicao 1.4

Os conjuntos A e B sao iguaisse A C Be B C A. Isto é A = B se, e somente se, A C B
e BCA.

Uma vez definido o que entendemos por igualdade de conjuntos podemos estabelecer
novas relagoes e propriedades de conjuntos.

Definigao 1.5

Sejam A e B dois conjuntos em €). Dizemos que A e B formam uma particao de §2 se
AUB=QeANB=10.

De acordo com esta definicao, se os conjuntos A e B formam uma particdo entdao nao
podem ter elementos em comum. Por outro lado, uma condigao necessaria e suficiente para
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que ANB # () é que A e B tenham, pelo menos, um elemento em comum. Dizemos que se
AN B =, os conjuntos A e B nao ocorrem simultaneamente. O seguinte teorema resume
as principais propriedades da intersecao e uniao.

Teorema 1.2

As operagoes N e U sao:
a) Refletivas: para todo A, ANA=A=AUA,
b) Associativas: AN(BNC)=(ANB)NC e AU(BUC)=(AUB)UC,
c) Comutativas: ANB=BNA e AUB=BUA,
d) Distributivas: AN(BUC) = (ANB)U(BNC) e AU(BNC)=(AUB)N(BUC).

Demonstracao: Exercicio. |

Um outro conjunto que tem muita aplicabilidade na teoria das probabilidades é definido
a seguir, observe que ¢ uma situagao especial de conjuntos que nao podem ocorrer simulta-
neamente.

Definicao 1.6

Denotaremos por A o complemento do conjunto A, em ) claro, e sera definido como

A={weQ:w¢ A}

Observemos que A° representa o conjunto de que A nao ocorre, assim podemos observar
que 0¢ = Q e ,vice-versa, Q¢ = (). Aplicando este novo conceito podemos definir a diferenca
entre conjuntos como a seguir.

Definicao 1.7

A diferenca entre A e B é definida como os elementos de A que nao estao em B, denotada
por A\ B, isto é,

A\B={weA:w¢ B}

Observe que, caso A = Q, A\ B = Q\ B = B¢, também caso B = €, entao, A\ B =
A\ Q=0.
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Exemplo 1.2
A diferenga entre os conjuntos A e B pode ser escrita como A\ B = AN B¢. Provemos
isto,
ANB={weA:w¢ B} =A\B-
Exemplo 1.3

Sejam A={reR:0<zx<2}eB={reR:1<z<2}entaio A\B={z€R:0<
r <1}

A operacao de diferenca nao satisfaz as propriedades da uniao e intersecao listadas no
Teorema 1.2. Por exemplo, se A # (), (AUA)\ A # AU(A\ A), isto significa que a colocagao
de paréntesis em AU A\ A é importante, o qual ndo acontece com as operagoes N e U. Uma
outra diferenca ¢é que, enquanto as operagoes de uniao e intersegao sao operacoes comutativas,
a diferenca de conjuntos nao é.

Teorema 1.3

Para A e B arbitrarios, temos que

ANB=A\(A\B)

Demonstragao: Provemos que A\ (A\ B) C ANB. Sejaw € A\ (A\ B), entao w # (A\ B)
e isto significa que w néo é um elemento de A ou w é um elemento de B mas, dado que
w e A\ (A\ B), w é um elemento de A. Logo w é elemento de A e também w é um elemento
de B, portanto w € AN B. A demonstragao da outra desigualdade ANB C A\ (A\ B) é
um exercicio para o leitor. |

Estamos considerando relagoes entre conjuntos e um dos resultados elementais de maior
utilidade é o seguinte, conhecido na literatura como Leis de De Morgan'®. Estas leis serao
apresentadas aqui para o caso de dois conjuntos e depois generalizadas para quantidades
enumeraveis de conjuntos.

Teorema 1.4 (Leis de De Morgan)
Sejam A, B C () entao:

a) (AUB)¢ = A°N B°.
b) (AN B)¢ = A°U B°.

13 Augustus De Morgan (1806-1871) foi um matematico e légico britanico. Formulou as Leis de De Morgan
e foi o primeiro a introduzir o termo e tornar rigorosa a ideia da indugao matematica.
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Demonstragao: a) Sejaw € (AUB)C, significa que w € Q masw ¢ (AUB). Agora, w ¢ (AUB)
se, e somente se, w ¢ A e w ¢ B, o qual significa que w € A° e w € B, logo w € AN B¢ e
vice-versa. Para demonstrar b) observemos que Q \ (A°U B¢) = Q\ A°NQ\ B¢, pelo item
a)e Q\ A°NQ\ B = AN B. Entao (AN B)¢ = A°U B°. [ |

Uma situacao interessante é que qualquer propriedade apresentada como valida para
dois conjuntos, também é vélida para uma quantidade finita deles. Assim, por exemplo, se
Ay, Ag, -+ A, forem subconjuntos de €2 podemos afirmar que

(ALUA U UA) = AN ASN---N A2

pelo Teorema 1.4, igualmente vélida a afirmagao para a afirmacao do item b).

Definicao 1.8

Sejam A e B dois conjuntos, define-se a diferenca simétrica de A e B e denota-se por
AAB como

AAB = (A\ B)U (B\ A)-

A diferenga simétrica é comutativa e associativa, isto é, AAB = BAA e (AAB)AC =
AN(BAC). Ainda temos que

(AAB)A(BAC) = (AAC)-
O conjunto vazio é neutro, e cada conjunto é a sua prépria inversa

AND = A

ANA = -
Por sua vez a intersecao é distributiva sobre a diferenca simétrica, ja que
AN(BAC)=(ANB)A(ANC),

e também temos a unicidade da diferenca simétrica, demonstrado no teorema a seguir.

Teorema 1.5

A diferenca simétrica de dois conjuntos é tuinica, ou seja, se

AAB = ANC

entao B = C.

Demonstracao: Segundo a Definigao 1.4 devemos provar que B C C' e C' C B. Primeiro
consideremos que B C C. Sabemos que AAB = (A\B)U(B\A) = (A\C)U(C\A) = AAC.
Seja w € AAB, entdo ou w € (A\ B) ouw € (B\ A). Casow € (B\ A) entao w € (C'\ A).
Sew € (A\C) entao w € (A\ B) e C C B. A outra situagao C' C B é similar. |
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1.2 Probabilidade classica

A teoria da probabilidade teve sua origem em jogos de azar e jogos de azar. Ele deve muito a
curiosidade dos jogadores que atormentavam a vida dos seus amigos no mundo matematico
com todos os tipos de perguntas. Infelizmente esta associagao com o jogo contribuiu para
um muito lento crescimento esporadico da teoria da probabilidade como uma disciplina ma-
tematica.

1.2.1 Espaco amostral

Definicao 1.9

Suponhamos que um experimento seja realizado sob certas condicoes fixas. Define-se
0 espaco amostral como o conjunto de todos os resultados possiveis do experimento e
denota-se por ).

Um espago amostral é o conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento ou de
todos os resultados considerados possiveis. Assim, o espago amostral do langamento de uma
moeda seria uma colecao de resultados que inclui: cara, coroa, a moeda cair em pé, a moeda
ser despedacada por uma bala perdida, um passaro apanhar a moeda em pleno ar e fugir
com ela, a moeda ser acidentalmente engolida pelo experimentador e outros. Excluindo os
resultados muito inverossimeis, é perfeitamente razoavel considerar apenas cara e coroa, de
modo que, no exemplo do langamento de uma moeda: Q = {cara, coroa}.

Exemplo 1.4

Jogar um dado equilibrado e observar o nimero da face superior. Neste caso () =
{1,2,3,4,5,6}, pois esses serao os tinicos resultados possiveis.

Definicao 1.10

Seja €2 o espaco amostral de um experimento. Todo subconjunto A de Q, A C ) sera
chamado de evento. Q sera chamado de evento certo e () o evento impossivel. Se w € €,
o evento {w} serd chamado de evento elementar ou simples.

Exemplo 1.5

Medir a pressao arterial sistélica de um individuo. A pressao arterial sistolica é o maior
valor verificado durante a aferi¢ao de pressao arterial. Exemplo: 120x80; onde 120 refere-
se a pressao arterial sistolica e 80 refere-se a pressao arterial diastolica, ambas medidas em
milimetros de merciirio (mmHg). O espago amostral seria uma faixa plausivel de valores
continuos, como por exemplo, a faixa de 50 mmHg a 250 mmHg ou Q ={z € R : z €
[50, 250] medido em mmHg}.
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Nem sempre é facil definir ou identificar o espago amostral de um experimento, o impor-
tante é que 2 contenha todo resultado possivel, por isso vamos supor:

(i) a todo resultado possivel de um experimento corresponde um, e somente um, ponto
w € €

(11) resultados distintos correspondem a pontos distintos em (2, ou seja, w nao pode repre-
sentar mais do que um resultado.

Quando se realiza um experimento ha certos eventos que ocorrem e outros que nao ocor-
rem. No exemplo 1.8, alguns eventos que ocorrem sao: (i) A= “Observa-se um nimero par”;
(11) B= “Observa-se o nimero 2”7 e (iii) C= “Observa-se um nimero maior ou igual a 4.
Notemos que cada um destes eventos pode ser identificado a um subconjunto de €2, a saber,
A={2,4,6}, B={2} e C={4,5,6}. Podemos entao perguntar, a quais eventos vamos atribuir
um valor de probabilidade?

Definicao 1.11

Seja € 0 espago amostral de um experimento e A um evento (A C 2). Um evento A, ao
qual atribuimos um valor de probabilidade, sera chamado de evento aleatorio.

Perguntamos agora, como vamos atribuir probabilidades a eventos? uma primeira res-
posta é definindo probabilidade classica, quando €2 é finito. Esta definicao se baseia no
conceito de resultado equiprovavel.

Defini¢ao 1.12 (Defini¢cdo Cldssica de Probabilidade)

Seja () um espaco amostral finito e A C ). Definimos probabilidade de ocorréncia do
evento A como

numero de resultados favoraveis a A

P(A) =
(4) numero de resultados possiveis

A primeira definicao de probabilidade conhecida parece ser devida a DeMoivre em 1718, e
foi claramente explicitada por Laplace no principio do século XIX. Laplace adotou o esquema
de resultados equiprovaveis, isto é, dos resultados igualmente provaveis, comuns as aplicagoes
até entao esbocadas para definir probabilidade de um acontecimento como: a relacao entre
o numero de casos favoraveis ao acontecimento e o nimero total de casos possiveis, supondo
todos os casos igualmente possiveis.

Admite-se historicamente que a motivacao para a definicao do conceito de probabilidades
foram baseadas em jogos de azar, dessa forma nao causa surpresa o fato de que o conceito
de Laplace seja baseado nas propriedades de tais jogos: possibilidade de classificar a priori
todos os resultados possiveis num nimero finito de casos mutuamente exclusivos, simétricos
e igualmente possiveis. Apesar das criticas que lhe foram dirigidas a interpretacao cléssica
manteve a sua forga até o comecgo do século XX.
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Exemplo 1.6

Uma moeda é lancada duas vezes. O espaco amostral consiste de quatro pontos,
Q = {(cara, coroa), (cara, cara), (coroa, cara), (coroa, coroa) }

Sob a suposicao de resultados equiprovaveis, cada um dos quatro elementos tem como
probabilidade de ocorréncia 1/4.

Em problemas de jogos de azar geralmente obtemos espacos amostrais finitos com eventos
equiprovaveis e aqui surgiu uma primeira grande critica: o que sao eventos equiprovaveis se
estamos definido probabilidade? caso os eventos nao sejam equiprovaveis, nao podemos
definir probabilidade? Outra questao é se somente podemos calcular probabilidades quando
o espaco amostral seja finito.

Nas situacoes onde as condicoes para a aplicacao da defini¢ao cléssica de probabilidade
se cumprem o calculo da probabilidade de qualquer evento se reduz a problemas de conta-
gens. Portanto, estudaremos algumas regras para a contagem do ntimero de permutagoes e
combinacgoes a seguir,

1.2.2 Combinacoes e Permutagoes

Esta secao explicam-se as nogoes basicas de analise combinatéria e se desenvolve o fundo
probabilistica correspondente. Muitos problemas da teoria da probabilidade exigem contar
o nimero de maneiras que um determinado evento pode ocorrer. For isso, estudamos as
combinagoes e as permutacoes. Antes de iniciar a discussao do tema, é 1til introduzir uma
técnica geral que nos permitira resolver uma variedade de problemas de contagens, incluindo
o problema da contagem do nimero de permutacoes de n objetos.

Percebemos, da definicao de probabilidade classica que para calcular a probabilidade de
um evento A, temos que dividir o nimero de pontos de amostragem em A ou casos favoraveis
pelo nimero total de pontos de amostragem ou casos possiveis. Isto é facilitado por um uso
sistematico de algumas regras que passamos agora a analisar.

Considere uma experiéncia que tem lugar em véarias fases e é tal que o nimero de resul-
tados na m-ésima fase é independente dos resultados das etapas anteriores. O numero m
pode ser diferente para as diferentes fases. Queremos contar o nimero de maneiras que todo
o experimento pode ser realizado.

Teorema 1.6

Com m elementos ay,--- ,a,, e n elementos by, --- ,b, é possivel formar m X n pares da
forma (a;, by) ou arranjos ordenados, contendo cada par um elemento de cada grupo.

Demonstracao: Organizar os pares em uma matriz retangular na forma de uma tabela de
multiplicagdo com m linhas e n colunas de modo que (a;, by) fica na intersecgao da i-ésima
linha e a k-ésima coluna. Observemos que cada par parece apenas uma Unica vez e a
afirmacao torna-se ébvia. |
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Exemplo 1.7

Quantos conjuntos formar se escolhemos um dos quatro naipes e um dos treze valores
possiveis? Cada carta é definida por seu naipe e seu valor de face, existem entao 4x13 = 52
dessas combinacoes ou cartas.

Em situagoes mais complexas utilizarmos a generalizacao deste procedimento de conta-
gem, conhecido como principio multiplicativo da contagem.

Teorema 1.7 (Principio Multiplicativo da Contagem)

Dadas as colegoes ay1,a12, -+ ,a1,, de ny elementos, asy,ass,: - - ,a2,, de ny elementos
até a colecao ayi, a2, -+ ,aky,, de ny elementos é possivel formar ny X mg X -+ X ng
arranjos ordenados da forma (aij,, asj,, - - ,aj,) contendo um elemento de cada colegao,
1 S]ZSTLH’L:LQ, ,k?.

Demonstragao : Exercicio. |

Ao utilizar este principio é fundamental que o nimero de maneiras de realizar uma de-
terminada etapa nao seja influenciado por nenhuma das etapas predecessoras.

Exemplo 1.8

Um nimero de telefone é formado por uma sequéncia de 8 digitos, porém o primeiro deve
ser diferente de 0 e 1. Quantos numeros de telefone distintos existem? Podemos fazer
este calculo via contagem segundo o Teorema 1.7, onde selecionamos um digito de cada
vez. Temos um total de 8 estagios e escolhemos um de 10 elementos em cada estagio, a
menos o primeiro no qual temos somente 8 digitos.

Entao a resposta é
8x10x---x 10 =28 x 10

7 vezes

Um detalhe na notagao, diremos que o nimero de elementos no conjunto finito A é |A|
ou #A, também chamado de cardinal do conjunto A.

Exemplo 1.9

Um baralho comum consiste de 52 cartas separadas em 4 naipes com 13 cartas de cada
um. Para cada naipe, os valores das cartas sao 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J, Q, K e A. Um
baralho comum é embaralhado. Qual é a probabilidade de que as quatro cartas do topo
tenham:

(a) valores diferentes?
(b) naipes diferentes?

Se consideramos como relevante a ordem entre as quatro cartas do topo, entao o espaco
amostral consiste de 52 x 51 x 50 x 49 resultados. Além disso, existem 52 x 48 x 44 x 40
resultados em que as cartas tém valores diferentes e 52 x 39 x 26 x 13 resultados em que
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as cartas tém naipes diferentes. Portanto, assumindo que o embaralhamento significa que
cada resultado no espaco amostral é igualmente provavel, temos que as probabilidades
desejadas sao

(a)
52 x 48 x 44 x 40

52 % 51 x 50 x 49~ 007
(®) 52 x 39 x 26 x 13
x 39 x 26 x
~ 0,105-
52 x 51 x50 x 49
Teorema 1.8 (Principio Aditivo da Contagem)
Se Ay, --- , A, sao conjuntos dois a dois disjuntos, entao

| =31
k=1 k=1

Demonstracgao: Exercicio. |

Convém recordar uma técnica bastante 1til em problemas de contagem: primeiro ignore
uma restricao do problema, contando a mais. Depois, desconte o que foi indevidamente
contado. Mais geral ainda do que o principio apresentado no Teorema 1.8 é o chamado
principio da inclusao-exclusao a seguir.

Teorema 1.9 (Principio da Inclusao-Ezclusao)

Se Ai,---, A, sao conjuntos quaisquer, entao
U = D 1Al =D 1Ain A+ > |40 A; N A
k=1 k=1 i<j i<j<k

+..._|_(_1)"+1|A1m...mAn|.

Demonstracgao: Exercicio. |

O nome deriva da ideia de que o principio se baseia em inclusao excessivamente generosa,
seguida de compensacao por exclusao. Esse conceito é atribuido a Abraham de Moivre num
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trabalho de 1718, mas aparece pela primeira vez em um artigo de Daniel da Silva!* de 1854
e mais tarde em um artigo de J.J. Sylvester!® publicado em 1883. O principio é um exemplo
do método da peneira amplamente utilizado na teoria dos niimeros e as vezes é chamado de
férmula da peneira.

Exemplo 1.10

Quantas permutacgoes diferentes existem das letras A, B,C, D, E, F

(a) que tém as letras A, B juntas em qualquer ordem? Para encontrar este nimero
imaginamos as letras A e B coladas como uma letra sé, na ordem AB, o que fornece
5! permutacoes. Como também existem 5! permutacoes nas quais a letra B esta
imediatamente antes da letra A, obtemos um total de 2 x 5! = 240 permutacgoes
diferentes;

(b) que tém a letra A em primeiro lugar ou a letra F' em ultimo? Sejam A o conjunto
das permutacgoes que comegam por A e F o conjunto das permutacoes que terminam
em F. Pelo Principio da Inclusao-Exclusao, o niimero de permutacoes que comegam
por A ou terminam em F é

AU F|=|A| +|F|—|ANF| = 5!+ 5! — 4! = 216;

(c) em que a letra A vem antes da letra B? Existe um total de 6!=720 permutagées
possiveis, e existem tantas com A antes de B quantas com B antes de A, logo a
resposta é 360;

(d) em que a letra F nao é a ultima? Existem 5! permutac¢ées em que a letra E é a
ultima, portanto 6! x 5! = 600 permutacoes em que E nao é a ultima letra.

O principio é mais claramente visto no caso de trés conjuntos, A, B e C é dado por
|JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—=|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC| (1.1)

Essa férmula pode ser verificada contando quantas vezes cada regiao na figura do diagrama
de Venn esta incluida no lado direito da férmula. Nesse caso, ao remover as contribuicoes
de elementos com excesso de contagem, o nimero de elementos na intersecao mitua dos trés
conjuntos foi subtraido com muita frequéncia; portanto, deve ser adicionado novamente para
obter o total correto.

Em um cenario muito abstrato, o principio de inclusao-exclusao pode ser expresso como
o calculo do inverso de uma determinada matriz. Esse inverso possui uma estrutura especial,
tornando o principio uma técnica extremamente valiosa em combinatéria e areas afins da
matematica. Como Gian-Carlo Rota'® colocou:

“Um dos principios mais tteis da enumeracao em probabilidade discreta e te-
oria combinatéria é o célebre principio da inclusao-exclusao. Quando aplicado

MDaniel da Silva (1814 - 1878) foi um metamatico portugués.

15 James Joseph Sylvester (1814 - 1897) era um matematico inglés. Foi fundador do American Journal of
Mathematics.

16Gian-Carlo Rota (1932 - 1999) foi um matematico e filésofo ftalo-americano.
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com habilidade, esse principio produziu a solucao para muitos problemas combi-
natorios”’

No que segue, vamos nos concentrar principalmente em dois tipos de contagem que en-
volvem a selecao de k objetos de uma colegao de n objetos. Se a ordem da selegao importa,
a selecao é chamada de permutacgao, caso contrario é chamada de combinacao.

Definicao 1.13

Consideremos um conjunto de n elementos a,as,- -+ ,a, ao qual chamaremos de po-
pulacao. Qualquer arranjo ordenado a;,, a;,, - - - , a;, der elementos é chamado de amostra
ordenada de tamanho r. Se os elementos da amostra sao selecionados um a um, existem
duas possibilidades:

(a) Amostra com reposi¢ao: neste caso, as repeti¢oes sao permitidas e podemos tirar
amostras de tamanho arbitrario.

(b) Amostra sem reposi¢ao: neste caso um elemento, uma vez escolhido nao é subs-
tituido, pelo que nao pode haver repeticoes. E evidente que o tamanho da amostra
nao pode exceder n.

Teorema 1.10

Seja aq,--- ,a, uma populacao de tamanho n. Se amostras ordenadas de tamanho r sao
extraidas desta populacao, entao:

(a) Existem n" diferentes amostras possiveis com reposicao.
(b) Se as amostras sao extraidas sem reposicao, existem
(n)y=nxm—-1)--x(n—r+1)

amostras possiveis de tamanho r.

Demonstracao: Exercicio. |

Exemplo 1.11

Consideremos uma populacao de n elementos. Uma amostra de tamanho r é escolhida
aleatoriamente com reposicao. Entao, a probabilidade de que nenhum elemento apareca
mais de uma vez é

(n>r'

nr
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Definicao 1.14

Seja ay,as,--- ,a, uma populacao de n elementos. Qualquer arranjo ordenado sem re-
POSICAO ;i , Giy, - -+ , a4, dos n elementos é chamado de permutagao.

Al-Khalil (717-786), que foi um matematico e criptografador arabe, escreveu o Livro de
Mensagens Criptograficas. Ele contém o primeiro uso de permutagoes e combinagoes, para
listar todas as possiveis palavras em arabe com e sem vogais (Broemeling, 2011). A regra
para determinar o nimero de permutacoes de n objetos era conhecida na cultura indiana
pelo menos por volta de 1150.

Teorema 1.11

Seja aq, a9, -+ ,a, uma populacao de n objetos quaisquer. O niuimero de permutacoes
possiveis de n objetos é n!.

Demonstracao: Utilizando o Teorema 1.7, a primeira colecao é a1, as, -+ , a,, de n elementos.
Uma vez selecionado o elemento a; a segunda colegao seria ai, -+ ,a;, @jt+1," -+ ,anp den —1
elementos, até a n-ésima colegdo, formada por somente um elemento. Portanto, o ntimero
de permutagées é n-(n—1)---2-1=nl. |

Exemplo 1.12

Assim, se n bolas devem ser colocadas aleatoriamente em n urnas, a probabilidade de
que cada urna seja ocupada é

n!
n"
Definicao 1.15
Consideremos a populacao ay,as, -+ ,a,. Qualquer arranjo nao ordenado
Qigy Wiy y =ty gyt 5 Ayttt 5 Gy

de r elementos é chamado de amostra nao ordenada de tamanho r. Se os elementos da
amostra sao selecionados um a um, existem duas possibilidades:

(a) Amostra nao ordenada com reposi¢ao.

(b) Amostra nao ordenada sem reposi¢ao.
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Teorema 1.12

Seja ay,--- ,a, uma populacao de tamanho n. Temos entao duas formas de calcular o
nuimero de amostras possiveis:

(a) Se as amostras nao ordenadas sao extraidas com reposi¢ao, existem (”_:_1) amostras
possiveis de tamanho r.

(b) Se amostras nao ordenadas de tamanho r sao extraidas sem reposicao, existem (:‘)
possiveis diferentes destas amostras.

Demonstracgao: Exercicio. |

Varias criticas foram feitas ao conceito classico de probabilidade. Por exemplo, o que sao
casos equiprovaveis? na falta de uma definicao de casos equiprovaveis devemos admitir que
¢ um conceito primitivo? como reconhecer se os casos sao equiprovaveis? a saida parece ser
aceitar que algum principio aprioristico suporta tal reconhecimento. Nesses casos é comum
admitir um dois principios a seguir:

(a) Principio da indiferenga, o qual faz apelo as propriedades de simetria ou de homoge-
neidade da situacao experimental. Se o dado é perfeito porque seriam uma das faces
preferidas em detrimento de outras?

(b) Principio da razao insuficiente: se nao ha razao para crer que qualquer dos casos é mais
provavel do que os outros, pode-se admitir que todos os casos sao igualmente provaveis.

E bem sabido que nao existem moedas perfeitas, dados perfeitos, gases perfeitos, dgua
pura que perfeicao além do conceito nao existe. Consequentemente o conceito cldssico é
muitas vezes aplicado em situagoes idealizadas e nao consegue vencer a dificuldades levantadas
quando os casos nao sao igualmente possiveis. Finalmente, como calcular probabilidades
quando o numero de casos possiveis nao ¢ finito nem sequer enumeravel?

Apesar de todas as criticas nao resta diavida que a interpretagao classica é aplicavel
sempre que a simetria dos problemas a justifique e, de fato ha numerosos casos em que tal
propriedade pode ser aceita. A verdade é que se trata de um modelo probabilistico particular
dentro da teoria axiomatica a ser desenvolvida, de grande utilidade quando ajustado a uma
realidade concreta.

1.3 Outras definicoes de probabilidade

Até agora definimos probabilidade de um evento segundo a definicao classica, supondo sem-
pre resultados equiprovaveis. Outros métodos de definir probabilidade sao o da frequéncia
relativa e geométrico.
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1.3.1 Probabilidade frequencial

Em muitas situagoes praticas, os eventos simples do espago amostral nao sao equiprovaveis ou
nao podemos supor que sejam equiprovaveis. Isso implica que nao podemos calcular proba-
bilidades usando a definigao classica. Surgiram entao alternativas de calculo a probabilidade
classica, uma dessas alternativas considera o cédlculo de probabilidades como a frequéncia
relativa de ocorréncia do evento de interesse.

A abordagem frequencial nos pede para imaginar a repeticao do processo fisico um niimero
extremamente grande de vezes, conhecidos como “ensaios”do processo fisico e, em seguida,
olhar para a fracao de vezes que o desfecho de interesse ocorre. Essa fragao é assintoticamente
igual a probabilidade de determinado resultado para esse processo fisico.

Defini¢ao 1.16 (Definicdo Frequencial de Probabilidade)

Seja ) um espaco amostral e A C ). Definimos probabilidade frequencial de ocorréncia
do evento A como

1 ( numero de ocorréncias de A em n >

P(A) = lim — . :
(4) et n “\ ensaios independentes do experimento

Esta definicao nos disse que a probabilidade de ocorréncia de A é o limite da frequéncia
relativa da ocorréncia do evento A em n repeticoes independentes do experimento, com n ten-
dendo ao infinito. Baseia-se na experiéncia, comum a todos nés, da estabilidade da frequéncia
relativa de ocorréncia de eventos, quando realizamos muitas repetigoes do experimento. O
problema filoséfico com esta abordagem é que habitualmente nao se tém a oportunidade de
repetir o cenario um grande ntmero de vezes.

Observe-se que, desta forma, nao sao necessarias as hipéteses de equiprobabilidade dos
eventos elementares nem de finitude do espaco dos resultados, superando-se portanto as duas
restricoes fundamentais da definicao classica. Entretanto, esta nova definicao introduz as
seguintes dificuldades:

(i) E necessaria certa regularidade da sequéncia das frequéncias relativas, no sentido de que
a mesma se mantenha estavel e convergindo para um valor que seria a probabilidade

de A.
(71) Mesmo admitindo a existéncia do limite mencionado em acima, quando parar?

Quanto a (i) é impossivel demonstrar concretamente a existéncia do limite acima menci-
onado; pode-se testar a estabilidade das frequéncias relativas como um indicio apenas da
existéncia do limite, pois a estabilidade é uma condi¢ao necessaria para sua existéncia.
Quanto a (7i), se aceitarmos a existéncia do limite acima ou seja, da probabilidade, em 1713
Bernoulli demonstrou um teorema que garante a convergéncia da sequéncia das frequeéncias
relativas a probabilidade, de um modo que nao precisaremos aqui. Inclusive neste caso é
possivel estimar a probabilidade de A com precisao e nivel de confianga prefixados, se o
nimero de repeticoes n for suficientemente grande.
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1
Com precisao, se € > 0 entao P(|frequéncia relativa de A — P(A)| > ¢€) < 1 ou seja a

2 )
ne
probabilidade de errar em mais de € ao estimar P(A) através da frequéncia relativa pode ser
tao pequena quanto se quiser, desde que o numero de repeticoes n seja suficientemente grande.
Este resultado, cuja demonstracao nao sera apresentada aqui, fundamenta a aproximacao da

probabilidade através da frequéncia relativa.
Exemplo 1.13
Considere a experiéncia de lancar uma moeda honesta. O espago amostral é () =

{Cara,Coroa}. Se o experimento for repetido muitas vezes, a freqiiéncia relativa dos
resultados costumam estar perto de 1/2:

e O naturalista francés Buffon (1707-1788) jogou uma moeda 4040 vezes. Resultando
em 2048 caras ou frequéncia relativa de 2048/4040 = 0,5069 para caras.

e Por volta de 1900 o estatistico inglés Karl Pearson heroicamente lancou uma moeda
24.000 vezes. Resultando em 12.012 caras e uma freqiiéncia relativa de 0,5005.

e FEnquanto estava preso pelos alemaes, durante a II Guerra Mundial, o matematico
australiano John Kerrich jogou uma moeda de 10.000 vezes. Resultado: 5067 caras,
freqiiéncia relativa de 0,5067

Finalmente, deve-se salientar que este método nao foi utilizado originalmente como de-
finicao, mas como critério empirico destinado a revisar calculos feitos no contexto dos jogos
segundo a definicao cléssica, na época sujeitos a muitos erros pelos ainda incipientes desen-
volvimentos das técnicas de contagem.

Exemplo 1.14

Uma experiéncia que consiste em observar o sexo de um recém-nascido. Tal experiéncia
ja se realizou diversas vezes e existem registros do seu resultado.

A Tabela 1.1 mostra a propor¢ao de meninos entre os nascidos vivos de residentes dos
Estados Unidos ao longo de 18 anos. A freqiiéncia relativa de meninos entre as criancgas
recém-nascidas nos Estados Unidos parece ser estavel em torno de 0.512. Isto sugere que
um modelo razodvel para o resultado de um inico nascimento é P(menino) = 0,512 e
P(menina) = 0,488. Este modelo de nascimentos é equivalente ao sexo de uma crianga
ser determinado pela escolha ao acaso com reposicao de uma caixa de 1.000 bilhetes,
contendo 512 bilhetes marcados menino e 488 bilhetes marcados menina. Por outro lado,
segundo a defini¢ao classica P(menino) = 0,50 e P(menina) = 0, 50.

Vejamos um exemplo para mostrar as diferencas de informacoes entre a probabilidade
classica e a probabilidade frequencial.

Exemplo 1.15 (Mega-Sena)

O jogo da Mega-Sena é um dos jogos de loteria mais conhecidos no Brasil. Existe desde 11
de marco de 1996. A Mega-Sena paga milhoes para o acertador dos 6 nimeros sorteados
dentre os 60 disponiveis no volante de apostas. Pesquisamos o niimero de ganhadores da
Mega-Sena até o sorteio niimero 1688, o qual aconteceu no dia 21 de marco de 2015.
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Ano No. de nascimentos No. de meninos
1985 3.760.561 0,5126849
1986 3.756.547 0,5124035
1987 3.809.394 0,5121951
1988 3.909.510 0,5121931
1989 4.040.958 0,5121286
1990 4.158.212 0,5121179
1991 4.110.907 0,5112054
1992 4.065.014 0,5121992
1993 4.000.240 0,5121845
1994 3.952.767 0,5116894
1995 3.926.589 0,5084196
1996 3.891.494 0,5114951
1997 3.880.894 0,5116337
1998 3.941.553 0,5115255
1999 3.959.417 0,5119072
2000 4.058.814 0,5117182
2001 4.025.933 0,5111665
2002 4.021.726 0,5117154
Tabela 1.1: Nascimentos vivos de residentes dos Estados Unidos (Fonte: Information Please
Almanac).
0 1 2 3 4 5 7 15
1284 298 74 19 9 2 1 1

Tabela 1.2: Numero de ganhadores dentre os primeiros 1688 concursos da Mega-Sena.

Utilizando a defini¢ao classica sabemos que a probabilidade de acertar a mega, isto €,
de ser o sorteado ao apostar 6 niimeros é de

1 1

(%) ~ 50.063.860

P(Ganhar a Mega-Sena apostando 6 niimeros) =

O qual, evidentemente, é um nimero muito pequeno de acontecer. Agora, utilizando a
probabilidade frequencial, observamos o nimero de ganhadores da mega dentre os 1688
concursos realizados até o dia 21 de marco de 2015 e obtivemos os resultados apresentados
na Tabela 1.2. Acontece que esta forma de calcular probabilidades nao fornece a mesma
resposta do que a probabilidade classica. Com estos resultados nao sabemos qual a
probabilidade de ser o sortudo apostando somente 6 niimeros, para isto deveriamos saber
quantas pessoas diferentes apostaram em cada jogo e esta informacao nao esta disponivel.
Por outro lado, a probabilidade frequencial fornece outro tipo de informacgao, por exemplo,
nos disse que a probabilidade num jogo da mega nao haver acertadores é de 1284 /1688 ~
0,76 e que a probabilidade de existir somente um acertador num determinado jogo é de
208/1688 ~ 0, 18.
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1.3.2 Probabilidade geométrica

Uma outra forma de definir probabilidade é utilizar no¢oes de geometria, conduzindo ao
conceito de probabilidade geométrica em situacoes nas quais os objetos geométricos como
pontos, linhas, rotagoes e areas sao o interesse de estudo.

Probabilidade geométrica é um modelo para calcular as probabilidades da vida real, como
a probabilidade de que um 6nibus estard esperando fora de um hotel em

Quando da aplicagao de uma férmula para a probabilidade geométrica, é importante que
cada ponto sobre o segmento ou na regiao ¢ a mesma probabilidade de ser escolhidos.

Exemplo 1.16

Suponhamos que nosso experimento agora consiste em escolher, ao acaso, um ponto do
circulo de unitario com centro na origem. Acontece que

Q={(z,y) eR?: 2> +¢* < 1}-
Alguns eventos podem ser definidos como interessantes neste experimento, por exemplo:
e A=“distancia entre o ponto escolhido e a origem é < %”,
e B="“distancia entre o ponto escolhido e a origem é > 157,

e (=“Primeira coordenada do ponto escolhido é maior do que a segunda coordenada”.

O primeiro problema conhecido relacionado a probabilidade geométrica pode ser encon-
trado em um manuscrito particular de Isaac Newton!?, anteriormente escrito entre os anos
de 1664 a 1666, mas nao publicado até o século XX.

Defini¢ao 1.17 (Definicdo Geométrica de Probabilidade)

Seja 2 um espaco amostral e A C ). Definimos probabilidade de ocorréncia do evento
A como

B Area de A

P(A) == .
Area de

A probabilidade geométrica é uma ferramenta para lidar com o problema de resultados
infinitos, medindo o nimero de resultados geometricamente, em termos de comprimento,
area ou volume. Na probabilidade classica, geralmente encontramos problemas finitos, por
exemplo, o resultado de um lancamento de dados. No entanto, alguns dos problemas mais
interessantes envolvem resultados continuas, por exemplo, a hora de chegada do seu onibus.
Lidar com resultados continuas pode ser complicado, mas a probabilidade geométrica fornece
uma abordagem 1til, permitindo transformar problemas de probabilidade em problemas de
geometria.

"Tsaac Newton (1643-1727) foi um astronomo, alquimista, filésofo natural, tedlogo e cientista inglés, mais
reconhecido como fisico e matematico. Sua obra, Principios Matematicos da Filosofia Natural é considerada
uma das mais influentes na histéria da ciéncia.
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Acontece que nem todo subconjunto de 2 tem uma area bem definida, o que implica que
nem todo evento tem uma probabilidade. Vamos, entao, atribuir probabilidades somente aos
eventos cuja area estiver bem definida.

Exemplo 1.17 (Continuagdo do Exemplo 1.16)

Ao escolher ao acaso um ponto do circulo unitario com centro na origem temos que

P(A) =1 e P(B)=0. O caso do evento C é mais complexo, mas o resultado é também

P(C) = 1.

Neste exemplo, dois eventos tém a mesma probabilidade se, e somente se, eles tem a
mesma area, nestas situacoes definimos probabilidade geométrica.

Figura 1.2: Jogo de dardo.

Exemplo 1.18

O jogo de dardos consiste em lancar um dardo em dire¢cao a um alvo, obtendo uma
pontuacao correspondente ao niimero atribuido a regiao na qual o dardo se fixou. Para
um jogador novato, parece razoavel assumir que a probabilidade de o dardo atingir uma
determinada regiao é proporcional a area da regiao. Sendo assim, uma regiao maior
apresenta uma maior probabilidade de ser acertada.

Analisando a Figura 1.2, observamos que o alvo tem um raio r e que a distancia entre
anéis é r /5. Supondo que o alvo sempre é atingido temos:

Area da regiao 1

P(marcar i pontos) = L ren do
rea do alvo

Por exemplo

P(marcar 1 ponto) = 5
r

mrt —m(4r/5)° (4)2‘

Podemos derivar a formula geral e descobrimos que
(6 —14)*— (5—1i)?
52 ’
independentemente de m e r. A soma das areas das regioes disjuntas é igual a area do
alvo. Portanto, as probabilidades que foram atribuidas aos cinco resultados somam 1.

P(marcar i pontos) =
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Nos dois primeiros exemplos utilizam-se figuras similares, isto é, simples coincidéncia.
Qualquer ente geométrico ao qual possamos atribuir alguma medida pode ser utilizado no
calculo de probabilidades. No exemplo 1.19 consideramos uma outra situacao.

L

Figura 1.3: Evento M de que Romeu e Julieta se encontram.

Exemplo 1.19

Romeu e Julieta tem um encontro marcado em um dia e hora determinados. Cada um

vai chegar no ponto de encontro com um atraso entre 0 e 1 hora, com todos os pares de

atrasos sendo igualmente provaveis. O primeiro a chegar vai esperar por 15 minutos e vai

sair se o outro ainda nao chegou. Qual é a probabilidade de eles se encontrarem?
Definamos o evento de que Romeu e Julieta se encontrem,

M={(z,y): |z -yl <1/4,0<2<1,0<y <1}

Como mostrado na Figura 1.3.
A drea de M é 1 menos a drea dos dois triangulos nao sombreados ou 1—(3/4)x (3/4) =
7/16. Assim, a probabilidade de encontro é 7/16.

Uma vez que a atribuicao de uma medida de tais elementos nao é um procedimento
bastante 6bvio, uma série de ‘"paradoxos”tem sido produzidos por incapacidade de distinguir
o conjunto de referéncia. Um destes paradoxos é apresentado no exemplo a seguir, o paradoxo
de Bertrand®®.

Exemplo 1.20 (Paradoro de Bertrand)

A corda de um circulo é um segmento de linha geométrica cujos extremos estao sobre
o circulo. Imagine que uma corda de um circulo seja desenhado de forma aleatéria no
circulo unitario. Qual é a probabilidade de que a corda seja maior do que o lado do
triangulo equilatero inscrito no circulo?

Apresentamos aqui trés das diversas solugoes para este problema, dependendo do que
interpretamos da frase “de forma aleatéria”. Este paradoxo somente serd resolvido uma vez
definido espaco de probabilidade.

18Bertrand Arthur William Russell (1872 - 1970) foi um dos mais influentes mateméticos, filésofos e 16gicos
do Reino Unido que viveram no século XX.
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Solucao 1 Uma vez que o comprimento da corda é exclusivamente determinada pela
posicao do seu ponto médio, escolher um ponto C de forma aleatéria no circulo e
desenhar uma linha através de C e O, o centro do circulo (Figura 1.4). Desenhe a corda
por C perpendicular a linha de OC. Se l; é o comprimento da corda com C como ponto
médio, I; > /3 se e somente se, C encontra-se no interior do circulo de centro O e raio
1/2. Assim P(A) = n(3)?/m = 1/4. Nesta situagao Q ¢ o circulo com centro em O e
raio unitario, o evento de interesse A é o circulo concéntrico com centro em O e raio

1/2.

Te—

Figura 1.4: Diagrama da solucao 1.

Solucgao 2 Devido a simetria, podemos fixar um ponto final da corda em algum ponto
P e, em seguida, escolher o outro ponto final P, aleatoriamente. Seja a probabilidade
de que o ponto P; se encontre num arco de circulo arbitrario ser proporcional ao com-
primento desse arco. Agora, o triangulo equilatero inscrito tendo P como um dos seus
vértices divide a circunferéncia em trés partes iguais. Uma corda puxada através P
serd maior do que o lado do tridngulo, se e apenas se, o outro ponto final P, (Figura
1.5) da corda encontra-se no ter¢o da circunferéncia que é oposta a P. Segue que a
probabilidade requerida é 1/3. Neste caso Q = [0,27] e A = [27/2,47/3]. Por isso

P(A) =1/3.

———

Figura 1.5: Diagrama da solucao 2.

Solucao 3 Note-se que o comprimento de uma corda é exclusivamente determinada pela
distancia do seu ponto médio a partir do centro do circulo. Devido a simetria do circulo,
assume-se que o ponto médio da corda encontra-se em um raio fixo OM do circulo,
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Figura 1.6. A probabilidade de que o centro M situa-se num determinado segmento do
raio através de M é entao proporcional ao comprimento do segmento. Claramente, o
comprimento da corda serd mais longo do que o lado do triangulo equilatero inscrito se
o comprimento de OM é menor do que o raio/2. Segue-se que a probabilidade exigida
é1/2.

NS

Figura 1.6: Diagrama da solucao 3.
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1.4 Exercicios

Exercicios da Secao 1.1

1. Sejam A, B dois conjuntos quaisquer. Prove que os enunciados a seguir sdo equivalentes:

a) ACB,
b) A=ANB,
¢) B=AUB.
2. Prove que A\D=Aeque A\ B=A\ (AN B).
3. Demonstre que se A\ B = A, entao AN B = 0.
4. Prove que A\ B = () se, e somente se, A C B.
5. Sejam A, B conjuntos quaisquer e seja £ um conjunto que contenha AU B. Prove que:
a) A\B=AN(E\ B).
b) AN(E\ A) =0.
c) AU(E\A)=E.
d) E\(F\A) = A
e) E\D=E.
f) E\E=0.
g) AC B se, esomentese, E\ BCFE\ A.
6. Demonstre que se A C C entdo AU(BNC)=(AUB)NC.
7. Demonstre que A C C se, e somente se, AU(BNC)=(AUB)NC
8. Prove que se A # () entdo (AUA)\ A# AU (A\ A).
9. Provar que AAD = A e que ANA = ().

10. Prove que para quaisquer dois conjuntos A e C, exite exatamente um conjunto B tal que AAB = C.
Verifique que este conjunto B é da forma B = AAC.

11. Verifique que
a) AUB=AABA(ANB).
b) A\ B=AA(ANB).

12. Demonstre que AAB = () se, e somente se, A = B.

Exercicios da Secao 1.2

1. Um clube deve decidir entre os integrantes A, B, C, D e E qual sera o presidente e qual o secretario.
Assumindo que um integrante nao pode ocupar ambas posigoes:

(a) Descreva o espago amostral associado & selegdo do presidente e secretdrio;
(b) Descreva o evento no qual o integrante A é o secretério.
2. Descreva o espaco amostral nos seguintes experimentos:

(a) Selecionam-se familias com trés filhos, o sexo dos filhos é registrado em ordem crescente de idade;

(b) Um experimento consiste em selecionar 4 itens em uma fabrica e observar se cada item ¢é defei-
tuoso ou nao;
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(¢) Um livro é aberto em uma pédgina qualquer e conta-se o ntimero de erros de digitagao.
Sejam A, B, C' trés eventos arbitrarios do espago amostral €.

Qual é o evento de que somente aconteca A?

)
(b) Qual é o evento de que ao menos dois dos eventos A, B, C' ocorram?
) Qual é o evento de que ambos A e C ocorram mas B nao?

)

Qual é o evento de que ao menos um dos eventos A, B, C ocorram?

No jogo de domindés, cada peca é marcada com dois nimeros. As pecas sao simétricas, de modo que
os pares nao sao ordenados. Quantas diferentes pegas podem ser formadas utilizando os niumeros
1,2,---,n?

O conjunto A possui 3 elementos e o conjunto B, 10 elementos. Quantas fungbes f : A — B existem?
Quantas delas sao injetoras?

De quantos modos podemos colocar dois reis diferentes em casas nao-adjacentes de um tabuleiro 6 x 67
E se os reis fossem iguais?

Cinco mogas e cinco rapazes vao posar para uma fotografia, ocupando cinco degraus de uma escadaria,
de forma que em cada degrau fique uma moca e um rapaz. De quantas maneiras podemos arrumar
este grupo?

Em certo estado da federacao as placas dos carros mostram cuatro ntmeros e trés letras. Quantos
veiculos diferentes podem ser licenciados se:

a) Os nimeros sao colocados depois das letras?

b) Se nao houver restrigdes acerca da ordem em que devem aparecer nas placas os nimeros e as
letras?

Em um computador digital, um bit é um dos inteiros {0,1} e uma palavra é qualquer sequéncia de 32
bits. Quantas palavras diferentes sdo possiveis?

Ao organizar pessoas em torno de uma mesa circular, devemos levar em conta os seus lugares em
relagao uns aos outros e nao a posicao real de qualquer pessoa. Mostre que n pessoas podem ser
organizadas em torno de uma mesa redonda em (n — 1)! maneiras.

Um conjunto finito € tem n elementos. Mostre que, se contarmos os conjuntos vazio e o préprio €2
como subconjuntos, existem 2" subconjuntos de Q.

A porta de um centro de informdtica possui uma trava que tem cinco botées numerados de 1 a 5. A
combinacao de niimeros que abre a fechadura é uma sequéncia de cinco nimeros e é reposto a cada
semana.

(a) Quantas combinagdes sdo possiveis se cada botéo deve ser usado uma vez?

(b) Suponha que o bloqueio pode também ter combinagdes que exigem pressionar duas teclas ao
mesmo tempo e depois as outras trés, uma de cada vez. Quantas combinagbes a mais permite
que isso?

Seja n > 2 um numero natural fixo. Determine la quantidade de pares (z,y) que existem de nimeros
naturais x e y tais que
1<z <y<n

Retiram-se 4 cartas, ao acaso, de um baralho de 52 cartas. Registra-se o nimero de reis na amostra.
As retiradas podem ser feitas de duas maneiras:

(a) sem reposigao,

(b) com reposicao.
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Determine em que caso, (a) ou (b), é mais provdvel obter 4 reis.

Suponha que n cartas numeradas de 1 até n sejam embaralhadas e retiradas uma por uma, sem
reposicao, até todas as cartas serem retiradas. Qual a probabilidade de que para pelo menos uma
carta, o numero da carta coincida com o nimero da retirada?

Uma empresa de computadores tem quatro candidatos a funciondrios, todos igualmente qualificados,
dos quais dois sdo homens e dois sdao mulheres. A empresa tem de escolher dois candidatos, e ela nao is
discrimina com base no sexo. Se ela escolher dois candidatos aleatoriamente, qual a probabilidade de
os dois candidatos escolhidos serem do mesmo sexo? Um aluno responde a essa pergunta da seguinte
forma: hé trés resultados possiveis: duas mulheres, dois homens, uma mulher e um homem. O nimero
de eventos favordveis é dois. Entéo a probabilidade é 2/3. Esse cdlculo estd correto?

Suponha que um grupo de 2n adolescentes é dividido em dois subgrupos. Calcule a probabilidade de
que dois adolescentes altos estejam em:

(a) em grupos diferentes,

(b) no mesmo grupo.

Qual é a probabilidade de que os aniversarios de doze pessoas sejam em meses diferentes? E a proba-
bilidade de que os aniversédrios de quatro pessoas sejam em dois meses?

Trés aventureiros devem escolher um deles para uma missao arriscada. Para isso, pegam uma urna com
duas bolas brancas e uma bola vermelha, e cada um retira sucessivamente uma bola, sem reposigao.
Aquele que pegue a bola vermelha serd o escolhido para realizar a missdo. Mostre que todos tém a
mesma probabilidade de ser o escolhido, qualquer que seja a ordem em que realizem as extracoes.

Se n bolas s@o colocadas aleatoriamente em n urnas, qual é a probabilidade de que exatamente uma,
urna permanega vazia?

Um armério contém n pares de sapatos. Se 2r sapatos sdo escolhidos aleatoriamente (2r < n), qual é
a probabilidade de nao haver nenhum par correto na amostra?

Duas pessoas lancam, cada uma delas, uma moeda equilibrada n vezes. Qual a probabilidade de que
elas obtenham o mesmo ntimero de caras?

Noventa alunos, incluindo Joe e Jane, devem ser divididos em trés classes de igual tamanho, e isso
deve ser feito ao acaso. Qual é a probabilidade de que Joe e Jane acabam na mesma classe?

Uma urna contém 3 bolas numeradas de 1 a 3 e outra urna contém 5 bolas numeradas de 1 a 5. Ao
retirar-se aleatoriamente uma bola de cada uma, qual é a probabilidade de que a soma dos pontos seja
maior do que 47

Um dado equilibrado langa-se 6 vezes consecutivas. Qual é a probabilidade de que:

(a

) Aparecam as seis caras do dado em ordem crescente o decrescente?
(b) Aparecam as seis caras do dado em qualquer ordem?
)

)

Somente aparecam nimeros pares?

(c

(d) Aparecam nuimeros pares e impares alternados?

Suponha que os motoristas de 8 automodveis estacionam seus carros completamente ao azar num
estacionamento de 12 lugares e que o estacionamento é de forma linear. Determine a probabilidade de
que os lugares nao ocupados sejam adjacentes.

Cinco pessoas ficam em um elevador que para a cinco andares. Supondo que cada peso tem igual
probabilidade de ir para qualquer andar, qual a probabilidade de que todas elas saiam diferentes
andares?

Fofoca Numa povoado de n+ 1 habitantes um deles rumora alguma coisa a uma segunda pessoa, esta
por sua vez o conta a uma terceira pessoa (que pode ser a primeira pessoa) e assim sucessivamente.
Determine a probabilidade de que o rumor se transmita r vezes sem que regresse a primeira pessoa.
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29. Um padeiro elabora 100 paes num dia onde 10 deles pesam menos do que deveriam. Um inspetor
pesa 5 paes escolhidos ao azar. Calcule a probabilidade de que o inspetor encontre na sua amostra
exatamente um pao de peso incorreto.

30. Lancam-se dois dados idénticos e equilibrados ao mesmo tempo. Calcule a probabilidade de que a
soma das duas caras seja igual a 2,3, - ,12. Comprove que a soma de todas essas probabilidades é 1.

31. Uma moeda equilibrada é lancada quatro vezes consecutivas. Calcule a probabilidade de que o niimero
de vezes que se obtém “cara’” seja estrictamente maior do que o nimero de vezes que se obtém “coroa’.

32. Pontos Suponha que um experimento aleatério tém como espaco amostral o conjunto de pares (z,y),
tais que tanto x quanto y assumem valores em {1,2,--- ,n} e ainda considera-se que quaisquer destes
pontos no plano ocorre com mesma probabilidade. Calcule a probabilidade de que ao fazer uma vez o
experimento aletério:

a
b

Se obtenha um ponto na diagonal, isto é, x = y;
Se obtenha um ponto nas bordas, isto é, t =1ouz=nouy=1ouy=n;

¢) Se obtenha um ponto que satisfaga = < y;

)
)
)
d)

Se obtenha um ponto tal que |z —y| < 2.

Exercicios da Segao 1.3

1. Vocé esta visitando Sdo Francisco e esta tomando um passeio de bonde a uma loja na Rua do Mercado.
Vocé vai encontrar um amigo na loja as 15:00h. Os bondes partem a cada 10 minutos e a viajem até
a loja é de 8 minutos. Vocé chega na parada de bonde em 14:48h. Qual é a probabilidade de que vocé
vai chegar na loja as 15:00h?

2. Vocé estd esperando um telefonema de um amigo a qualquer momento entre 18:00h e 19:00h. Ines-
peradamente, vocé tem que executar uma missao para um parente e se ausentar desde as 17:45 até
18:10. Qual é a probabilidade de vocé perder o chamado de seu amigo?

25cm

Figura 1.7: Frasco de vidro para arrecadar doagoes.

3. Imagine que vocé organiza um evento para levantar fundos em sua escola. Vocé preenche um grande
frasco de vidro que tem um diametro de 25 centimetros de dgua e coloca um prato que tem um
diametro de 5 centimetros na parte inferior do frasco, como na Figura 1.7. A pessoa doa uma moeda,
largando-o na jarra. Se a moeda cai no prato, a pessoa ganha um pequeno prémio.

(a) Calcule a probabilidade de uma moeda cair no prato, tendo a mesma chance de cair em qualquer
lugar no fundo do frasco.

(b) Suponhamos que, em vez do prato, um circulo com um didmetro de 5 centimetros é pintado sobre
o fundo do frasco e qualquer moeda a tocar o circulo ganha um prémio. Serd que a probabilidade
da pessoa ganhar um prémio muda? Explique.

4. Um alvo quadrado com 20cm de lados inclui uma regiao triangular com lados iguais, cada um de
comprimento 5cm. Um dardo é langado e atinge o alvo de forma aleatéria. Encontre a probabilidade
de o dardo atingir o triangulo.



1.4. EXERCICIOS 29

ﬁcm

20 cm

5. Trace as linhas y = z e y = 3 em um plano de coordenadas. Um ponto é escolhido aleatoriamente a
partir de dentro dos limites 0 < y < 4 e 0 < x < 4. Encontre a probabilidade de que as coordenadas
do ponto sejam uma solugao do sistema de desigualdades y < 3 ey > x.

6. Um alvo em forma hexagonal regular com lados de 14 centimetros de comprimento tem um olho de
boi circular com um diametro de trés centimetros. Suponha que sao lancados dardos para acertar o
alvo ao acaso.

(a) Qual é a probabilidade de que um dardo que atinge o alvo vai bater o olho do boi?

(b) Encontre a probabilidade de que um dardo vai bater o olho do boi, se o raio do olho do boi é
dobrada.

3cm

14cm
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Capitulo 2

Probabilidade axiomatica

Uma das dificuldades em desenvolver uma teoria matematica das probabilidades tem sido
a de chegar a uma definicao simples e precisa o suficiente para usar em matematica, mas
abrangente para ser aplicavel a uma vasta gama de fenomenos. A busca de uma definicao
amplamente aceitavel levou quase trés séculos e foi marcado por muita controvérsia. A
questao foi finalmente resolvida no século 20, tratando a teoria das probabilidades em uma
base axiomatica.

Em 1933, uma monografia do matematico russo A. Kolmogorov delineou uma abordagem
axiomética que forma a base para a moderna teorial. Desde entao, as ideias foram aper-
feicoadas e um pouco da teoria das probabilidades é agora parte de uma disciplina mais geral
conhecida como teoria da medida.

Dedicaremos este capitulo a definicao moderna da funcao de probabilidade ou simples-
mente probabilidade. Entendemos por definicao moderna a definicao axiomética e, portanto,
definicao matematicamente fundamentada e proposta por A.N.Kolmogorov em 1933.

Para entender a definicao moderna de probabilidades devemos compreender primeiro os
conceitos de algebra e o-algebra de eventos aleatérios e, ainda, entender uma situagao par-
ticular destes conjuntos quando aplicados estes conceitos na reta real, a chamada o-algebra
de Borel.

2.1 Algebra e o-algebra de eventos aleatdrios

Vamos supor que a classe dos eventos aleatérios possua certas propriedades bésicas intuitivas,
as quais serao primordiais para o desenvolvimento posterior da teoria das probabilidades. Se
o espago amostral nao ¢ enumeravel, muitas vezes nao é possivel encontrar fungoes nao triviais
que mecam todos os conjuntos de €2, enquanto que a aditividade ainda se mantém. Neste
caso, ¢ necessario a medida, pelo menos, ser aplicavel a uma grande classe de subconjuntos,
esperando que o classe é grande o suficiente e de grande relevancia para os conjuntos que
surgem na pratica. Tal colecao de subconjuntos é chamado de o-dlgebra, e devem satisfazer
propriedades fechadas agradaveis.

Lembremos que se dados dois eventos A e B no espacgo amostral §2, dizemos que A C B

! A monografia de Kolmogorov, original em russo, est4 disponivel em traducio ao inglés como Fundamentos
da Teoria da Probabilidade

31
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se w € A implica que w € B. Em palavras, a ocorréncia de A implica a ocorréncia de B. A
uniao de dois eventos A e B é definida como AU B ={w :w € A ouw € B} e representa o
evento de que pelo menos um dos dois eventos A ou B ocorrem. A intersecao de dois eventos
AeBéANB={w:we€ Aew € B} e representa o evento de que ambos A e B ocorren.

Também, dois eventos A e B sao disjuntos ou mutuamente exclusivos se AN B = (), sendo
() o evento vazio. Isso significa que A e B nao ocorrem simultaneamente. Para qualquer
evento A, o complementar de A é A° = {w : w ¢ A} e representa o evento de que A nao
ocorre. Ainda temos que as operagoes binarias U e N satisfazem as leis de distributivas: para
quaisquer eventos A, B e C, temos que

AN(BUC)=(ANnB)U(ANCQC) e AUuBNC)=(AuB)N(AUC)-

Estas e outras propriedades de eventos foram estudadas na Secao 1.1. Acontece que
muitas vezes é conveniente ou mesmo necessario transformar as combinacoes de eventos
em formas alternativas. Nesse sentido propriedades interessantes sao as chamadas Leis de
Morgan apresentadas no Teorema 1.4. Notamos que (a), no referido teorema, estabelece que
o evento de que nenhum A e B ocorre é igual ao complementar do evento de que pelo menos
um de A ou B ocorre. J& o item (b), no mesmo teorema, expressa que o complementar do
evento de que ambos A e B ocorrem é exatamente o evento de que ao menos um deles nao
ocorre.

As leis tém o nome de Augustus De Morgan, que introduziu uma versao formal das leis na
légica proposicional classica. A formulagao de De Morgan foi influenciada pela 16gica empre-
endida por George Boole. No entanto, uma observacao semelhante foi feita por Aristoteles e
era conhecida pelos logicos gregos e medievais.

Definicao 2.1

Seja # uma classe de eventos aleatdrios definidos no espago amostral €2, nao vazio. Para
que Z seja uma algebra de eventos, deve satisfazer as condigoes:

(a) Qe Z,
(b) Se A € F, entao A® € F,

(c) SeAe F eBe F, entao A|UB € #.

A seguir consideraremos sempre que o espa¢o amostral {2 é nao vazio, a menos que seja
explicitado o contrario. Uma questao agora é: num determinado experimento, serda que
sempre € possivel definir uma algebra de eventos? o seguinte exemplo nos mostra um caminho
para chegar a resposta desta questao.

Exemplo 2.1

No caso do lancamento de uma moeda e somente considerando como possiveis resultados
Q = {cara,coroa}, uma dlgebra de eventos seria F = {),Q, {cara}, {coroa}}.
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Teorema 2.1

Seja % uma algebra de eventos de subconjuntos de ). Entao valem as seguintes propri-
edades:

(a) 0 € Z,

(b) Para todo n e para todo Ay, As,--- , A, € F, temos que

OA/LECQ e ﬁAzEg

i=1 i=1

Demonstracao: A demonstragdo de (a) é evidente do item (b) na definigdo 2.1, se 2 € Z#,
entdo Q° = () € F. Pela definigao de édlgebra de eventos, sabemos que A; | J A2 € %, entdo
(A1 UA2)J A3 € Z. Por indugao,

Observando que

(U]
=1 i=1

segundo o item (b) da Lei de Morgan e, aplicando sucessivamente o item (b) na Definigdo
2.1, temos que (), 4; € Z. [ |

Fizemos-no a pergunta de se dlgebras de subconjuntos de um espacgo amostral nao vazio
sempre existem. Acontece que, quando € é finito sempre é possivel definir a dlgebra de todas
as partes de €, isto é, F = P(), este conhecido como conjunto poténcia. Por exemplo,
no Exemplo 2.1 onde Q = {cara, coroa} temos % = P(Q) = {0,Q, {cara}, {coroa}t}. A
classe P(2) tem 2% = 4 elementos, de modo que hd 4 eventos aleatérios associados a este
experimento. No caso finito geral, se {2 tem n elementos, P(Q2) tem 2" elementos.

Exemplo 2.2
Se Q = {1,2,3}, entao |P(Q)| = 2¥l = 23 = 8, estamos denotando cardinalidade ou
nimero de elementos de um conjunto por | - |. Neste caso
P<Q) = {®7 {1}7 {2}’ {3}7 {17 2}7 {17 3}7 {2a 3}7 Q}
Exemplo 2.3

Seja €2 um espago amostral. As seguintes classes de subconjuntos de €) sao algebras:
(a) T = {®79}>
(b) F={0,A, A°,Q}, sendo A C Q,
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(c) F3={0,A,A° B\ A,(B\ A)°, B, B¢, Q}, sendo AC B, A,B C Q,
(d) F,="P(Q).

A demonstracao que as classes de conjuntos definidos acima sao algebras é um exercicio
para o leitor.

Quando 2 ¢ finito uma algebra é uma classe adequada para o cédlculo de probabilidades.
Isto deve-se a que uma algebra contém o evento impossivel, o evento certo, o evento contrério
de qualquer evento que pertenca a classe, a uniao e intersecao de eventos que pertencam a
classe, isto é, em regra todos os acontecimentos interessantes.

No caso € infinito, mesmo que enumeravel, uma algebra deixa de servir para a construcao
de uma teoria que seja mais forte. Resulta que quando €2 é infinito existem acontecimentos
interessantes expressos pela uniao infinita de outros acontecimentos ou de acontecimentos
elementares. Entao ao invés de utilizarmos algebra de eventos, deve-se utilizar o-algebra de
eventos.

Definigao 2.2

Seja F uma classe de eventos aleatorios definidos no espaco amostral 2. Para que F seja
uma o-algebra de eventos, deve satisfazer as condigoes:

(a) Qe F,

(b) Se A€ F, entao A° € Z,

(c) Se A; € F, parai=1,2,---, entao UAZ' € 7.

i=1

Uma o-algebra é sempre uma algebra. Seja . uma o-édlgebra, entdao se A, B € &
AUB=AUBUBU:---€ 7,

logo % é édlgebra. O contrario nao é verdade, nem toda édlgebra é o-algebra.

Exemplo 2.4

Vamos considerar outro exemplo importante aqui, o espaco amostral associado a um
numero infinito de jogadas de uma moeda. Seja

Q={w=(w,ws, ) wj=00ul}
Pensamos em 0 como resultado coroa e 1 como cara. Para cada inteiro positivo n, seja
Q, = {(w1,wa, - ,wy) : wj =00ul}

Cada €, é um conjunto finito de 2" elementos. Denotemos por %, as c-algebras con-
sistindo de todos os eventos que dependem apenas dos primeiros n lancamentos. Mais
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formalmente, definimos %, como a cole¢ao de todos os subconjuntos de A C ), tais que
exista um E € P(Q) com

A= {(w17w27"'): (Cdl,UJQ,“‘ 7wn> GE}

Observemos que %, é uma o-algebra finita contendo 22" subconjuntos e %, C Fy C
F5 C -+ -. Definamos

Fo = G T

n=1

Mostrar que %, é algebra mas nao é o-algebra fica como exercicio ao leitor.

Teorema 2.2

Seja F uma o-algebra definida em ). Se Ay, Ag,--- € F, entao ﬂ A e F.

=1

Demonstragao :

DL

=1

i=1

Exemplo 2.5

Seja  um espaco amostral nao enumeravel e seja .% uma classe que consiste de todos
os subconjuntos enumeraveis de §) e de todos os subconjuntos de §) cujos complementares
sao enumeraveis. Entao % é una o-algebra.

Primeiro observemos que ¢ é enumeravel (o vazio é enumerdvel, contém zero elemen-
tos), entao ) € F. Seja A € ¥, se A é enumerdvel o complementar de A® é enumeravel,
logo A° € #. Caso A nao seja enumeravel entao A° é enumeravel e, portanto, A° € .

Consideremos A1, As,--- € F. Caso todos os A; sejam enumeraveis, entao

(o]
Jaie 7
i=1
Sejam A;,, Aiy, - -+ conjuntos nao enumeraveis de % . Pelo Teorema 1.4 temos que
c
(U Aik) N ﬂ Ay
k k
Observemos que cada AS , AS ,--- é enumeravel, entao

117 127
AS
i
k

é enumeravel e, portanto,

ﬂAfk e .z
k
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Teorema 2.3
Seja . uma o-algebra definida em ). Se A, B € %, entao A\ B€ % e AAB € %.

Demonstracao: Exercicio. |

Devemos observar que a uniao de o-algebras nao é necessariamente uma o-algebra. Ve-
jamos isso no seguinte exemplo.

Exemplo 2.6

Consideremos o espago amostral definido como §2 = {1, 2,3} e, definidas em €2, sejam F;
e F, duas o-dlgebras definidas como %, = {0, {1},{2,3},Q} e Fo = {0,{1,2}, {3} Q}.
Observemos que

F1U Fy ={0,{1},{1,2},{2,3}, {3}, Q},

e que o subconjunto {2,3} \ {3} = {2} ¢ F, U %,.

No caso (2 finito P(£2), o conjunto das partes de € ou conjunto poténcia de €2, é uma o-
algebra. No caso €2 infinito, em especial continuo, a construcao de uma o-algebra de eventos
2 é mais complexa. Este assunto sera objeto de estudo sa Segao 2.1.1.

Definicao 2.3

Uma o-algebra % definida em §) é minima em relacao a todas as o-algebras que contém
a classe de conjuntos C se satisfaz:

(a) CC 7,

(b) Se G é uma outra o-dlgebra definida em Q) e C C G, entao % C G.

Exemplo 2.7

Seja 2 um espaco amostral enumeravel. Nestas condi¢oes sempre podemos construir
duas o-algebras

Fo=1{0,0}

T =P(Q):

Observemos que se .% é uma outra o-algebra definida em (2, se satisfaz que %o C ¥ C
1. Assim, podemos dizer que % é a menor o-algebra possivel e %, é a maior o-algebra
possivel.

Devemos esclarecer que a menor o-algebra possivel %, sempre existe, mais isso nao
significa que %y seja sempre a o-dlgebra minima. Observe que o conceito de o-algebra
minima depende da classe de conjuntos C.
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Defini¢ao 2.4 (o-dlgebra gerada)

Seja 0 um espago amostral e C uma classe de subconjuntos de €. Dizemos que o(C) é
uma o-algebra gerada por C se o(C) contém C e é minima em relagao a todas as o-algebras
que contém C.

Exemplo 2.8

Sejam A, B C Q tais que AN B = (). Definamos a classe C = {A, B}. A menor o-dlgebra
que contém a classe C ou o-algebra minima que contém C é

o(C) ={0,A,B,(AUB), (AU B)‘, A¢, B¢, Q},

e, portanto, é a o-algebra gerada por C.

Teorema 2.4

Sejam C; e Cy duas classes de subconjuntos de €2 tais que C; C Cy. Entao

O'(Cl) Q U(Cg)'

Demonstragao: Sabemos que C; C C2 C 0(Cz). Entao o(C2) é uma o-élgebra que contém Cy,
portanto o(Cy) C o(Ca). |

Exemplo 2.9

Sejam A, B,C C € disjuntos dois a dois. Definamos as classes C; = {A,B} e Cy =
{A, B,C}. Do Exemplo 2.8 temos que

o(C;)={0,A,B,(AUB), (AU B)‘, A°, B, Q}-
E claro queC; CCqy e

a(Cy) = {0,A,B,C,(AUB),(AUC),(BUC),(AUBUC), (AU B)°,
(AUC)e,(BUC)S, (AUBUC)®, A¢, B¢, C¢, 1},

portanto, o(Cy) C o(Cs).

Teorema 2.5

Se C é uma o-dlgebra, entao o(C) = C.
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Demonstragao: Sabemos que C C o(C). Dado que C é o-dlgebra, entao o(C) C C, o que
demonstra a igualdade. |

A intersecao de o-dlgebras é uma o-dlgebra (ver Exercicio 17), isto permite definir de
maneira diferente o-dlgebra gerada.

Teorema 2.6

Seja C uma classe de subconjuntos de ). A o-algebra gerada por C é

o(C) = ﬂ{ﬁ . Z é uma o-dlgebra e C C F}- (2.1)

Demonstragao: A o-algebra definida em (2.1) contém a colecao C e se G for uma o-dlgebra
que contenha C, entdao o(C) C G. Isto mostra que o(C) é uma o-dlgebra minima em relac¢ao
a todas as o-dlgebras que contém a classe de conjuntos C e, portanto, a o-adlgebra em (2.1)
é uma o-algebra gerada por C segundo a Definicao 2.4. A conclusao da demonstragao é
exercicio para o leitor. |

2.1.1 o-algebra de Borel

Quando o espaco amostral é um conjunto finito de n elementos ou infinito enumeravel pode-
mos considerar as o-algebras consistindo de todos os seus subconjuntos, com as respectivas
poténcias 2" ou 2N, No entanto, quando o espaco amostral é o conjunto de ntimeros reais
ou um intervalo nos reais, esta escolha levanta uma série de problemas técnicos. Neste caso,
gostariamos que todos os subconjuntos de um tinico ponto de €2 e todos os intervalos fechados,
abertos ou semi-fechados fossem eventos.

Os problemas técnicos aos quais fizemos referéncia serao resolvidos utilizando uma o-
algebra especial nos nimeros reais, conhecida como o-dlgebra de Borel?. Excelentes livros
deste tema sao Halmos (1950), Kolmogorov & Fomin (1961) e Royden (1988), dentre outros.

Recordemos que um conjunto £ C R, onde R denota o conjunto dos nimeros reais, é
dito ser um conjunto aberto se para todo elemento x € E existe algum ¢ > 0, que depende
de x, de maneira que o intervalo (z — €,z + €) esteja contido em E. Recordemos também
que todo intervalo real da forma (a,b), —co < a < b < +00 é um conjunto aberto de R. Um
conjunto I C R ¢é dito fechado se F° for um conjunto aberto. Observemos que ambos R e ()
sao, simultaneamente, conjuntos abertos e fechados.

Chamemos O a colecao de todos os conjuntos abertos de R, nao é dificil perceber que O
nao é uma o-algebra de subconjuntos de R. Observe que se A € O, entao A é um conjunto
aberto e, por definigao, A¢ é um conjunto fechado, logo A° ¢ O. Entretanto o(Q), a o-dlgebra
gerada por O, existe e satisfaz que O C o(O). Isto nos permite a seguinte definicao.

2Emile Borel (1871-1953), matemédtico francés. Um dos principais contribuidores da atual teoria da
medida, da qual a teoria das probabilidades moderna é uma situagao particular independente.
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Definicao 2.5 (o-dlgebra de Borel)

Sejam 2 = R e O a classe dos conjuntos abertos em R. Define-se a o-algebra de Borel
sobre R, denotada por B(R), como

Dado que B(R) é uma o-élgebra, vemos que necessariamente contém todos os conjuntos
abertos, todos os conjuntos fechados, todas as unioes de conjuntos abertos, todas as unioes
de conjuntos fechados, todas as intersecoes de conjuntos fechados e todas as intersecoes de
conjuntos abertos. Os elementos de B(R) sdo chamados de Borelianos na reta e, em termos
intuitivos, um Boreliano é um conjunto que pode ser obtido de um ntimero enumeravel de
conjuntos abertos aplicando-se as operagoes M e U, assim como o complemento um nimero
enumeravel de vezes.

O seguinte teorema carateriza os conjuntos reais abertos e serd de grande utilidade.

Teorema 2.7

Seja E C R um conjunto aberto. Entao existe, pelo menos, uma quantidade enumeravel
de intervalos abertos disjuntos I, k =1,2,---, tais que

E:Gm
k=1

Demonstragao: A ideia é definir a relagdo de equivaléncia em F da seguinte maneira. Se
a,b € E, dizemos que a é equivalente a b, escrevemos a ~ b, se o intervalo aberto (a,b)
estiver contido em F. Esta relacao de equivaléncia particiona £ na uniao de conjuntos
disjuntos. Nao sabemos a priori se existe uma quantidade enumerdvel destes conjuntos.
Assim sendo, denotemos estes conjuntos por I, k& € J, onde J é um conjunto de indices
qualquer. Observemos que [, de fato, é um intervalo pelo seguinte motivo: se ax, b € I,
entdo ay ~ by de modo que o intervalo aberto (ax, bx) estd contido em I;. dado que ay, e by
sao arbitrarios vemos que I é um intervalo. O proximo passo é provar que I é um conjunto
aberto. Seja x € I, um elemento arbitrario. Dado que = € E e E ¢é aberto, sabemos existe
um € > 0 de maneira que (z — ¢,z + ¢) C E. Contudo, temos claramente que a ~ x para
todo a € (z — €,z + €), o qual implica que a e-vizinhanca de x estd contida em I. Portanto,
I, é um conjunto aberto, como requerido. Por tltimo, vamos mostrar que ha, no maximo,
um numero enumeravel de I. Isto resulta do fato de que, cada I deve conter pelo menos
um ndmero racional. Uma vez que existem enumeraveis niimeros racionais, pode haver no
maximo enumeraveis intervalos Ij. |

Em momento algum dizemos que B(R) seja o conjunto das partes dos reais ou, em ou-
tras palavras, nés nao provamos que nao existam conjuntos reais que nao sejam Borelianos.
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Exemplos de conjuntos reais nao Borelianos podem ser encontrados em Royden (1988). De
fato, nao existe um procedimento simples para determinar quando um dado conjunto A C R
¢ um Boreliano ou nao. No entanto, uma maneira para entendermos melhor a o-algebra de
Borel B(R) é demonstrando que ela pode ser gerada pelos intervalos da forma (—oo, al, isso
serd provado no Teorema 2.9.

Antes disso apresentamos um resultado auxiliar.

Teorema 2.8

Sejam x,y € R com x < y. Entao, podemos escrever:
1- (l’,y] = (—OO,y] \ <_OO7 l’],

2 (e} =) (:B—%x}

n=1

3- (z,y) = (z,y] \ {y},
4- [$ay] = (x,y] U {l‘}a
5 [z,y) = {z} U (2,y] \ {y},

6- (x,400) = (—o0, z]°.

Demonstragao : Exercicio. |

Exemplo 2.10

Observemos que, segundo os resultados apresentados no Teorema 2.8, para escrever o
intervalo aberto (z,+00) podemos utilizar uma sequéncia de intervalos com extremos
direitos divergentes.

Assim, podemos escrever que

o0

(z,+00) = U(x,a: +n)-

n=0

Significa que qualquer seja y € R, sendo y > x, entao

y € U(:z:,:c+n)~

n=0

Isto deve-se a densidade dos niimeros reais, ou seja, quaisquer sejam os numeros reais x
ey, r <y sempre existird um nimero natural n de maneira que y € (x,x + n).

As relagoes apresentadas no Teorema 2.8 serao frequentemente usadas nas demonstragoes
de resultados, isso devido a que o referido teorema nos explica como escrever intervalos reais
como uniao, intersecao e demais operagoes de colegoes enumeraveis de intervalos.
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A seguir demonstramos um teorema muito importante porque nos mostra uma forma de

encontrar elementos de B(R).

Teorema 2.9

racionais. Entao, a o-dlgebra de Borel B(R) é gerada por Z, isto é,

B(R) = o(Z)-

Demonstragao: Denotemos por O a classe todos os intervalos abertos. Dado que todo con-
junto aberto em R é, pelo menos, unido enumeravel de intervalos abertos (ver Teorema 2.7),
nés devemos ter que o(O) = B(R). Denotemos por Z a colecao de todos os intervalos da
forma (—o0,a], a € Q. Seja (a,b) € O para algum b > a, com a,b € Q. Seja a,, = a + *, de

n
modo que a, | a quandon — oo e b, = b— %, de modo que b, T b quando n — oco. Portanto

(a7 b) = U (ambn] = U {(_Oovbn] N (_Oo7an]c}7
n=1 n=1

o qual implica que (a,b) € o(Z). Isto é, O C o(Z) de forma que o(O) C o(Z). Contudo,
todo elemento de Z é um conjunto fechado, logo

o(Z) € B(R):
Isto d4 a cadeia de contencoes
B(R)=0(0) Co(Z) C B(R),

de forma que ¢(Z) = B(R), provando o resultado.

Teorema 2.10

Sejam x,y nimeros reais tais que x < y. Os intervalos

(z, +00), (z,9), [z, 4], [z, y), (,4], (z)

sao todos elementos de B(R).

Demonstracgao: Exercicio.

Seja T a classe dos intervalos T = {(—o0,a] : a € Q}, Q é o conjunto dos nimeros

Segundo este teorema unides e intercepgoes de quantidades enumeraveis de quaisquer
dos intervalos mencionados assim como complementos dos conjuntos resultantes sao todos

Borelianos. Isto pode ser utilizado para verificar os seguintes resultados.
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Exemplo 2.11

O conjunto Q, dos niimeros racionais, é Boreliano por ser uniao enumeravel de intervalos

degenerados, ou seja, pontos. Devemos lembrar que o conjunto dos nimeros racionais é
enumeravel. O conjunto dos niimeros irracionais I também é Boreliano, pois é comple-
mentar de unido enumeravel. Aqui estamos considerando que

QNI=0 e QUI=R

De forma equivalente, pode definir-se B(R) como a o-algebra minima gerada por todos
os subconjuntos abertos de R. Em ambos os casos, a o-dlgebra gerada é B(R). Além da
Definicao 2.5 e do comentario anterior, existem outras formas equivalentes de gerar a o-
algebra de Borel. Esse é o conteido do seguinte resultado.

Teorema 2.11

Estas o-dlgebras sao todas idénticas a B(R).
I- o({(z,y) :  <y}). 4 o(flz,y) - x <y}).
2- o({[z,y] : = <y}). 5- o({[zx,+00) : x € R}).

3- o({(z,y] : = <y}).

Demonstragao: Apresentamos somente a demonstracao da primeira situagdo, as outras si-
tuagoes demonstram-se de maneira similar. Para demonstrar que B(R) = o({(x,y) : * < y})
verificamos as duas sentencas:

C Primeiro (z,y) € B(R), entao {(z,y) : * <y} C B(R), portanto o({(z,y) : v <y}) C
B(R).

D Sabemos que (—o0,y] € o({(z,y) : = <y}), devido a que

(—00,y] = (00, ) U{y}  e(—00,y) = [ (z —n,y)-

n=1

Entao {(—o0,y] : y € R} Co({(z,y) : z <y}). Portanto B(R) Co({(z,y) :  <y}). m

E natural perguntar-se se a colegao B(R) pertencem todos os subconjuntos de R, pergunta
que nos fizemos atras. Mesmo com todos os esclarecimentos acerca dos conjuntos que per-
tencem a o algebra de Borel a resposta é negativa, ou seja, pode-se demonstrar que existem
subconjuntos dos numeros reais que nao pertencem a B(R). A construcao de tais conjuntos
nao ¢ simples, alguns exemplos podem ser consultados em Halmos (1950) e Cohn (1980). Nos
apresentamos aqui dois exemplos de subconjuntos de ntimeros reais que nao sao borelianos.
O primeiro destes exemplos deve-se a Cantor?

3Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 - 1918) foi um matemético alemao. Ele criou a teoria
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O conjunto do Cantor é um conjunto de pontos situados em um segmento de linha.
Ele é criado tomando algum intervalo, por exemplo [0, 1], removendo o ter¢co médio (%, %),
removendo o terco médio de cada uma das duas se¢des restantes (3, 2) e (I,2), em seguida
removendo o ter¢o médio das quatro segoes restantes e assim por diante, ao infinito. Ver a

Figura 2.1.

E um conjunto fechado consistindo inteiramente de pontos de fronteira e é um contra
exemplo importante na teoria dos conjuntos. Ao aprendermos sobre a cardinalidade, pri-
meiro sao mostrados os subintervalos dos ntimeros reais, como exemplos de conjuntos nao
enumeraveis infinitos. Isso pode sugerir que qualquer subconjunto infinito nao enumeravel
deve conter um intervalo; tal afirmacao é falsa. Um contra exemplo para essa afirmacao ¢é o
conjunto Cantor, que nao é enumeravel, apesar de nao conter nenhum intervalo. No Exemplo
2.12 mostramos a construcao deste conjunto e propriedades, nossa principal referéncia é o
artigo de Stettin (2019).

0 1/8 2/9 13 213 7/9 8/9 1
[ /] /] I——
[ . | = O 1

Figura 2.1: Construcao do conjunto de Cantor.

Para entendermos a construcao do conjunto de Cantor vamos introduzir o conceito de
expansoes base 3, também chamadas de expansoes ternarias, representam ntmeros decimais
ao usar os digitos 0, 1, 2. Por exemplo, o nimero 3 em decimal ¢ 10 em base 3. Fracoes
na base 3 sao representadas em termos de poténcias negativas de 3, onde uma fracao N em
decimal pode ser representada como

C (6)) C3 Cn
N =4+ 233 ...4 ... 29
b+b2+b3+ —i—bn-l- , ()
onde 0 < ¢; < 3 e a fragao é escrita em base 3 como N = 0.cicac3 - - - . Por exemplo
1—0166666 —0+1+1+1+1+1+1+ = 0.01111115 = 0.01
6 T3 U3 T3 T3 T3 lg6 g o s

Da mesma forma, as fragoes decimais podem ser convertidas pela multiplicacao por 3, obtendo
o resultado modulo 3, multiplicando o restante por 3 e, em seguida, tomando o moédulo 3

dos conjuntos, que se tornou uma teoria fundamental na matemética. Cantor estabeleceu a importancia da
correspondéncia um-a-um entre os membros de dois conjuntos, definiu conjuntos infinitos e bem ordenados,
€ provou que 0s numeros reais sa0 mais numerosos que os numeros naturais. De fato, o método de prova de
Cantor deste teorema implica a existéncia de uma infinidade de infinitos. Ele definiu os nimeros cardinais e
ordinais e sua aritmética.
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desse, etc. até que o resto seja O:

0.166666 x 3 = 0+ 05 , ¢ =0
05x3 = 1405 , c=1

05 x3 = 1405 , =1 (2.3)
. | .
Na base 3, alguns pontos possuem mais de uma notacao: 3 x 3 = 1+ 0, de maneira que
co=1e 3= 0.13. Mas também temos o seguinte:
1
3 x3 = 03333--- x3 = 04+09999.--- | ¢ =
= 09999--- x3 = 2+09999--- |, cx=2
= 0.9999--- x3 = 2409999+ , c3=2 (2.4)
.1 5 = . o . _—
Desta maneira 3 = 0.3 = 0.13 = 0.023. Isso as vezes significa que ha ambiguidade, um

mesmo numero pode ser escrito de diversas formas.

Exemplo 2.12 (Conjunto de Cantor)

O conjunto de Cantor é construido removendo subintervalos cada vez menores de [0, 1].
Na primeira etapa, remova (3, 2) de [0,1]. Na segunda etapa remova (3, 2)U (9, %) do que
resta apos o primeiro passo. Como mostrado na Figura 2.1. Em geral, na n-ésima etapa,

G UG U-UCG )

do que resta apds o (n — 1)-ésimo passo. Continuando dessa maneira, obtém-se uma
colegao infinita de conjuntos {C,}°, tais que C,, C C,_1, para todo n > 1. Depois de
todos os N passos terem sido dados o que resta é o conjunto do Cantor C. Entao, define-se
o conjunto Cantor como sendo
oo
=) Cn (2.5)
n=0

Ha uma caracterizagao alternativa que sera ttil para provar algumas propriedades do
conjunto de Cantor. Primeiro apresentamos a caracterizacao do conjunto de Cantor C e
depois duas propriedades que nos permitirao entender que este conjunto e também seus
subconjuntos nao pertencem a B(R).

e O conjunto de Cantor consiste precisamente dos nimeros reais em que as expansoes
de base 3 contém apenas os digitos 0 e 2.

Demonstragao : Para provar isto suponhamos que x € [0, 1] contenha somente os digitos
0 e 2 na sua expansao em base 3. Seja x, o truncamento de x em n locais apds o ponto




2.1. ALGEBRA E 0-ALGEBRA DE EVENTOS ALEATORIOS 45

decimal. Por exemplo, se x = 0.020202 - - -3, entao x1 = 0, o = 0.023, x4 = 0.02023, etc.
Certamente, a sequéncia {x,} converge a x quando n — oco. Em particular, para todo
n > 1, temos que
Tn <x < T+ 3%

Note que os niimeros em [0,1], cujas expansoes em base 3 continuar por exatamente n
digitos apds o ponto decimal e que usam apenas os digitos 0 e 2 sao precisamente o0s
pontos finais da esquerda dos intervalos cuja uniao é C,,. Assim, o intervalo [z, x, +1/3"]
esta contido em C,. Segue-se que x € C, para todos n > 0 e, portanto x € C. Por outro
lado, suponha x € C. Entao x € C, para todo n > 0. Observe que os nimeros em Cy,
sao precisamente aqueles cujo truncamento n-ésimo, ou seja, o niimero obtido tomando
apenas os primeiros n digitos apos o ponto decimal usa apenas 0 e 2 como digitos na base
3. Segue-se que todo truncamento de x usa apenas 0 e 2 como digitos. Isso implica x usar
apenas 0 e 2 em sua expansao de base 3.

C nao contém nenhum subintervalo de [0, 1].

Demonstracgao : Seja [a,b] C [0,1] um intervalo arbitrdrio. Vamos escrever os extremos
do intervalo como a = 0.a1asas, - - -3 € b = 0.b1babs, - - 3. Se algum a; € igual a 1, entdo pelo
resultado anterior, sabemos que a ¢ C. Similarmente, se algum b; é igual a 1, sabemos
que b ¢ C. Caso contrario, suponha que k seja o menor indice tal que ay # by. Estas
conclusoes forcam que a, = 0 e by, = 2, de maneira que 0.ajaa3 - - - ax—113 € [a, b] e disto
segue que [a,b] ¢ C

C é nao enumerégvel.

Demonstracgao : Definamos a fungao f : C — [0, 1] como segue. Se x = 0.x1x2x3 -3 €
um elemento em C, seja

f(x) = 0.(21/2)(22/2)(X3/2) -2

Em outras palavras, na expansao terndria de x, substitua cada digito 2 com 1 e considere
o resultado como um numero binario. Agora, suponhamos que C seja enumeravel. Vamos
escrever entao C = {cy,c2,c3, -+ }. Para cada y € [0,1], seja g(y) igual oa indice j do
elemento c; com f(c;j) = y. Entdo, podemos construir a sequéncia {d; }ien tal que dy(,) =y
para todo i € [0,1]. Isso constitui uma bijecao entre [0, 1] e N, entao segue-se que [0, 1] é
enumeravel. O qual é uma contradi¢ao. Portanto, concluimos que C nao é enumeravel.

Mostramos a seguir mais um exemplo de subconjunto de niimeros reais que nao é boreli-

alo.

Exemplo 2.13

Consideremos x € R fixo. Podemos definir o conjunto

Q° ={g+pr € R:pqe Q)

Observemos que o conjunto Q* é enumeravel, de maneira que existem inumeraveis niimeros
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reais que nao pertencem a Q-. Seja entao y um de tais niimeros, ou seja, escolhemos y € R
de maneira que y ¢ Q e formamos o conjunto QY. Pode-se demonstrar que x ¢ Qv.

Agora, imagine um conjunto de niimeros reais A como se x,y € A, entao x ¢ QY e
y ¢ Q®. Podemos encontrar um de tais conjuntos A como incontédveis elementos e A nao
sendo um conjunto do Borel.

Também é possivel considerar, se interessante for, a o-algebra dos conjuntos de Borel
restrita a uma porgao dos nimeros reais, por exemplo, restrita ao intervalo [0, 1] C R. Nesta
situagdo, a o-algebra de Borel em [0,1] é a o-dlgebra gerada pela cole¢ao dos conjuntos
abertos em [0, 1], a qual pode ser pensada como a restrigao de B(R) ao intervalo [0, 1], como
demonstrado no proximo teorema.

Teorema 2.12

Suponhamos que ) seja o espaco amostral e que ' C €. Entao

(a) se # é uma o-algebra de subconjuntos de 2 e F' ={ANQ : A€ F}, temos que
' é uma o-dlgebra de subconjuntos de €)' e

(b) se a classe de subconjuntos C gera a o-algebra # em QeC' ={ANQ : A€},
temos que C' gera a o-algebra ¥’ em (V.

Demonstracao: Exercicio. |

O conceito de o-algebra de Borel pode ser estendido para dimensoes mais elevadas.

2.2 Definicao axiomatica de probabilidade

A nocao classica da teoria da probabilidade, que comeca com a nocao de casos igualmente
provaveis, dominou por 200 anos. Seus elementos foram postos em pratica no inicio do século
XVIII e permaneceram assim até o inicio do século XX. Ainda hoje a probabilidade cléssica
é utilizada no calculo de probabilidades.

No inicio do século XX, muitos matematicos estavam insatisfeitos com o que viram como
uma falta de clareza e rigor no calculo de probabilidades. A chamada mais célebre de escla-
recimento veio de David Hilbert*. O sexto dos vinte e trés problemas entao em aberto que
Hilbert apresentou ao Congresso Internacional de Matematicos, em Paris, em 1900, foi para
tratar axiomaticamente a teoria das probabilidades.

A teoria matemaética da probabilidade, como a conhecemos hoje, é de origem relativamente
recente. Foi A.N. Kolmogorov que axiomatiza a probabilidade em sua obra fundamental

‘David Hilbert (1862-1943) foi um matemético alemao. David Hilbert é um dos mais notéveis ma-
tematicos, e os tépicos de suas pesquisas sao fundamentais em diversos ramos da matematica atual. Hilbert
é frequentemente considerado como um dos maiores matematicos do século XX, no mesmo nivel de Henri
Poincaré. Devemos a ele principalmente a lista de 23 problemas, alguns dos quais nao foram resolvidos até
hoje, apresentada em 1900 no Congresso Internacional de Mateméaticos em Paris.
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“Foundatins of the Theory of Probability” em 1933 (Kolmogorov, 1933). De acordo com
este desenvolvimento, eventos aleatorios sao representados por conjuntos e probabilidade é
apenas uma medida padronizada definida nesses conjuntos.

Este desenvolvimento da teoria nao sé forneceu uma base logicamente consistente para
a teoria das probabilidades, como também e ao mesmo tempo, junto-a corrente principal
da matematica moderna. Nesta secao definiremos a funcao de probabilidade e estudaremos
algumas propriedades importantes.

Definicao 2.6 (Definicao Axiomdtica de Probabilidade)

Seja Q um espago amostral e .# uma o-algebra definida em 2. A fungao P : . — [0, 1]
é chamada de medida de probabilidade ou simplesmente probabilidade se satisfaz os
seguintes axiomas:

Axioma I: P(A) > 0, para todo A € F,
Axioma II: P(Q2) =1,

Axioma III: Seja {A,}>2, uma sequéncia de conjuntos disjuntos de .Z, isto é,
A;NA; =0 parai # j. Entao

() - Srons

Chamaremos P(A) de probabilidade do evento A. A propriedade contida no Axioma IIT
é chamada de aditividade enumerdvel. Observemos também que P(0)) = 0.

Uma pergunta bésica sempre que sao definidos novos conceitos é saber se a funcao de
probabilidade sempre existira, qualquer seja o espaco amostral. Veremos aqui como definir
a funcao de probabilidade quando €2 contiver uma quantidade finita de elementos, quando
contiver uma quantidade infinita enumeravel de elementos e no caso quando contiver uma
quantidade infinita nao enumeravel de elementos, chamado de caso continuo.

Teorema 2.13

Seja ) um espago amostral nao vazio e % uma o-algebra definida em Q. A fungao de
probabilidade é finitamente aditiva.

Dizemos que una fun¢ao de probabilidade ¢ finitamente aditiva se { A }}_;, uma sequéncia
de conjuntos disjuntos de %, entao

(00 - S
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Demonstragao: Sejam Aj, As,--- , A, € F disjuntos. Notemos inicialmente que P(0)) = 0, ja

que
P(Q)=PQUOUDU---) = P(Q) + P(D) + P(D) + - --

Definamos Ay = (), para k =n+ 1,n+2,---. Entao Ay, As, - -+ sdo disjuntos, logo
P (U Ak> =P (U Ak> =Y P(Ap) =) P(A) +P0)+P0)+--- = > P(Ap):
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 |

Exemplo 2.14

Vejamos duas situagoes nas quais todo evento simples tém probabilidade um. Uma pri-
meira situagao é quando Q = {w}, F = {0,Q}, P(0) =0 e P{w}) = P(Q) = 1. Uma
segunda situagao é considerando 2 = [0,1], % = {0, {0}, (0,1],Q}, P(0) = P((0,1]) =0
e P({0}) = P(Q2) = 1.

Percebemos que um modelo probabilistico para um experimento, ou simplesmente um
modelo probabilistico, é constituido de um conjunto nao vazio 2 de resultados possiveis, o
espago amostral, uma o-algebra .# de eventos aleatérios e uma probabilidade P definida em
% . Agora vamos definir o conceito abstrato matematico de espago de probabilidade.

Definicao 2.7
Um espaco de probabilidade é um trio (Q, %, P) onde:

(a) 2 é um conjunto nao vazio de resultados possiveis de um experimento,
(b) % é uma o-algebra de subconjuntos de €2,

(¢) P é uma func¢ao de probabilidade definida em % .

Devemos esclarecer que esta defini¢ao significa que, uma vez escolhido o espago amostral,
somente aos subconjuntos deste que pertencam a o-algebra % serao atribuidos valores de
probabilidade. Um outro esclarecimento que devemos fazer é que a funcao de probabilidade
nao ¢ unica.

Exemplo 2.15

Seja o experimento o langamento de uma moeda, o espago amostral Q) = {cara, coroa}
e & a o-algebra de todos os subconjuntos de §). Definamos a funcao de probabilidade
como

P({cara}) =1/2, P({coroa}) =1/2-
Entao P é uma probabilidade bem definida. Similarmente, podemos definir

P(feara)) =2 o P({eoroa}) = 1

ou

P({cara}) =1 e  P({coroa}) =0-
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De maneira geral, podemos definir
P({cara}) =p,  P({coroa) =1—p  (0<p<1)
como sendo a funcao de probabilidade no espago amostral €.

A importancia de todos os elementos do espaco de probabilidade fica claro no exemplo a
seguir, no qual todo evento simples tém probabilidade zero.

Exemplo 2.16

Considere o espacgo de probabilidade (2, #, P), onde 2 = (0,1), .%# denota a o-algebra
de todos os subintervalos de € e P é a funcao de probabilidade que atribui a cada intervalo
da forma (a,b), 0 < a < b < 1, o comprimento b — a. Este espago de probabilidade estd
bem definido e serd considerado o espago de probabilidade padrao no intervalo (0,1). No
entanto, para cada numero real x € (0,1), o evento simples {x} tém probabilidade zero,
segundo P. Isto significa que P({x}) = 0.

Para demonstrar isto, observemos que, para todo ¢ > 0

P({z}) < P({(a: —€/2;x+ 6/2)}> = €, Ve > 0-

Voceé poderia pensar que, se o espaco amostral €2 fosse enumeravel, seguir-se-ia que nem
todo evento simples poderia ter probabilidade zero. Caso todo evento simples pertencesse
a o-algebra, voceé estaria correto. No entanto, nao existe espago amostral enumeravel, nem
mesmo finito, no qual todo evento simples tém probabilidade zero. Considere o seguinte caso:
espago amostral 2 = {a,b,c}, F = {0,{a}, {b,c},Q} e a funcao de probabilidade

P@) =0, P{a})=1, P{bc))=0 e P(Q)=1

E claro que esta axiomatica nao foi a primeira proposta porém, mostrou-se mais pratica e
util do que teorias anteriores. Além disso, proporcionou um espaco de probabilidade preciso
para cada experimento aleatdério e criou um marco totalmente abstrato o qual possibilitou
o desenvolvimento da teoria moderna das probabilidades. Uma situagao interessante foi
apresentada no Exemplo 1.20. Dependendo do pensamento podemos encontrar distintos
valores de probabilidade para o mesmo evento, o qual, evidentemente é uma contradi¢ao ao
fato de que dado um evento A, P(A) é tnica.

Definicao 2.8

Seja {A,,}5°, uma sequéncia de eventos da o-algebra F, definida no espago amostral (2.
Dizemos que a sequéncia decresce para o vazio, denotado por {A,}5°, \ 0, se A, 2 A, 11

Vn e .
Nn=o
n=1
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Duas questoes: a probabilidade atribuida a um eventos é tinica? existe uma tinica forma
de definir probabilidade axiomatica? devemos lembrar que temos, pelo menos, trés formas
diferentes de definir probabilidade cléssica.

A resposta para a primeira pergunta é afirmativa e a justificativa é a afirmagao (f) do
Teorema 2.17. A resposta a segunda pergunta é negativa, ou seja, existem diversas formas
equivalentes de definir probabilidade axiomatica. Nosso objetivo agora é mostrar que as
exigéncias da Definicao 2.6 nao sao unicas, no sentido de que utilizando outros axiomas
também podemos definir a fun¢ao de probabilidade com as mesmas propriedades. Para chegar
a uma destas alternativas a definicao axiomatica apresentada, utilizaremos a definicao acima
de sequéncia que decresce para o vazio.

Definicao 2.9

Seja (2, .#, P) um espago de probabilidade e {A,}°°, uma sequéncia de eventos da
o-algebra % que decresce para o vazio. Dizemos que P é continua no vazio se

lim P(A,) = 0- (2.6)

n—oo

Se o espago amostral €2 for discreto e contiver ao menos n(< co) pontos, cada conjunto de
um tnico ponto {w}, k = 1,--- ,n é um evento elementar e é suficiente atribuir probabilidade
a cada {wg}. Entdo, se A € .Z, onde F é a classe de todos os subconjuntos de €2,

P(A) = 3 P({u}).

wEA

Uma tal atribuicao ¢é a atribuicao da mesma probabilidade ou a atribuicao de probabilidades
uniformes. De acordo com esta atribuicao, P({wy}) =1/n, k =1,--- ,n. Portanto P(A) =
m/n, se A contiver m eventos elementais, 1 < m < n.

Caso 2 seja discreto e contiver um numero enumeravel de pontos, nao se pode fazer
uma atribuicao da mesma probabilidade a cada evento simples. Basta fazer a atribuicao
da probabilidade para cada evento elementar. Se A € %, onde % é a classe de todos os

subconjuntos de €, definimos P(A) =) ., P({w}).
Exemplo 2.17

Seja o espago amostral o conjunto Q = {1,2,3,---} ou Q = N e a o-dlgebra poténcia
F =P(Q), a classe de todos os subconjuntos de ). Definamos P em % como

P({k}):%, K12

Provar que P é funcao de probabilidade é uma tarefa do leitor. Queremos demonstrar
aqui que P, definida acima, é uma funcao de probabilidade continua no vazio.
Como a definicao sugere, escolhemos uma sequéncia de eventos de F que decresce
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para o vazio da forma A, = {n,n+1,---}. Observemos que

=1 1
P<An) - Zﬁ - on—1’
k=n

logo
lim P(A,) =0

n—oo

No Exemplo 2.17 utilizamos resultados da soma de séries geométricas da seguinte forma:
seja a série Yo~ a;¢*~!, onde a; é o primeiro termo da série e |¢g| < 1. Entao,

n—

o) 1 fe’e) a
k—1 k—1 k—1 1

E arq = E a1q + E a1q = )

k=1 1 k=n

k= 1—¢

n—1

~ . . , , q . ~ .
e a expressao para a soma dos primeiros n — 1 nimeros ¢é all—. Na situagao referida,

ap=1/2eq=1/2.

Teorema 2.14

Seja (2, #, P) um espacgo de probabilidade. Uma func¢ao satisfazendo os axiomas I e
II na definicao de probabilidade e ainda finitamente aditiva é uma probabilidade se, e
somente se, é continua no vazio.

Demonstracao: Suponhamos que P é continua no vazio. Sejam Ai, As,--- € Z disjuntos,

queremos provar que
e’} 00

P (U An> = P(4,):
n=1 n=1

00 k 00
Seja A = U Ay, entao A = (U Ap) U( U Ay) e, pela aditividade finita,

k 00
P(A):ZP(An)JrP( N An>-

n=1 n=k+1

00 k
Seja By, = ﬂ Ay, entao {Bi}pZ 1\« e, portanto, lim P(Bj) = 0. Logo lim Z P(A,) =
kit 1 k—o0 k—o0 —1

P(A) eentao P(A) = Z P(A,,). Suponhamos agora P uma fungao de probabilidade, quere-
n=1

mos provar que é continua no vazio. Sejam A, Ay, -+ € F taisque A, 2 Apy1e {An}ol \y
0, queremos provar que lim P(A,) = 0. Temos A; = (41 \ AQ)U(AQ \ A3)U--- =
n—oo
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(e}
U (A \ Agt1). Cada Ay \ Agqq séo disjuntos, entdo P(A;) = > 72 P(Ag \ Agt1), por-
k=

ta to a série é convergente e

n—1
Jim P(Ag\ Agy1) = P(Ar):
k=1
Pela aditividade finita P(Ay \ Ax+1) = P(Ax) — P(An+1), logo
n—1
P(AY) = lim 3" P(A\ Ag) = lim [P(A) - P(A,)],
1
e entao lim, . P(A;) = 0. [ |

Este teorema afirma que, se P é uma fungao de probabilidade e se {A,},>1 for uma
sequéncia de eventos que decresce para o vazio (Definigao 2.8), entdo lim,,_,., P(4,) = 0.
Estamos agora em condi¢oes de apresentar uma definicao axioméatica alternativa de probabi-
lidade.

Teorema 2.15

Seja (2, F, P) um espaco de probabilidade. Os dois seguintes sistemas de axiomas sao
equivalentes:

Sistema I: P(A) > 0, para todo A € %, P(Q) =1 e se {A,}>°, é uma sequéncia
de conjuntos disjuntos de F, entao

() S

Sistema II: P(A) > 0, para todo A € F, P() =1, se {Ax}}_, é uma sequéncia de
conjuntos disjuntos de .#, entao P(|J;_, Ax) = > r_y P(A) e se {B,}y>, é uma
outra sequéncia de eventos em ¥ que decresce para o vazio, entao

lim P(B,) = 0-

n—oo

Demonstragao : Exercicio. |

Entao, para verificar se a funcao P é uma probabilidade em %, basta verificar os axiomas
do sistema I ou os axiomas do sistema II apresentados no Teorema 2.15.

Se Q contiver uma quantidade nao enumeravel de pontos, cada conjunto de um ponto é
um evento simples e, novamente, nao se pode fazer uma atribuicao da mesma probabilidade.
De fato, nao se pode atribuir probabilidade positiva a cada evento elementar sem violar o
axioma P(Q2) = 1. Neste caso, atribuimos probabilidades a eventos compostos constituidos
por intervalos. Esta situacao sera tratada depois na Segao 2.1.1.
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Exemplo 2.18

Seja o espago amostral o conjunto ) = R e a o-dlgebra # = B(R), a o-algebra de Borel.
Para cada intervalo I, definamos

1 1
P = [ = da-
(1) /[7T1+ZE2 ¢

No Exemplo 3.33 vamos provar que P assim definida é uma funcao de probabilidade.
Queremos demonstrar aqui que P é uma funcao de probabilidade continua no vazio.
Seja I,, = (n,00) uma sequéncia de intervalos que decresce para o vazio. Acontece que

1 1
P(I,) = 5 %arctan(n)

.1 T
lim —arctan(n) = —-

Portanto, lim,,_,, P(I,) = 0.

Devemos lembrar que, dado um espaco amostral 2, uma algebra de eventos .# sempre é
possivel definir em 2. No entanto podemos supor, sem perda de generalidade, que % é uma
o-algebra em vez de dlgebra, pelo Teorema de Extensao de Carathéodory®. Este teorema
garante que uma probabilidade definida em uma algebra, e de acordo com os axiomas usuais,
pode ser estendida de uma unica maneira para a o-algebra gerada pela algebra.

Teorema 2.16 (Teorema de Extensao de Carathéodory)

Seja ) um espago amostral e F uma dlgebra de eventos de (2. Seja P uma probabilidade
definida em %. Entdo existe uma tinica fungao de probabilidade P, definida em o(.F),
tal que P e P coincidirem em .7 .

Demonstracao: Seja
Fe={ACQ: A, };2,cada A, € F, A, /A, quando n — oo} -
Na definicao da classe de conjuntos .%,, {A,}>2,; é uma sequencia nao decrescente que
converge para A, isto é, {4, }72; é uma sequencia que satisfaz A, C Ap41 e US2 A, = A.

Definamos P : %, — [0,1] de forma que, se A, A, quando n — oo, entao ZS(A) =

lim,, o0 P(A;). Vejamos que P estd bem definida e estende P.

Definamos para E C § a funcao

P(E) = inf {Z P(A): EC| A A e g?} : (2.7)
i=1 i=1
Verifiquemos se a funcao P é uma probabilidade em o(.%). |

Constantin Carathéodory (1873-1950) foi um matemadtico alemao de origem grega.
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Devemos esclarecer que este teorema nao garante a existéncia de alguma o-algebra, qual-
quer seja o espago amostral. Lembremos que o(.%) estd definida em termos da existéncia de
o-algebras.

2.2.1 Propriedades da probabilidade axiomatica

Consideremos que o espago de probabilidade (2, %, P) estd definido num determinado ex-
perimento aleatdrio e chamemos de A € % um evento aleatério qualquer na o-dlgebra % e,
portanto, A é um evento ao qual podemos atribuir um valor de probabilidade tinico, segundo
a funcao P. Nestas condigoes valem as seguintes propriedades.

Teorema 2.17

Seja (), %, P) um espaco de probabilidade. A fungao de probabilidade satisfaz as
seguintes propriedades:

(a) P(A%) =1—P(A),
(b)) 0 < P(A) <1,
(c) Se A C B, entao P(A) < P(B) e ainda P(B\A) = P(B) — P(A).

(d) Sejam Ai, As,--- , A, elementos da o-dlgebra % . Entao
k=1 k=1
(e) Sejam Ay, As,--- elementos da o-dlgebra % . Entao
P<LL%>§§:PMQ,
k=1 k=1

(f) (Continuidade da probabilidade) Seja {A,}22, uma sequéncia de eventos nao cres-
centes em . tals que convergem para o evento A, isto é, A, D A, 1 para qualquer
valor den e ()~ A, = A. Entao

lim P(A,) = P(A)-

n—oo

Demonstracao: (a) Como consequéncia dos axiomas I e III, AU A° = Q. Entao P(A) +
P(A°) =1.
(b) Pelo axioma I, P(A) > 0. Também A C Q, entao P(A4) < 1.

(¢c) Se AC B, entao B=(ANB)U(B\A) = AU (B\A) segue entao, pela aditividade da
fungao de probabilidade, que P(B) = P(A) + P(B\A).
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(d) Observemos que
P(Al U AQ) = P(Al) + P(A2 N Ai:) < P(Al) + P(Ag),
isto pela propriedade (c), devido a Ay N A C As. A demonstragao completa-se por
inducao.
(e) Exercicio.

(f) Observemos que P(A;) > P(An+1), pela propriedade (c) e pela continuidade no vazio
(Teorema 2.15), do fato da sequéncia {A,, \ A},>1 satisfazer que (A,41\ A4) C (A, \ A)
e MNy>1{4n \ A} =0, temos que

lim P(A,\ A) =0

n—oo

A aditividade finita implica que P(A,\ A) = P(A,,) — P(A), pois A C A,,. Resumindo,

temos que
li_>m [P(A,) — P(A)]=0
e a sequéncia {P(A,)}n>1 é ndo crescente, logo lim,_, P(A,) = P(A). |

Gostarfamos de salientar neste ponto que, se P(A) = 0 para algum A € .#, chamamos
A de um evento com probabilidade zero ou um evento nulo. No entanto, isso nao significa
que A = (). Por outro lado, se P(B) = 1 para algum B € %, chamamos B de evento certo,
mas isso nao quer dizer que B = ().

Exemplo 2.19
Uma moeda é lancada trés vezes. Vamos atribuir igual probabilidade para cada um dos

23 eventos elementares em . Seja A o evento de que pelo menos uma cara aparece em
trés lances. Entao

P(A) = 1- P(A°) = 1— P(nenhuma cara)

= 1— P({Coroa} Nn{Coroa} N {Coroa}) = g

Deste resultado podemos obter algumas outras propriedades, por exemplo, a chamada
desigualdade de Boole®, também conhecida como unido vinculada, diz que, para qualquer
conjunto finito ou contavel de eventos, a probabilidade de que pelo menos um dos eventos
ocorra nao é maior que a soma das probabilidades dos eventos individuais. Aa seguir, apre-
sentamos o principio de inclusao-exclusao, um belo teorema que expressa a relacao exata
entre a probabilidade de unioes e as probabilidades de eventos individuais, a desigualdade de
Bonferroni” e outros.

6George Boole (1815 - 1864), matematico e filésofo inglés. Como o inventor da légica booleana, base do
computador moderno, Boole é visto em retrospecto como um dos fundadores da ciéncia da computacao.

"Carlo Emilio Bonferroni (1892 - 1960), foi um matemaético italiano que trabalhou na teoria das probabi-
lidades.
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Teorema 2.18 (Desigualdade de Boole)

Seja (2, Z, P) um espago de probabilidade e {A,},>1, n = 1,2,---, uma sequéncia
enumeravel de eventos em % . Entao

P <ﬁ An> >1-— iP(A;)-

Demonstracao: Primeiro consideremos dois eventos A, B € %, entao
P(ANB)=1-P((ANB)°) >1— (P(A°) + P(B")),
e definamos

B=()A., e A=A
fl ! .

Observemos agora que se A, B € .7, isto é, A e B eventos quaisquer da o-algebra, temos
que
AUB=(A\B)U(B\A)U(ANB)

Os eventos acima a direita sao todos disjuntos, entao pelo Axioma III
P(AUB)=PA\B)+ P(B\A)+ P(ANB)
e, dado que A= (ANB)U(A\B)e B=(ANB)U(B\ A), chegamos a que
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B)- (2.8)

Como generalizagao desta propriedade temos o seguinte resultado.

Teorema 2.19 (Principio de inclusao-exclusdo)

Sejam Ay, Ag,--- , A, € F, eventos definidos no espago de probabilidade (), F, P).
Entao

n

P (U Ak) = ZP(Ak)_ Z P(Alﬁ mAkz)

k1<ko

+ > P(AklmAkZHAk3)+---+(—1)”+1P(ﬂAk>~

k1<ko<ks k=1

Demonstracao: Utilizar repetidas vezes o resultado em (2.8). |
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Observemos que, da aplicacao direta do resultado do Teorema 2.19, temos
P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANDB)
para o caso de dois eventos aleatorios e que, se tivermos trés eventos aleatérios, entao
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANC)
—P(BNC)+ P(ANBNC)-

Exemplo 2.20

Suponha que um dado seja lancado duas vezes, observamos o niimero obtido em cada
lance e que a todos os eventos elementares em

Q={(i,j):ij=1,2--,6}

atribuimos a mesma probabilidade. Considere A o evento de que o primeiro lance mostre
um numero < 2 e B, o evento em que o segundo lance mostre pelo menos o nimero 5.

Entao
A:{(Zaj) : 1§Z§27]:1727 76}7

BZ{(Z,])5§]§6,Z:1,2,,6}7
Calculando a probabilidade a ocorréncia simultanea destes dois eventos, obtemos que

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) — %+é_%:g.

Observe que, mesmo sem mencionar, utilizamos o Principio de inclusao-exclusao para
encontrarmos o resultado no exemplo anterior assim como no exemplo a seguir.

Exemplo 2.21

Seja (2, .7, P) um espago de probabilidades e A, B € .7 eventos tais que P(A) = 0,25
e P(B) =0,8. Provemos que

0,05 < P(AN B) < 0,25

Observe que ANBC Ae AN B C B, entao P(AN B) < P(A) e P(AN B) < P(B).
Portanto,
P(AN B) <min{P(A), P(B)}
do qual temos que P(AN B) < 0,25. Dado que AU B C (2, temos que P(AU B) < 1,
entao

P(AuB) = P(A)+P(B)—PANB) < 1
0,254+0,8—1 < P(ANB),

do qual obtemos que 0,05 < P(AN B) <0, 25.
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Teorema 2.20

Seja (£, .Z, P) um espacgo de probabilidade e {A,},>1 uma sequéncia enumerdvel de
eventos nao decrescente em .7 , isto é, A, C A, 1 para todo n. Entao

lim P(A,) =P (U An) :
n=1

Demonstragao: Consequéncia da propriedade de continuidade da probabilidade, item (f) do

Teorema 2.17. [ |

Exemplo 2.22

Considere o espago amostral 2 = [0, 1] e a sequéncia de eventos em (2 definida como
A, =1[0,1—-1/n)
E claro que A, C A, 1. Aplicando entao o Teorema 2.20 temos que

lim P(A,) =1

n—oo

Teorema 2.21 (Desigualdade de Bonferroni)

Sejam Ay, Ay, - -+, A, eventos aleatérios (n > 1), entao

zn:P(Ak) ~ S P(A4n4)<P <U Ak> <3 P4y (2.9)

k=1 k<j k=1 k=1

Demonstragao: Como consequéncia do item (d) do Teorema 2.17, serd suficiente demonstrar

a parte esquerda em (2.9) e isto serd realizado por indugdo. A desigualdade a esquerda é
verdadeira para n = 2, desde que

P(A1) + P(AQ) — P(A1 N Ag) = P(Al U AQ)

3 3
Paran=3 P (U Ak> = ZP(Ak:) - ZZP(Ai NA;)+ P(A1N AN A3z), e o resultado
k=1

k=1 1<j
em (2.9) é valido. Assumindo que (2.9) é valido para 3 < m < n — 1, mostraremos que



2.2. DEFINICAO AXIOMATICA DE PROBABILIDADE 99

também sera valido para m + 1.

m+1 m

P ( O Ai) = (U Ai) UAmi1
i=1 1=1

= P (U AZ-> +P(Apyr) — P

i=1

mil ZZP (A; N Aj) P(G(A mAm+1)>

=1 ’L<j

3

Y

m+1 m

> ) P(A) ZZPA NA;) =Y P(AiN Apia)
b1 bl -

= > P(A4) =)D P(ANA): .
i=1 i<j

Uma melhoria a desigualdade de Bonferroni pode ser encontrada em Worsley (1982).
Exemplo 2.23

Suponha que temos dez eventos Ay, tais que P(Ay) = 0.99, para cada k = 1,2,--- ,10.
Queremos estimar a probabilidade P ( ,1€0:1 Ak).

Observemos que o Teorema 2.21 relaciona somas de probabilidades com probabilidades
de unioes de eventos. Entao, devemos transformar o evento m}1€0:1Ak em unioes de eventos.
Para isso utilizamos a Lei de De Morgan, da qual obtemos que

P (Ml A) =1 - P (U2,47)

Segundo a desigualdade de Bonferroni,

10
P (2, 45) < ) P(Af) = 10 x 0.01 = 0.10,
k=1

disto concluimos que P (M2, Ay,) > 0.90.

Definicao 2.10

Seja % uma o-algebra de eventos do espago amostral ) e sejam Ay, As,--- eventos
aleatorios definidos em % . Definimos,

T}i_)r{.losupAn = ﬁ G Ayg,

n=1k=n
SIS

lim inf 4, = UﬂAk-

n=1k=n
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Nesta definicao podemos observar que que o evento lim,,_., sup A, significa a ocorréncia
de um ndmero infinto dos A,,. Para justificar isto consideremos seja

o
w € lim sup A, w € U A, Vn-
n—0o0 em

A funcao de probabilidade é uma funcao continua, num sentido particular, a funcao de
probabilidade é uma funcao de conjuntos continua. Isso é demonstrado no teorema a seguir.

Teorema 2.22

Seja (2, #, P) um espaco de probabilidade e Ay, Ag, - - - eventos aleatérios definidos em

Z. Se lim sup A, = lim inf A,, dizemos que a sequéncia {A,}5°, tem limite. Se o
evento A € % ¢ o limite da sequéncia, isto é, se lim A, = A entao
n—oo

lim P(A,) = P(A)-

n—oo

Demonstragao: Exercicio. |

Na Secao 3.2 vamos apresentar mais propriedades matematicas da funcao de probabilidade
ao considerarmos derivadas e integrais.

2.3 Probabilidade condicional

Fixemos (€2, %, P) como o espago de probabilidade de interesse e nele consideremos A, B €
Z dois eventos, suponhamos também que P(B) > 0. Vimos alguns resultados na secao
anterior que trataram de como calcular a probabilidade da uniao de dois conjuntos, A U B.
Estamos agora interessados em calcular probabilidade da intersegao de dois conjuntos, AN B.
Esta probabilidade é referida como a probabilidade conjunta dos conjuntos A e B, P(ANB).
Nesta secao, vamos perguntar e responder a seguinte pergunta. Se percebemos a ocorréncia
de um evento B: como devemos mudar as probabilidades dos eventos restantes? Chamaremos
a nova probabilidade de um evento A a probabilidade condicional de A dado B.

Queremos estudar entao as mudancas na probabilidade de ocorréncia do evento quando
se conhece que um outro evento ocorreu. Nestes casos, deve-se redefinir o espago amostral
considerando apenas os elementos de B como resultados possiveis.

Exemplo 2.24

Por exemplo, considere o experimento de ”jogar um dado”e nos perguntar sobre a pro-
babilidade de obter um seis, sabendo que a cara escolhida mostra um nimero par. Neste
caso, a probabilidade nao é 1/6, uma vez que temos a certeza de que o resultado estd
no conjunto {2,4,6}. Cada um destes trés resultados tém igual probabilidade, entao a
probabilidade de obtermos um seis sabendo que o resultado é par sera 1/3.
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Vamos tentar determinar qual deve ser a probabilidade de um evento A condicionado ao
conhecimento de que o evento B ocorreu, usando a interpretacao heuristica de probabilidade
como limite da frequéncia com que um evento ocorre. Para isso, suponha que fizemos n
réplicas independentes da experiéncia. Denotamos como ng o niimero de vezes que o evento
B ocorre e por nanp 0 numero de vezes nas quais ocorreu o resultado AN B.

Heuristicamente a probabilidade condicional de A dado B é o limite da frequéncia de
ocorréncia de A nos experimentos onde ocorre B, ou seja, o limite de nanp/np. Logo, a
probabilidade de que ocorra A condicionado a B é dada por

NAnB lim NAnB
lim = lim n = n = .
n—oo Np n—oco B lim -8 P<B)
n n—oco M

Isto justifica a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.11

Seja (2, F#, P) um espago de probabilidade e A, B € % tal que P(B) > 0. Definimos a
probabilidade condicional de A dado B, a qual escreveremos como P(A|B), como

P(ANB)

P(AIB) = ~ 5

VAe & (2.10)

Foi definido um novo conceito de probabilidade mas, surge a pergunta P(-|B), para cada
B fixo é uma funcao de probabilidade? nos referimos a definicao axiomatica de probabilidade.
Isto é demonstrado no teorema a seguir.

Teorema 2.23

Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. Dado um evento B € F tal que P(B) > 0
fixo definamos a fun¢ao P : Q@ — [0, 1] como

P(A) = P(A|B),

para todo A € #. Entao (Q, F, ]3) é um espaco de probabilidade.

Demonstracao: Observemos que o numerador de P(A|B) é um numero real nao negativo
para qualquer A € .%. Entao P(-|B) serd sempre positivo ou zero.

(i)
P(Q) = P(QIB) = P(]?(;)B) _ nggi .
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(i) Sejam Ai, Ag,--- € Z eventos disjuntos em pares, ou seja, eventos tais que A;NA; =0,
quaisquer sejam ¢ # j. Entao

(00 - Q) L)

P(B)

k=1 k=1 u

O que fizemos foi reduzir o espago de probabilidade inicial ao considerar realizado o evento
Com isso 0 novo espaco amostral consiste do evento B e da o-algebra .# = FN B, a qual

sabemos consiste dos subconjuntos AN B, A € .F pertencentes a B. Neste espago definimos
a funcao P multiplicando a probabilidade de cada evento por P(B)~!. Na verdade (92, .Z#, P)
¢ um espaco de probabilidade.

Exemplo 2.25

Imagine que trés candidatos A, B e C estao concorrendo para o Senado. Decidimos que
A e B tém a mesma chance de ganhar e que a chance de C' ganhar é de apenas metade da
chance de A ganhar. Entendemos entao que as probabilidades de ganhar sao P(A) = 2/5,
P(B)=2/5e P(C)=1/5.

Suponha-se que antes da realizacao da eleicao o candidato A cai fora da corrida.
Seria natural atribuir novas probabilidades aos eventos B e C, que sejam proporcio-
nais as probabilidades originais. Assim, teriamos P(B|A nao é mais candidato) = 2/3 e
P(C|A nao é mais candidato) = 1/3.

E importante notar que a qualquer momento podemos atribuir probabilidades a eventos da

vida real, a probabilidade resultante sera titil somente se levarmos em conta toda a informagao
relevante. Neste exemplo, poderiamos ter o conhecimento de que a maioria dos eleitores
irao votar a favor de C' dado que A nao estd mais na corrida. Isto tornara claramente a
probabilidade condicional de C' ganhar maior do que o valor de 1/3 atribuido anteriormente.

Teorema 2.24

Seja C1,Csy, -+ ,C,, € % uma particao de ). Entao

P(A|B) = zn:P(Aka|B)- (2.11)
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Demonstracao: Observemos que Uy (AN Cy) = A e que AN C}, sao eventos disjuntos em
pares, temos entao que

P(A|B) = (O (ANCY) |B> ZP ANCyL B),

k=1

como queriamos demonstrar. |

Exemplo 2.26

Uma senhora da alta sociedade da uma festa em sua mansao. Ao término da festa, ela
descobre que sua colecao de joias foi roubada. Apds as investigagoes, a policia tem certeza
de que o ladrao foi precisamente uma das 76 pessoas presentes a festa (entre convidados
e garcons). Ademais, os investigadores encontram na cena do crime o perfil de DNA do
ladrao, e sabe-se que este perfil de DNA ocorre em 2% de toda populagao.

Dado que o DNA do Sr. Joao, o primeiro suspeito cujo DNA é analisado, combina
com o perfil achado na cena do crime, qual é a probabilidade de que ele tenha roubado
as joias?

Queremos calcular

P(Sr. Joao tenha roubado as joias | perfil de DNA do ladrao),
e para isso sabemos que
P(Sr. Joao tenha roubado as joias e tenha perfil de DNA do ladrao) = 1/76

e que P(perfil de DNA do ladrao) = 0,02.
Utilizando a definicao de probabilidade condicional obtemos que a probabilidade de
que Sr. Joao tenha roubado as joias é de 66%, aproximadamente.

Consideremos A e B dois eventos tais que P(A) > 0 e P(B) > 0. Segue da expressao em
(2.10) que
P(ANB)=P(A)P(A|B)

a qual pode ser escrita também como
P(ANB)= P(A)P(BJ|A)-

Estas relagoes podem ser generalizadas para qualquer nimero finito de eventos. Para vermos
isso, consideremos os eventos Ay, A, -+, A, € ¥, n > 2, tais que P (N;_;Ax) > 0.
Dado que

A D (AiNA) D(ATNAyNA) D D (NEZ7AR) D (NP2 Ak)
da qual percebemos que
P(Ay) >0, P(A;NAy) >0,---, P(NPZ7Ax) > 0

Segue entao que
P (An| NP5t Ay,
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estd bem definida para m =2,3,--- ,n.

Na teoria da probabilidade, a lei ou formula da probabilidade total é uma regra fun-
damental que relaciona probabilidades marginais a probabilidades condicionais. Expressa a
probabilidade total de um resultado que pode ser realizado através de varios eventos distintos,
dai o nome.

Teorema 2.25 (Teorema da probabilidade Total)

Seja (2, #,P) um espago de probabilidade e Ay, Ay, -+ uma particao de €, tal que
P(Ax) > 0, Vk. Entao

= P(A)P(B|A), VB € F- (2.12)
k=1
Demonstracao: Observemos que B = U (BN Ag) eque BNAj, BN Ag,--- é uma particao
k=1
de Q. Entao - -
:ZPBmAk :ZP P(B|A;)- -
k=1 k=1

A declaracao matematica acima pode ser interpretada da seguinte maneira: dado um
evento B, com probabilidades condicionais conhecidas, dado qualquer um dos eventos Ay,
cada um com uma probabilidade conhecida, qual é a probabilidade total de que B acontega?
A resposta a esta pergunta é dada por P(B).

Exemplo 2.27

Um experimento consiste em selecionar uma bola de trés urnas segundo o seguinte proce-
dimento: a urna 1 contém um bola branca e duas bolas pretas, a urna 2 contém uma bola
preta e duas bolas brancos e a urna 3 contém trés bolas pretas e trés bolas brancas. Um
dado é lancado. Se a face superior mostra os numeros 1, 2 ou 3 a urna 1 é selecionado;
caso mostra 4 a urna 2 é selecionado e se 5 ou 6 sao mostrados, a urna 3 é a selecionada.
Uma bola €, entao, aleatoriamente escolhida a partir da urna selecionada. Seja A o evento
que a bola escolhida seja branca e queremos encontrar P(A).

Sejam U, V e W eventos que designam a urna selecionada ter sido 1, 2 ou 3, respec-
tivamente. Entao A= (ANU)U(ANV)U(ANW) e sabemos que

P(ANU) = P(U)P(A|U) = % x

1 1 2
-, P(ANV)=P(V)P(AlV)==x =
3 6 3

2 1
P(ANW)=P(W)P(AIW) = 5 %5
Segue, da expressao em (2.12), que

P(A)=PU)PAIU)+ P(V)P(A|V)+ P(W)P(A|W) = —
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Teorema 2.26 (Teorema da Multiplicag¢do)

Seja (2, Z#, P) um espago de probabilidade e Ay,--- | A, € F tais que P(N}_;Ax) > 0.
Entao

Demonstracao: Exercicio. |

Em algumas situagoes estamos interessados em consideramos probabilidades condicionais
da seguinte forma: Dado o resultado da segunda fase de uma experiéncia de dois estagios,
encontrar a probabilidade de um resultado na primeira etapa. Para so calculos destas pro-
babilidades utilizamos o teorema a seguir o qual é uma simples consequéncia da regra da
probabilidade total e é conhecido como teorema de Bayes®.

Teorema 2.27 (Teorema da Bayes)

Seja (2, #, P) um espago de probabilidade e Ay,--- , A, € F uma particao de ) tal
que P(Ay) > 0, Yk. Seja também B € % com P(B) > 0. Suponhamos conhecidas a
priori as probabilidades P(B|Ay) e P(Ay) para todo k. Entao

P(AR) P(B|A)

n Y

> P(A)P(B|A)

P(A|B) =

(2.14)

parak=1,--- n.

Demonstracao : Utilizaremos o Teorema da Probabilidade Total. Observando que {Ay}}_,
é uma particao, aplicando a definicao de probabilidade condicional e aplicando o Teorema
2.26 obtemos P(A B P(ANP(BIA

N

o) zn:P(Ak)P(B!Ak)
k=1

Suponhamos que H;, Hy, - -+ s@o todas as causas que conduzem para o resultado de uma
experiéncia aleatéria. Temos em H; o conjunto de resultados correspondentes a j-ésima causa.
Assume-se que as probabilidades P(H;), j = 1,2,---, chamadas de probabilidades a priori,
podem ser conhecidas. Agora suponha que o resultado do experimento seja o evento B, de

8Thomas Bayes (1701 - 1761) foi um estatistico inglés, filésofo e ministro presbiteriano que é conhecido
por formular um caso especifico do teorema que leva seu nome: o teorema de Bayes.
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probabilidade positiva. Essa informagao leva a uma reavaliacao das probabilidades anteriores.
As probabilidades condicionais P(H;|B) sao chamadas de probabilidades a posteriori. A
expressao em (2.14) pode ser interpretada como uma regra que dé a probabilidade de que o
evento B observado deve-se a ocorréncia de H;.

Exemplo 2.28 (Continua¢do do Exemplo 2.27)

Se no Exemplo 2.27 quisermos calcular a probabilidade de que seja a urna 2 a selecio-

nada se a bola escolhida foi a branca, estamos interessados em calcular a probabilidade

condicional P(V|A). Segundo o Teorema de Bayes (Teorema 2.27), temos que
P(V)P(A|V) 1

PVID = Py = PONPAWV) + POVIPATW) ~ 1

Claro, podemos questionarmos a probabilidade de que seja qualquer urna dado que a bola
selecionada foi branca. Assim,

PU]A) = POV]A) = ©-

O Teorema de Bayes é base para o conceito de Teoria Bayesiana, muito utilizada em mo-
dernas aplicacoes estatisticas. Vejamos agora um outro exemplo, neste percebe-se a utilidade
do Teorema de Bayes em situacoes reais.

Exemplo 2.29

Suponha que a incidéncia de uma determinada doenca em uma populacao seja de 0.001.
Um teste de diagnostico para essa doenca existe, mas tem uma taxa de falso positivo de
0.03 e uma taxa de falso negativo de 0.01; isto é, 3% dos testes em pessoas nao doentes
indicarao a presenca da doenca, enquanto 1% dos testes em pessoas com a doenca nao
indicarao a presenca da doencga. Se uma pessoa sorteada aleatoriamente da populacao for
positiva, qual é a probabilidade de essa pessoa ter a doenca?

Definamos o evento D para indicar a presenca da doenca e A para indicar um teste
positivo para a doenca. Entao

P(D) = 0,001, P(A|D°) =0,03 e P(A°|D) =0,01-
Pelo Teorema de Bayes, temos que
P(D)P(A|D)
P(D)P(A|D) + P(D¢)P(A|D¢)
0.001 x 0.99

g = . 1 N
0.001 x 0.99 + 0.999 x 0.03 00319

P(D]A)

Este exemplo ilustra o perigo potencial de testes obrigatorios em uma populagao onde a
taxa de falsos positivos excede a incidéncia da doenca; esse perigo pode ser particular-
mente agudo em situagoes em que um teste positivo carrega um estigma social significa-
tivo.
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2.3.1 Independéncia de eventos
Se (Q, #, P) é um espago de probabilidades e A, B € %, com P(B) > 0, temos
P(ANB) = P(B)P(A|B) (2.15)

pelo teorema da multiplicacao (Teorema 2.26). Em diversas situagoes a informacao fornecida
pela evento B nao afeta a probabilidade do evento A, isto é, P(A|B) = P(A).

Na pratica, geralmente tem-se o sentimento correto de que certos eventos devem ser
estocasticamente independente ou entao o modelo probabilistico seria um absurdo. Como
os exemplos seguintes mostram, no entanto, existem situagoes em que a independéncia es-
tocastica pode ser descoberta apenas por célculo.

A independéncia de eventos é um conceito especialmente importante e especifico da teoria
das probabilidades.

Definicao 2.12

Sejam A, B dois eventos do espago de probabilidades (2, %, P). Os eventos A e B sao
ditos independentes se, e somente se,

P(AN B) = P(A)P(B): (2.16)

Note que nao fizemos qualquer restrigao em P(A) ou P(B). Assim, a probabilidade
condicional nao estd definida quando P(A) ou P(B) sdo zero, mas a independéncia esté.
Claramente, se P(A) = 0, entdao A ¢é independente de todos os eventos F € Z tais que
P(E) > 0. Além disso, qualquer evento A € .# com P(A) > 0 é independente de ) e €.

Observe que esta definicao permite-nos encontrar diretamente a probabilidade da in-
tersecao de dois eventos como produto das probabilidades respetivas. Significa que, sempre
que acontega a relagao em (2.16) os eventos se dirdo independentes.

Exemplo 2.30

Uma carta é escolhida aleatoriamente de um baralho de 52 cartas. Seja A o evento que a
carta seja um as e B o evento que a carta seja do naipe Espadas. Entao

pay =~ L ppB_1
22 13 52 4

¢ 1
P(AN B) = P({As de Espadas}) = 0

de modo que A e B sao independentes.

Teorema 2.28

O evento A é independente de si mesmo se, e somente se, P(A) =0 ou P(A) = 1.
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Demonstragao: Primeiro seja A independente de si mesmo, entao, observemos que P(A) =
P(AN A) = P(A)P(A) = P(A)? somente se P(A) = 0 ou P(A) = 1. Por outro lado se
P(A) =0o0u P(A) =1 temos que P(ANA) = P(A) = P(A)P(A). [ |

Podemos observar que eventos com probabilidade zero ou um sao independentes de qual-
quer outro. Se P(A) = 0, entdo P(AN B) = 0 sendo assim A e B independentes, qualquer
seja o evento B. Se P(A) = 1, entao

P(ANB) = P(B) — P(A°N B),
e, dado que A°N B C A€, implica que
P(A°N B) < P(A°) = 0-
temos entdao que P(A°N B) =0 e que
P(ANB)= P(B) = P(A)P(B),

logo A e B sao independentes, qualquer seja B.

Teorema 2.29

Sejam A e B dois eventos independentes, entao

P(A|B)=P(A) se P(B)>0,

P(B|A)=P(B) se P(A) >0

Demonstracao: Segue da observacao em (2.15). |

Exemplo 2.31

Suponha temos uma moeda que, quando arremessada, aparece cara com probabilidades
p e aparece coroa com probabilidade q. Suponha agora que esta moeda seja lan¢ada duas
vezes. Usando a interpretacao frequentista de probabilidade é razoavel atribuir ao resul-
tado (Cara, Cara) a probabilidade p*, para o resultado (Cara,Coroa) a probabilidade pq
e assim por diante. Seja E o evento de obter cara no primeiro lance e F' o evento de que
aparece coroa no segundo lance. Vamos agora verificar que com as probabilidades acima
estes dois eventos sao independentes, como esperado. Temos

P(EY=p*+pg=p e PF)=pi+q¢=q

Finalmente P(E N F) = pq, logo P(ENF) = P(E)P(F).
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Exemplo 2.32

Muitas vezes é intuitivamente claro quando dois eventos sao independentes, mas nem
sempre, que nem nesta situacao. No Exemplo 2.31, seja A o evento “o primeiro lance é
uma cara” e B o evento “os dois resultados sao os mesmos”. Entao

_ P(AnB) _ P({Cara, Cara})
PBIA) = =pa) = P({Cara, Cara}, {Cara, Coroa})
Y4 _1_ by
/2 2

Portanto, A e B sao independentes, mas o resultado nao foi tao ébvio.

Teorema 2.30

Se os eventos A e B sao independentes, entao os eventos A e B¢, A° e B e A° e B¢ também
sao independentes.

Demonstracio :
P(A°NB) = P[B\ (AN B)]
= P(B)-P(ANB), devidoa B2 (AN B)
— P(B)[L- P(4)] = P(4°)P(B).

Similarmente nas outras situagoes. |

Gostariamos de salientar que a independéncia de eventos nao deve ser confundido com
eventos disjuntos ou eventos mutuamente exclusivos. Dois eventos, cada um com probabi-
lidade nao nula, mutuamente exclusivos, serao dependentes desde que a ocorréncia de um
interfira na ocorréncia do outro. Da mesma forma, se A e B sao independentes e P(A) > 0,
P(B) > 0, entdao A e B nao podem ser mutuamente exclusivos.

Exemplo 2.33

Considere familias com dois filhos e assuma que todas as quatro distribuicoes possiveis
do sexo dos filhos MM, MF, FM, FF, onde M representa menino e F' para a menina,
sejam igualmente provaveis. Seja E o caso de que uma familia escolhida aleatoriamente
tenha no maximo uma menina e F' o caso em que a familia tenha criancas de ambos os
sexos. Entao

PE)=" P(F):% e P(EﬁF):%,

de modo que E e F nao sao independentes.

Por outro lado, consideremos familias com trés filhos. Assumindo que cada um dos

4 6
oito possiveis resultados sejam igualmente provaveis, temos que P(F) = 3 P(F) = g ©

3
P(ENF)= 3’ de modo que E e F sao independentes.
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Uma extensao 6bvia do conceito de independéncia entre dois eventos A e B a uma determi-

nada colegao U de eventos é exigir que todos os eventos distintos em U sejam independentes.

Definicao 2.13

Seja U uma colagao se eventos de % . Dizemos que os eventos em U sao independentes
a pares se, e somente se, para todo parde eventos distintos A, B € U,

P(AN B) = P(A)P(B)- (2.17)

Exemplo 2.34

Considere as seis permutagoes das letras a, b, ¢, bem como as trés triplas (a, a,a), (b,b,b)
e (¢, c,c). Tomemos estas nove triplas como os pontos de um espago amostral e atribuimos
probabilidade 1/9 a cada um. Denote por Ay o evento que o k-ésimo lugar seja ocupado
pela letra a. Obviamente cada um destes trés eventos tem probabilidade 1/3, enquanto

P(A4s) = P(AAs) = P(Asds) = o

Os trés eventos sao, portanto, independentes a pares, mas os trés nao sao independentes

porque também P(A;AyA3) = %. A ocorréncia de Ay e Ay implica a ocorréncia de Az e

assim As nao é independente de A;As.

Um conceito muito mais forte e mais 1til é a independéncia mutua ou completa.

Definicao 2.14

A familia de eventos U é dita ser mutualmente ou completamente independente se, e

somente se, para toda colecao finita {A;,, Ay, -+, A; } de elementos de U, se satisfaz a
relacao
k
P(A;, NA, NN A,) :HP(Aij)‘ (2.18)
j=1

No que se segue, vamos omitir o adjetivo mituo ou completo e falar de eventos indepen-

dentes. E claro que a partir da Definicao 2.14, a fim de verificar a independéncia de n eventos
Ay, Ay, -+, A, é preciso verificar as seguintes 2" — n — 1 relacoes.

L7 #k,

P(AiNA; 0V A) = P(A)P(A;) P(Ag), k=12 .n

P(AiNAN---NA,) : P(A1)P(Az) -+ P(A,):-
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O primeiro desses requisitos ¢ a independéncia em pares. Portanto independéncia implica
independéncia de pares, mas nao vice-versa.

Exemplo 2.35

Tome quatro bolas idénticas. Na primeira, escreva o simbolo A1A>Asz e em cada uma das
outras trés escreva Ay, Ao, As, respectivamente. Coloque as quatro bolas em uma urna
e escolha uma aleatoriamente. Seja E; o evento de que o simbolo A; apareca na bola
escolhida. Entao

P(Ey) = P(By) = P(B;) = .

1
P(ElmE2>:P(EgﬂEg)—P(ElﬂE-g)):Z—l

e
1
P(ElmEng3> - Z
Segue que, embora os eventos Ey, E5, E3 nao sao independentes, eles sao independentes
a pares.

Vimos que independéncia a pares nao implica independéncia coletiva. Vejamos agora uma
situacao diferentes.

Exemplo 2.36
Neste exemplo P(Ey, N Ey N E3) = P(Ey)P(E2)P(E3), no entanto os eventos Fy, FEy, Ej

nao sao independentes a pares e, portanto, nao sao independentes. Seja 2 = {1,2,3,4} e
seja p; a probabilidade atribuida ao evento {i}, i =1,2,3,4. Se

V21 1 3 V2 1
M= Ty e mEgTg Mg
’ E, ={1,3}, E;=1{2,3}, E3=1{34},
temos que
P(EyNEyNE;3) = P({3}) = 2—\/75 = % (1—?) (1—?)
= (p1 +p2)(p2 +p3)(p3 + pa)
= P(Ey)P(E2)P(E3)
Mas,
P(E,NE,) = 2 - \/75 # P(E1)P(E>)

do qual segue que F,, 5, F3 nao sao independentes.

O seguinte resultado tem o nome de Borel e Francesco Paolo Cantelli’, que deram de-
claragoes ao lema nas primeiras décadas do século XX. Este resultado, conhecido como lema

9Francesco Paolo Cantelli (1875 - 1966) foi um matemético italiano.
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de Borel-Cantelli afirma que, sob certas condi¢oes, um evento terd probabilidade de zero ou
um.

Teorema 2.31 (Lema e Borel-Cantelli)
Sejam Ay, Ay, - -+ eventos no espaco de probabilidade (2, %, P) e seja A = lim sup A,.

n—oo

(a) Se i P(A,) < oo, entao P(A) = 0.

(b) Se os A, sao independentes e Z P(A,) = oo, entao P(A) = 1.

n=1

o0 o0
Demonstracao: (a) Para cada n natural, temos que P(A) < P (U Ak> < ZP(Ak)-
k=n

k=
oo " oo

Dado que a série Z P(A,,) é convergente, entao a séria dos restos Z P(Ay) tende a
n=1 k=n

zero quando n — oco. Assim

lim P(4) < lim kZP(Ak) =0
Isto implica que P(A) = 0.

(b) Nesta situagao ¢ suficiente demonstrar que para todo nimero natural n se satisfaz que
P (U2, Ax) = 1, j& que a intersecao enumerdvel de eventos com probabilidade 1 tem
probabilidade 1. Para cada m > n

=TI - PAn)] < exp (— > P<Ak>> '
k=n k=n

Para obter a iltima expressao utilizou-se a desigualdade 1 — z < exp(—z), valida para
qualquer nimero real z. Dado que Y 2 | P(A,) = oo o lado direito tende a zero quando
m tende ao infinito. Portanto, P(U2, Ax) = 1, qualquer seja n. Entao P(A) = 1. [ |

Observemos que o item (b) pode nao ser vélido caso os eventos Aj, Ay, -+ sdo forem
independentes. Por exemplo, se A, = A, para qualquer n com 0 < P(A) < 1, temos que

Z P(A,,) = oo. Por outro lado, o evento lim sup A,, = A mas P(A) < 1.
n=1

n—o0

No seguinte exemplo vamos utilizar a chamada funcao zeta de Riemann'®. A funcio zeta
de Riemann ou func¢ao zeta de Euler-Riemann, ¢ é uma fun¢ao de uma variavel complexa s

0Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). Foi um matemético alemao, com contribuigoes funda-
mentais para a andlise e a geometria diferencial.
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continua e definida como a soma da série

)=

ns
n=1

Esta série converge quando a parte real de s é maior que 1. Um valor especifico desta funcao
que serd interessante para nés é quando ((2) = 72/6.

Exemplo 2.37

Por exemplo, suponhamos que {A,},>1 seja uma sequéncia de eventos tais que

A probabilidade de que A,, ocorra infinitamente para n grande é equivalente a probabili-
dade da intersecao de infinitos eventos da sequéncia, isto é, equivalente a probabilidade
da ocorréncia do evento () -, A, para n suficientemente grande. A interse¢ao de tais
infinitos eventos é um conjunto de resultados comuns a todos eles.

Entretanto, a soma P(A,) é uma série convergente, de fato, é uma fungao zeta de
Riemann que tende a 72 /6 e, entao, o Lema de Borel-Cantelli (Teorema 2.31) estabelece
que o conjunto de resultados que sao comuns a tais infinitamente muitos eventos ocorrem
com probabilidade zero. Por isso, a probabilidade de A, ocorrendo infinitamente é 0.
Quase certamente, isto é, com probabilidade 1 P(A,) é nao nula para muitos n finitos.

2.3.2 Permutabilidade de eventos

A nocao de permutabilidade foi introduzida por De Finetti'’! em 1930 e recuperada por
Savage'? em 1950. Grosso modo, o termo permutabilidade significa que é trocavel: diz-se de
dois eventos que podem ser alterados sem afetar os resultados. Aqui, dizemos que dois eventos
podem ser alterados se a ordem em que eles acontecem ¢ irrelevante para as probabilidades.
A decisao de aceitar eventos como permutaveis é uma espécie de confissao do observador que
ele nao consegue distinguir entre eles.

Diz-se que dois eventos A e B sao permutéveis se P(A°N B) = P(AN B°), o que significa
que ha indiferenca em relagao a ordem, porque ambas as interse¢oes descrevem a ocorréncia
de exatamente um dos dois eventos, na primeira ou na segunda instancia.

Exemplo 2.38

Imagine que se observa o arremesso de uma moeda 10 vezes, dos quais em 9 deles observou-
se cara. A idéia de permutabilidade permitira uma interpretacao objetivista deste resul-
tado. A principal premissa que vamos fazer é que nés nao nos importamos quando ocorrem
os resultados cara ou coroa, mas apenas quantos deles temos observado.

Intuitivamente, isso significa que em n arremessos da mesma moeda, cada sequéncia
particular de caras e coroas com m caras e n — m coroas tem a mesma probabilidade de
ocorrer. A ordem é irrelevante.

HBruno de Finetti (1906-1985), foi um matemético italiano, notdvel por seus estudos sobre probabilidade.
12Leonard Jimmie Savage (1917-1971) foi um matemaético estadunidense.
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Definicao 2.15

Suponha que A = {A; : i € I} é um conjunto de eventos de um experimento aleatorio
onde T é um conjunto de indices enumeraveis. A colecao A é dita ser permutavel se a
probabilidade da intersecao de um niumero finito dos eventos depende apenas do nimero
de eventos. Isto é, a colecao A é permutavel se dados J e K, subconjuntos finitos de T
tais que #J = #IC, temos que

P(ﬂ Aj> :P(ﬂ Ak>- (2.19)

JjET ke

A permutabilidade de n eventos significa que a ocorréncia de qualquer intersecao de k
de tais eventos tem a mesma probabilidade, ou seja, essa probabilidade nao depende de sua
posicao, mas exclusivamente em k. E uma propriedade de simetria. Uma sequéncia infinita
de variaveis aleatérias é infinitamente permutavel se toda colegao finita de suas variaveis é
permutavel.

Teorema 2.32

Seja A uma sequéncia permutavel. Entao se B C A, B é permutavel. Inversamente, se
cada B C A finito é permutével, entao A é permutavel.

Demonstragao : Exercicio. |

Para uma colecao de eventos passiveis de troca, o principio de inclusao-exclusao para a
probabilidade de uma uniao é muito mais simples do que a versao geral.

Teorema 2.33

Suponhamos que {A;, Ay, - -+, A, } seja uma cole¢ao de eventos permutaveis. Para J C
{1,2,--- ,n} com #J = k. Entao

P (Lnjl Az) - zn:(—n’f—l (Z)P (ﬂ Aj> : (2.20)

k=1 JET

Demonstragao: Aplicar o Teorema de Inclusao-Exclusao (Teorema 2.19). |

Observemos que se os eventos A e B forem independentes, entao sao permutaveis. Isto
deve-se a que
P(ANnB)=P(A)P(B)=P(BNA),
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do qual podemos afirmar que se Ay, As, - -+ for uma colecao de eventos independentes, entao
Ay, Ay, - -+ € uma colegao de eventos permutaveis. O contrario nao é verdade em geral, como
veremos no seguinte exemplo que deve & Pdélyals.

Exemplo 2.39 (Urna de Pdlya)
Uma situacao ilustrativa de eventos permutaveis porém nao independentes é o seguinte,

conhecido como modelo urna de Pélya. Imagine que dada uma urna com Ny bolas pretas
e Ny bolas brancas. O algoritmo seguinte é executado diversas vezes:

1- Retire uma bola aleatoriamente da urna e observe sua cor,

2- Se a bola é preta definimos o evento A; = bola branca e A; = bola negra caso
contrario,

3- Acrescente i = i + 1. Coloque n bolas da mesma cor na urna. Ir ao passo 1.

Se n = 1, entao a sequéncia Ay, As,--- é de eventos independentes e a amostragem
é com reposi¢ao, quando n = () esta é uma amostragem sem reposicao. Para ver que os
eventos sao permutaveis porém nao independentes observe o seguinte:

P(A; = bola branca, As = bola branca, A3 = bola negra, Ay = bola branca) =
NO NO +n Nl No + 2n

= X >< >< )
N0+N1 N0+N1+n N0+N1—|—2n N0+N1+37’L

também

P(A; = bola branca, As = bola branca, A3 = bola negra, Ay = bola branca) =
NO N1 No +n No + 2n

= X >< >< ?
N0+N1 N0+N1+’I”L N0+N1+27’L N0+N1+37”L

as quais sao, evidentemente, iguais. No entanto,

P(A; = bola branca, As = bola branca) # P(A; = bola branca) P(Ay = bola branca),

No

ja que P(A; = bola branca) = NN ©
0 1

P(Ay = bola branca) =
= P(A; = bola branca) P(Ay = bola branca|A; = bola branca)+
P(A; = bola negra) P(Ay = bola branca|A; = bola negra)
Ny y No+n n Ny y No _
No+Ni No+Ni+n No+N; No+Ni+n

13George Polya (1887-1985) foi um eminente mateméatico hiingaro.
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2.4 Exercicios

Exercicios da Secao 2.1

1.
2.

10.
11.
12.

13.
14.

15.

16.

17.

Sejam A={x eR: 0<z<1l}eB={xe€R:1/2 <z <2} Encontrar A\ B.
Sejam A, B,C' e D subconjuntos de €. Provar que:

(a) ANBCACAUB,

(b) SeACCeBCDentaio ANBCCNDeAUBCCUD,

(¢c) ACC e BCC se, esomente se, AUB C C.

Seja % uma éalgebra de eventos. Prove que % é fechada para diferengas de eventos, ou seja, se
A,Be F, entdo A\ Be #,onde A\ B= AN B°.

Prove que no Exemplo 2.3 as classes de subconjuntos definidas sao algebras.

Seja 2 um conjunto nao vazio.

(a) Prove que se A e B sdo o-dlgebras de subconjuntos de 2, entdo AN B é também o-édlgebra de
subconjuntos de Q.

(b) Seja C uma classe de subconjuntos de Q. Mostre que existe pelo menos uma o-dlgebra que
contém C.

Provar que se A\ B = A entdao AN B = .
Provar que A\ B = () se, e somente se, A C B.
Seja £ um conjunto que contém A U B. Prove que:
(a) AN(E\A) =0,
(b) A C B se, e somente se, E\ BC E\ A.

Seja Q = {a,b,c,d,e, f} e C ={{b,e},{f}}. Qual é a dlgebra gerada por C? e qual a o-4lgebra gerada
por C?

Suponha que A,, sdo dlgebras satisfazendo A, C A, 1. Mostre que U;:o:l A, é algebra.
Prove que no Exemplo 2.4 %, é dlgebra mas nao é o-dlgebra.

Seja A uma o-algebra de subconjuntos de 2 e seja B € A. Prove que
F={ANB: Aec A},

é o-algebra de subconjuntos de B.
Demonstrar o Teorema 2.3

Sejam A, B C Q, tais que A C B. Prove que a classe # = {0, A, B, A°, B, B\ A, (B\ A)¢,Q} é uma
algebra.

Sejam Q = {a,b,c,d}, A ={a,b} e B ={c,d}. Definamos a colecao C = {4, B}. Percebemos que C
nao é uma algebra. Encontre o(C).

Seja 2 um espago amostral nao vazio e M = {4 C Q: A ou A°} é enumerdvel. Prove que M é uma
o-algebra definida em (2.

Considere {.%;, i € T} uma familia de o-dlgebras definidas em 2. Prove que
F =%
i€T

é o-algebra de subconjuntos de 2. O conjunto de indices Z pode ser ndo enumeravel.
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18.

19.

20.
21.
22.

23.

24.
25.
26.
27.
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Considere .% uma o-dlgebra de eventos de Q. Prove que a colecao de eventos .#°¢ = {F°: FF € % ¢
uma o-algebra de eventos. Verifique se .# e #¢ coincidem.

Seja C um conjunto ndo enumeravel e .% o conjunto dos subconjuntos finitos de C. Descreva a o-dlgebra
gerada por Z.

Demonstre que o(c(C)) = o(C), onde C é uma colecdo de subconjuntos do espago amostral €.
Prove que ¢(C; UCq) = 0(c(C1) U (Cz)), onde C; e Cy sdo duas colegoes de subconjuntos de .

Considere { A;}™_ ; uma colecio de conjuntos e B, = U¥_| A;, k = 1,2,--- ,n. Mostre que o({B1, Ba, -
U({A17A27 e aAn})

aBn}) =

Suponhamos que { F1, Es, - - - } é uma colegao arbitrdria de subconjuntos abertos de R e que {Fy, Fy,--- }

é uma colecao arbitréria de subconjuntos fechados de R. Prove que

(a) Upey Ex é um conjunto aberto,
(

b) Np—; Ex ndo é necessariamente um conjunto aberto,
(¢) Ny, Fi é necessariamente um conjunto fechado,

(d) Upe, Fr nao é necessariamente um conjunto fechado.
Demonstrar o Teorema 2.8.
Demonstrar o Teorema 2.10.
Demonstrar o Teorema 2.12.

No Exemplo 2.13 provar que z ¢ Qv.

Exercicios da Secao 2.2

1.

Um experimento aleatério consiste no lancamento de dois dados equilibrados e como resultado obser-
vamos o nimero minimo obtido de suas faces. Construa um modelo probabilistico associado.

Seja (2, %, P) um espago de probabilidade. Considere uma sequéncia de eventos aleatérios {4, }52 4
em .%. Defina o evento B,,: “o primeiro evento a ocorrer da sequéncia {4, }>2, é A,,”.

a) Expresse B, em fungao dos A,. By, é um evento aleatério? Por qué?

b) Os eventos B,, sao disjuntos?

¢) Quem ¢ o evento |Jo-_; By,?
Os eventos A e B no espago de probabilidades (92, .7, P) séo tais que A C B. Qual é P(AU B)? Qual
¢ P(ANB)? Qual 6 P(A\ B).

Uma caixa contém 1.000 lampadas. A probabilidade de que exista pelo menos uma lampada defeituosa
na caixa é de 0,1 e a probabilidade de que existem, pelo menos, duas lampadas defeituosas é de 0,05.
Determine a probabilidade em cada um dos seguintes casos:

(a) A caixa nao contém lampadas defeituosas.
(b) A caixa contém exatamente uma lampada defeituosa.

(¢) A caixa contém no méximo uma lampada defeituosa.

Em um determinado subtrbio residencial, 60% de todas as casas assinam o jornal metropolitano
publicado em uma cidade préxima, 80% assinam o jornal local e 50% assinam ambos. Qual é a
probabilidade de que uma familia assina:

a) pelo menos um dos dois jornais?

b) exatamente um dos dois jornais?
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6.

10.
11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.
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¢) nenhum dos dois jornais?

A rota usada por um determinado motorista no deslocamento para o trabalho contém dois cruzamentos
com seméforos. As probabilidades de paragem no primeiro sinal e no segundo sinal sdo 0.4 e 0.5,
respectivamente. Além disso, a probabilidade de parar em pelo menos um dos dois sinais é de 0.6.
Qual é a probabilidade de que ele deve parar:

a) em ambos os sinais?
b) no primeiro sinal, mas niao no segundo?

¢) em exatamente um sinal?

Seja (2, #,P) um espago de probabilidades e A, B,C € #, tais que AN B C C. Provar que
P(C°) < P(A°) + P(B°).

Seja (Q, .#, P) um espaco de probabilidades e A, B € .# eventos tais P(4) = P(B) = 3 e P(A°NB°) =
1. Encontre P(AU B°).

Prove que P(AN B) — P(A)P(B) = P(A°)P(B) — P(A°N B).
Prove que P(AUBUC) = P(A) + P(A°NB)+ P(A°NB°NC).
Se P(E)=0.9 e P(F) = 0.8, mostre que P(ENF) > 0.7.
Demonstrar o Teorema 2.20.

Seja {A,}52 , uma sequéncia de eventos ndo decrescentes em % tais que convergem para o evento A,
isto é, A,, C A,,41 para qualquer valor de n e |J,—, A,, = A. Prove que

lim P(A,) = P(A)-

n—oo

Sejam {A,}52, e {By}52, duas sequéncias de eventos aleatdrios do mesmo espago de probabilidade

(Q, .7, P) tais que lim,,, o P(A,) =1 e lim,,_,o, P(B,,) = p. Prove que lim,_,oc P(ANB) = p.

Seja {A,}52 ; uma sequéncia de eventos aleatérios no espago de probabilidade (2, .%, P). Prove que:
(a) Se P(A,) =0 para todon=1,2,---, entdao P(U,—, 4,) =0,

(b) Se P(A,) =1 paratodon =1,2,---, entdo P((,_, A,) = 1.

Considere (2, #, P) um espago de probabilidade. Seja {P,}%2 ; uma sequéncia de fungoes de probabi-
lidades definidas em .7 e {a, }52; uma sequéncia de nimeros reais nao-negativos tal que >~ ; a, = 1.
Prove que

P(E)=> anP.(E), VE€Q
n=1

é também uma fungéo de probabilidade definida em .%.

Seja { A, },>1 uma sequéncia de conjuntos disjuntos 2 a 2 (4;NA; =0, i # j) e P uma probabilidade.
Demonstre que lim,,_, P(A4,) = 0.

Uma moeda com probabilidade p de cara em cada lancamento é lancada infinitas vezes, de maneira
independente. Definimos os eventos

Aj,: Ocorre pelo menos uma cara nos n primeiros lancamentos.

A: Ocorre pelo menos uma cara.
Prove que

a) {4,152, é uma sequéncia nao decrescente que converge para o evento A (4,, / A), isto é, prove
que A, C A, e U2 A, = A
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19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.
26.

b)
0 se p=0
P(A) =
1 se O0<p<l1
Prove que
a) (limy, o0 Sup Ap)¢ = lim,,_, oo inf A%,
b) (limy,— oo inf A,)¢ = lim,,_,~ sup AS,
¢) lim, oo sup AN B, = ANlim,,_,, sup By,
d) lim,,— 0 sup(4, U B,) = lim,, o sup 4,, U lim,, o sup By,
e) lim, oo sup(A, N By) C lim,_, o sup 4,, N lim,, o sup By,.
Seja 2 =R e % = B(R). Em cada um dos seguintes casos P define uma medida de probabilidade em
Q, 7)?
a) Para cada intervalo I, seja P(I) = 1 se I for um intervalo de comprimento finito e P(I) =0 se
I for um intervalo infinito.
b) Para cada intervalo I, seja P(I) =0se I C (—o0,1) e

1
P(I) = —d
1) = [ za
se I C [1,00). Observe que se I = I1 + Iz, onde I; C (—o0,1) e I3 C [1,00), entdo P(I) = P(I3).

Seja P uma medida de probabilidade. Verifique se as seguintes fungoes sao também medidas de
probabilidade:

a) 1—P,
b) (1+ P)/2,
) P2,

) |Pl.

Q. o

O espago amostral é Q = {1,2,--- ,n} e a o-dlgebra P(2). Nestas condigdes, verifique em cada caso
se a fungao P é uma probabilidade.

Para cada A € P(£?) defina:

a)

Desigualdade de Kounias'¢. Demonstre que

n n
P <U Ak> <min{ Y P(A;) — P(A; N A;)
i=1 i=1
]
Prove que no Exemplo 2.17 a fungao P é fungao de probabilidade.

Demonstre o Teorema 2.15.

Demonstre o Teorema 2.22

4Kounias, E.G. (1968). Bounds for the probability of a union, with applications. Ann. Math. Statist, 39,
pg. 2154-2158.
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Exercicios da Secao 2.3
1. Se P(B°) =1/4 e P(A|B) =1/2, quanto é P(AN B)?

2. Sejam A e B dois eventos tais que P(4) = p; > 0, P(B) = p2 > 0 e p; +p2 > 1. Mostre que
P(B|A) 21— (1=p2)/p1.

3. Dois digitos sao escolhidos aleatoriamente sem reposi¢do do conjunto de nimeros inteiros {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8}.
(i) Encontrar a probabilidade de que ambos os digitos sejam maiores do que 5.

(ii) Mostre que a probabilidade de que a soma dos digitos seja igual a 5 é a mesma que a probabilidade
de que sua soma exceda 13.

4. Provar o Teorema 2.26.

5. Um dado equilibrado é lancado trés vezes consecutivas y come resultado observamos que a soma dos
trés nimeros é 9. Encontre a probabilidade de que no primeiro langamentos tivemos obtido o nimero
5.

6. Seja C1,Cs, -+ ,C, uma particao de 2. Mostrar que

P(A|B) = ZPCk|B (A|C) N B).-

7. Seja (2, Z, P) um espago de probabilidade. Prove que

(i) Mostre que se A e B sdo eventos tais que P(A) < 1, P(B) > 0 e P(A|B) = 1, entdo P(B|A) =
1.

(ii) Prove que se E, F' e G sdo eventos tais que P(FNG) >0e P(FNG®) > 0, entdo

P(E|F) = P(E|F N G)P(G|F) + P(E|F N G¢)P(G°|F)-

8. Sejam A e B dois eventos do mesmo espago de probabilidade e ainda P(B) > 0. Prove que

A|B) =0 se A e B sao disjuntos.
A° | )=1- P(A|B).

A) P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B").

9. Assuma que E e F sao dois eventos com probabilidades positivas. Mostre que se P(E|F) = P(E)
entdo P(F|E) = P(F).

10. Prove que P(A|B) > 1— P(A°)/P(B), onde P(B) > 0.
11. Encontre P(A|B) se (i) ANB =1, (ii)) A C B e (iii) A D B.
12. Mostre que se P(A|B) > P(A) entao P(B|A) > P(B).

13. Prove que
P(ANBNC)=P(AIBNC)P(B|A)P(C)-

14. Prove que os eventos A e B sao independentes se
P(A|B) = P(A|B®)-
15. Sejam A e B dois eventos tais que P(B) > 0. Mostre que

P(A°|B) =1 — P(A|B)-
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16.

17.

18.
19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.
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Uma urna contém trés moedas com cara de cada lado, quatro moedas com uma coroa de cada lado e
duas moedas honestas. Se uma dessas nove moedas ¢é selecionada aleatoriamente e joga-se uma vez,
qual é a probabilidade de que a cara seja a figura obtida?

Seja P uma medida de probabilidade e sejam P;(-) = P(:|B) e Py(-) = Pi(:|C), onde P(B) > 0 e
P(C) > 0. Prove que, qualquer seja o evento A

Py(A) = P(AIBNC):-
Mostre que, se P(A|B) = 1, entdao P(B°|A°) = 1.

Provar o Teorema 2.32.

Sejam Ap, As., -+, A, eventos independentes. Prove que

DEE
i=1 =1

Suponhamos que os eventos A e B sejam independentes. Demonstre que o(A) e o(B) também sao
eventos independentes.

=

[1 = P(A:)]-

Seja A um evento com probabilidade estritamente positiva. Demonstre que se efetuam-se infinitos
ensaios independentes do experimento, a probabilidade de que nunca ocorra o evento A é zero.

Sejam Aj, As,--- , A, eventos independentes com probabilidade de ocorréncia
pk:P(Ak?)7 k:1,27"',7l'

Encontre a probabilidade da ocorréncia dos seguintes eventos, em termos das probabilidades py:

(a) Que nenhum dos Ay, ocorram.

(b) Que ocorra pelo menos um dos Ay.

(c) Que ocorra exatamente um dos Ay.

(d) Que ocorram exatamente dois dos Ay.

(e) Que ocorram todos os Ay.

(f) Que ocorram, no maximo, n — 1 dos eventos Ay.

Sejam A, B e C eventos. Dizemos que A e B sio condicionalmente independentes, dado C se
P(ANB|C) = P(A|C)P(B|C)-
Suponha que:

(a) A e B sao condicionalmente independentes dado C' e

(b) A e B sao condicionalmente independentes dado C*°.

Mostre que A e B nao sao necessariamente independentes, mas que A e B sdo independentes se C' for
independente de A ou B.

Suponha que A e B sejam eventos independentes. Determinar quais dos seguintes pares de eventos
sao independentes e quais disjuntos:

(a) Ae B°
(b) AnNB°eB
(c) A¢e B°
(d) A¢e B°
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26.

27.

28.

29.
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(e) A°NB°e AUB.

Sejam Aj, As, -+ - eventos independentes com P(Ay) = pi. Defina

5o
k=1

Mostre que P(B) =1 se, e somente se,
o0
Zln(l —pr) = —oo
k=1

Seja X uma varidvel aleatéria se suponhamos que {z,} seja uma sequéncia de nimeros estritamente
crescente, ou seja, &, > Tp4+1 para todo n. Suponhamos que lim, o Z,, = zo. Definamos 4,, = [X <

(a) Mostre que

(b) Prove que lim P(X < uz,) = P(X < xg).

n—oo

(¢) Seja agora {x,} uma sequéncia de nimeros estritamente crescente, ou seja, , < Tp41 CUjo
limite é xy. Novamente, definindo A,, = [X < (], mostre que

(@

An = [X < Io}'

n=1

Prove também que lim P(X < z,) = P(X < xq).

n— oo

Suponha que Q = {1,2,--- ,p}, onde p é um ntmero primo. Seja F = P(Q) e, para A € %, defina
P(A) = |A]/p. Mostre que se A e B sao independentes, entao ao menos um dos dois eventos é @) ou Q.

Sejam A, B, Ay, A, - - - eventos em um espago de probabilidade. Suponha que A,, € A,41, U, An = A
e que B é independente de A,,, para todo n > 1. Prove que A e B sao independentes.



Capitulo 3

Variaveis aleatorias

Estudaremos aqui os conceitos de variavel aleatoria e de fungoes relacionadas, tais como a
funcao de distribuicao, a funcao de densidade e a funcao de probabilidade. Acontece que em
muitos experimentos é mais facil trabalhar com uma variavel resumo dos resultados de um
experimento aleatério do que com a estrutura de probabilidade original e é esse o objetivo
do conceito variavel aleatoria.

Por exemplo, em uma pesquisa de opiniao, decidimos perguntar a 20 pessoas se elas con-
cordam ou discordam com um determinado assunto. Quando a pessoa concorda registramos
o valor 1 e quando discorda 0; o espaco amostral desse experimento contém 220 = 1048576
elementos e esse é o nimero de todos os resultados possiveis que podem ocorrer quando 20
pessoas sao assim consultadas. Seria interessante reduzir esse espago para um de tamanho
razoavel.

De que forma? Contando nessas sequencias de tamanho 20 cada simplesmente o
numero de pessoas que concordam com o assunto em questao. Dessa forma o espago amostral
seria reduzido a {0,1,2,--- 20}, o qual possui 21 elementos e é muito mais facil de trabalhar.
Quando definimos uma tal quantidade X, estamos definindo uma funcao do espaco amostral
original nos nimeros reais.

220

3.1 Variaveis aleatorias

Uma variavel aleatéria é uma funcao do espaco amostral no conjunto dos numeros reais
satisfazendo certas condigoes. Representa uma traducao de cada um dos resultados do espaco
amostral em nimeros reais. Utilizando varidveis aleatérias pode-se considerar que o possivel
experimento aleatorio nao produz como resultados elementos de €2 e sim niimeros reais.

Exemplo 3.1

Ao lancar uma moeda n vezes podemos observar como resultado a sequéncia de caras
e coroas obtidas. Os resultados possiveis aqui sao sequéncias de n caras e coroas, assim
definirmos

Q={(wy, - ,wy,) :w; = cara ou coroa,i =1,--- ,n}

O niumero de caras observadas nos n lancamentos é um dos niimeros caracteristicos

83
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da sequéncia de caras e coroas. Se definimos
X = numero de caras observadas,
o valor de X depende do resultado do experimento e

X(w) =#{i : w; = cara,1 <i<n}

O conceito de varidavel aleatoria é fundamental na teoria das probabilidades e, depois de

enunciarmos o conceito, este termo aparecera com muita frequencia.

Defini¢ao 3.1 (Imagem inversa)

Seja X : 2 — © uma funcao qualquer. Definimos imagem inversa de X, denotada por
X1 como uma funcao entre © em ) tal que:

X1 A)={weQ: X(w)ec A}, VACEO.

Exemplo 3.2 (Continuacdo do Exemplo 3.1)

Encontremos a imagem inversa da fungao X : Q — {0,1,2,--- 'n}, onde
Q= {(wy, - ,wy,) :w; = cara ou coroa,i =1,--- ,n}
en é o nimero de vezes que lagamos uma moeda. Seja A = {0} C {0,1,2,--- ,n}, entao

X1{0}) ={we: X(w)e{0}} = {(coroa,- -, coroa)} C Q-

g

n vezes

Caso A = {n}, entao

X*({n}) = {(cara,--- ,cara)} C Q-

n vezes

Mais trabalhoso é encontrar, por exemplo, a imagem inversa de {1} ja que

Xt{1}) = {(cara,goroa, e ,coroq), (coroa, cara, coroa, - - - , coroa),

' '

n—1 vezes n—2 vezes

(coroa,- - - ,coroa, cara, coroa), (coroa, - - , coroa, cara)}-

Vv v
n—2 vezes n—1 vezes

Logicamente, dado qualquer subconjunto A de ©, podemos encontrar sua imagem inversa
por X.
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Teorema 3.1

Para qualquer funcao X : Q — O, a imagem inversa X ~! satisfaz as seguintes proprie-
dades:

(a) XA = (X1(4)) ;
(b) X (JAn) =UX " An);

n n

(© X((N) 4

n n

onde A,Al,Ag, e

N
I
D)
5
N
&

Demonstragao: Exercicio. |

Propriedades importantes da imagem inversa foram apresentadas no Teorema 3.1. A
utilizacao do conceito de imagem inversa em probabilidade fica clara na importantissima
definicao de variavel aleatéria, dada a seguir.

Definicao 3.2 (Varidvel aleatoria)

Seja (2, .Z, P) um espaco de probabilidade. Uma varidvel aleatdria real é uma fungao
X : Q = R de forma que para qualquer conjunto Boreliano B (B € B(R)), se satisfaz
que o conjunto X ~'(B), chamado de imagem inversa, é um elemento de .7, isto é,

X'(B)={weQ: X(w) € B} € F, para todo B € B(R)- (3.1)

Graficamente uma variavel aleatoria pode representar-se como mostrado na Figura 3.1.
Significa que uma variavel aleatéria ¢ uma funcao de €2 nos reais de maneira que a imagem
inversa de qualquer Boreliano é um elemento da o-algebra do espaco de probabilidades.

Observemos que, segundo a definicao de varidavel aleatoria, se B é um Boreliano, entao

X 'B)={weQ: X(w)e B}

Por exemplo, o conjunto X ([0, +00)) = {w € Q : X(w) € [0,+00)}. Note-se que a nogao
de probabilidade nao faz parte da definicao de variavel aleatoria.

Segundo a definicao de variavel aleatéria, para provar que uma funcao de conjuntos é
variavel aleatéria devemos verificar a condigdo (3.1) para todo Boreliano e isso é muito
trabalhoso. O resultado a seguir simplifica a prova de que uma funcao seja variavel aleatoria
a somente os intervalos da forma (—oo, z], Vx € R.
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X1 X2 X3 X4

Figura 3.1: Variavel aleatoria. Imagem inversa de um Boreliano

Teorema 3.2 (Caracterizacao de varidveis aleatdrias)

Seja (Q, #, P) um espago de probabilidade e X uma funcao X : Q@ — R. X é uma
variavel aleatoria se, e somente se, para cada x € R

{w: X(w)<z}={X<z}e 7 (3.2)

Demonstragao: Se X for varidvel aleatéria a imagem inversa de todo Boreliano pertence a F.
Em particular, se B ={w: —00 <w <z}, * € R, entdao X }(B) = {w : X(w) <z} € Z.

Suponhamos agora que {w : X(w) < z} € #, Vo € R. Devido a que os intervalos
da forma (—oo,z] geram todos os Borelianos da reta (Teorema 2.9), concluimos que X é
varidvel aleatoria. |

Exemplo 3.3

Seja QY ={HH,TT,HT,TH} o espaco amostral e % = P({2), o conjunto das partes de
Q) ou conjunto poténcia de ) que é uma o-algebra. Definamos X como

X (w) = nidmero de H’s emw-

Entao X({HH}) =2, X({HT}) = X({TH}) =1 e X({TT}) = 0. Encontramos que a
imagem inversa é

() se <0

{TT} se 0<z<l1
X Y—o00,2] = .
(=o0.] (HTY{TH},{TT} se 1<z<?2

Q se x>2

\

Por conseguinte, X é uma variavel aleatoria.
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Observemos que se (2, .#, P) é um espaco de probabilidade discreto, ou seja, se € é
um conjunto com uma quantidade enumerdvel de elementos e se .# é a classe de todos os
subconjuntos de €2, toda funcao numeérica definida em €2 é uma variavel aleatéria.

Exemplo 3.4

Seja Q2 =[0,1] e # = B(R)N|0,1], isto é, .¥ é a o-dlgebra de Borel restrita ao intervalo
[0,1]. Definamos X como a fungao identidade em §2. Entao

X({w}) = w, w € [0,1]-

Percebemos que X é variavel aleatoria. Devido a que todo subconjunto de Borel de €) é
um evento.

Xt

Figura 3.2: Variavel aleatoria. Imagem inversa de um Boreliano.

Explicamos a continuagao o motivo técnico pelo qual se definem assim variaveis aleatérias.
Lembremos que se (£, %, P) é um espago de probabilidade e se X é uma varidvel aleatéria,
ver Figura 3.2, podemos transladar a funcao de probabilidade P ao espago amostral R
com o-élgebra os Borelianos da seguinte forma: se B é um Boreliano, definimos Py (B) =
P(X~YB)), o que é possivel fazer, devido a que X '(B) é um elemento de .%, dominio de
definicao de P.

A fungao Px : B(R) — [0, 1] é uma fungao de probabilidade, o qual serd demonstrado no
Teorema 3.3, e é conhecida como funcao de probabilidade induzida pela variavel aleatéria X.

Com isto queremos dizer que uma vez definida a variavel aleatéria, esta sempre induz o
espago de probabilidade nos reais (R, B(R), Py) e, desta forma, ndo interessa mais o espaco
de probabilidades original. Por este motivo, sempre que trabalhemos com varidveis aleatérias
nao sera mais necessario especificar o espaco de probabilidades.

Teorema 3.3 (Espaco de probabilidade induzido)

A variavel aleatéria X, definida no espago de probabilidade (2, %, P), induz o espago
de probabilidade (R, B(R), Px) por meio da relagao

Px(B)=P(X YB)=P{wef : X(w) € B}), VBeDB(R): (3.3)
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Demonstracao: Primeiro observamos que
Px(B) >0, VB € B(R)

e também que
Px(R) = P(XeR) = P(Q) = 1.

Sejam { By, }n>1 eventos disjuntos em . Entao

Pc[UB.| = P X‘1<UBH> e {wEQ:X(w)EUBn}

n>1 n>1 n>1

= P |J{we: X(w)eB,}

n>1

= Y PAweQ: X(w)€B,}) = > Px(B,)

n>1 n>1 |

W ‘CCC CCK CKC KCC CKK KCK KKC KKK
X(w) | 3 2 2 2 1 1 1 0

Tabela 3.1: Diferentes possiveis resultados ao lancar uma moeda trés vezes e valores da
variavel aleatoria: nimero de caras obtidas.

Exemplo 3.5

Consideremos a experiéncia de jogar uma moeda trés vezes de forma independente. A
variavel aleatéria X conta o niimero de caras obtidos nos trés lancamentos. Uma enu-
meracgao completa dos valores de X para cada ponto no espaco amostral é dada na Tabela
3.1, nela identificamos por C' quando o resultado do lancamento seja cara e por K caso
seja coroa.

O espago amostral de X é Q0 = {0,1,2,3} e, partindo do principio de que todos
0s oito pontos nao elementares em % sejam equiprovaveis, simplesmente contando na
Tabela 3.1 vemos que a func¢ao de probabilidade induzida em €} é dada na Tabela 3.2.
Resumidamente escrevemos

Px(X =2)=Px({w e Q: X(w) =z})

ou, de maneira mais especifica, escrevemos que

Vejamos agora duas definicoes auxiliares ambas relacionadas e dedicadas a variaveis
aleatorias diretamente, isto é, nestas duas situagoes definimos diretamente variaveis aleatérias
e nao mais as consideramos como transformacgoes do espago amostral original. Esta sera a
abordagem enfrente, quer dizer, uma vez conhecido o conceito de variavel aleatéria o modelo
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T ‘ 0o 1 2 3
Px({weQ: X(w)=x}) | 1/8 3/8 3/8 1/8

Tabela 3.2: Funcao de probabilidade dos diferentes possiveis resultados ao contarmos o
nimero de caras obtidas em trés lancamentos.

probabilistico sera baseado sempre na suposicao da existéncia de uma determinada variavel
aleatoria.

Defini¢ao 3.3 (Func¢do indicadora)

Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. Para qualquer conjunto A C €2, definamos

_J O se w¢A
lA(w){ 1 se weA,

A fungao 14(w) é chamada de fungao indicadora do conjunto A.

Em outros contextos, como na ciéncia da computacao, a funcao indicado ou funcao ca-
racteristica é conhecida como funcao booleana. A funcao Dirichlet é um exemplo de funcao
indicadora e ¢é o indicador dos ntimeros racionais.

Observemos que 14(w) =1 caso A =Q e 14(w) =0, caso A = 0.

Teorema 3.4

Seja (Q, Z#, P) um espaco de probabilidade. A fun¢ao indicadora 14 é varidvel aleatoria
se, e somente se, A € F.

Demonstracao: Se 14 é varidvel aleatdria entao, para todo B € B(R), temos
1,5(B)={weQ:1,(w) € B} € F-
Bastaria escolher B = (0o, z], € R. Observe que se 0 < x < 1 entao
131 ((=00,2]) = {w € Q : 14(w) € (—00, 2]}
e obtemos que {w € Q : 14(w) =0} = A°€ F, logo A€ .#. Caso z > 1 temos
1M (—00,7) = {weQ:lyw)=1} = A€ F-
Vamos supor agora que A € % entédo, pelo Teorema 3.2

0e Z, caso x <0,
14((—o0,z]) = ¢ {weQ :14(w)=0} = A°€ F caso 0<z<1
{weQ:1xw)=1} = A€ F caso ax>1

Logo 14 é variavel aleatoéria. |
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Definicao 3.4 (Varidvel simples)

Uma variavel aleatéria X em (2, %, P) é chamada simples se para qualquer w € )

X(w) =Y wla(w),
k=1

onde Ay,--- A, € ¥, x1,--- ,x, sao numeros reais e 1, a funcao indicadora do conjunto

A.

Exemplo 3.6

de

Todos os exemplos considerados nesta se¢ao sao casos particulares de variaveis aleatorias
simples. No Exemplo 3.3 a variavel aleatoria X também é simples, sendo que x1 = 0,
Ay ={TT}, 29=1, Ao ={TH}, z3=1, As={HT} exy =2, Ay ={HH}. Assim

4
X(w) = ZxklAk (w), Yw € Q-
k=1

Observemos também que, se a classe de eventos % consistir em todos os subconjuntos
2, entdo o conjunto qualquer A estara sempre em .# e qualquer funcao de 2 a R serd

uma varidvel aleatéria. No entanto, se a classe de eventos .# nao consistir em todos os
subconjuntos de €2, algumas fungoes de €2 a R podem nao ser variaveis aleatoérias, conforme
ilustrado no exemplo a seguir.

Exemplo 3.7

Este exemplo mostra porque a definicao de uma variavel aleatoria requer que verifiquemos
se o conjunto A esta em %. Uma urna contém trés bolas. Uma bola é codificada eletro-
nicamente com um rotulo 00. Qutra bola é codificada com 01 e a terceira bola tem um
rétulo de 10. O espago amostral para este experimento é {2 = {00,01,10}. Consideremos
a classe de eventos % consistindo em todas as unioes, intersecoes e complementos dos
eventos A; = {00,10} e Ay = {01}. Nesta classe de eventos, o resultado 00 nao pode
ser distinguido a partir do resultado 10. Por exemplo, isso pode resultar de um leitor
de etiqueta defeituoso que nao consegue distinguir entre 00 e 10. A classe de eventos
tem quatro eventos # = {(),{00,10},{01},Q}. A fungao probabilidade atribui para os
eventos em % os seguintes valores: P(A—1) =2/3 e P(Ay) =1/3.

Considere a seguinte fungao X de Q em R: X (00) =0, X(01) =1 e X(10) = 2. Para
encontrar a probabilidade de {X = 0} precisarmos da probabilidade de {w € Q : X(w) =
{00}} No entanto, {00} nao esta na classe .# e entao X nao é uma variavel aleatoria
porque nao podemos determinar a probabilidade de X = 0.

Como muitos conceitos matematicos, demonstrar que uma funcao de conjuntos é variavel

aleatoria nao é uma tarefa simples. Por isso destacamos que, uma vez entendido o conceito

de

variavel aleatéria, vamos supor sempre sua existéncia. Agora dedicamos-nos as suas

propriedades.
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3.1.1 Propriedades das variaveis aleatorias

A continuagao demonstramos que algumas operacoes basicas entre variaveis aleatérias pro-
duzem novas varidveis aleatérias. Suponha entao que (2, F, P) é um espago de probabilidade
dado. Todas as varidveis aleatorias que consideramos a seguir estao definidas sob o mesmo
espaco de probabilidade.

Teorema 3.5

A funcao X = ¢, onde ¢ é uma constante, é uma variavel aleatoria em ).

Demonstragao: Seja B € B(R). Para a fungao X = ¢ temos que,

Q2 se ceB

-1 .

X (B)_{ ) se c¢B

Em ambos os casos X }(B) € .Z e, portanto, X é variavel aleatéria. |

Este teorema nos disse que qualquer nimero real ¢ é uma variavel aleatoria a qual cha-
maremos de deterministica.

Teorema 3.6

Seja X uma variavel aleatoria e ¢ uma constante. Entao a func¢ao cX é uma variavel
aleatoria.

Demonstracao: Provaremos que, para cada numero real x, a imagem inversa do conjunto
(—o0, x|, obtida utilizando a fungdo ¢X, é um elemento de .%. Temos trés situagoes:
e Se ¢ >0, entdo o conjunto {cX <z} ={X <=x/c} € F, ji X é varidvel aleatoria.

e Se ¢ < 0, entdo novamente o conjunto {¢X < z} = {X > z/c} € Z#, pelo mesmo
motivo.

e Se ¢ =0, entdao ¢X = 0, funcdo constante zero é variavel aleatéria pelo Teorema 3.5. u

Observamos existem duas conclusoes evidentes. A primeira acontece se escolhemos ¢ = 0,
resultando sempre em X = 0 que, pelo Teorema 3.5 sabemos é variavel aleatoria. A segunda
conclusao evidente acontece escolhendo ¢ = 1, situagao na qual obtemos como resposta a
prépria X. Vejamos uma situagao na qual ¢ # 0 e ¢ # 1.

Exemplo 3.8 (Continuacdo do Exemplo 3.3)

Consideremos no Exemplo 3.3 o caso ¢ = 2, ou seja, pelo Teorema 3.6 sabemos que 2X é
uma nova variavel aleatoria de valores

oX({HHY) = 4, 2X({HT}) = 2X({TH}) =2 e 2X({TT}) =0
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Encontramos que a imagem inversa é

( 0 se x<0

{TT} se 0<z<2
2X 1 (—o0,2] =
{HT} {TH} {TT} se 2<z<4

Q se >4

Teorema 3.7

Sejam X e Y duas variaveis aleatorias em (). Entao X + Y é também uma variavel
aleatoria em (2.

Demonstragao: Provaremos que Vz € R o conjunto {X +Y > z} € F. Observemos que para
todo nimero racional podemos escrever

(X+Y>a}= | J{X>a}n{Y >z-r},
reQ

isto devido a densidade do conjunto dos racionais. Se esta relagao for verdadeira, entao
X +Y é uma varidvel aleatoria.

C Seja w € Q de maneira que X(w) + Y (w) > z. Entao X(w) > z — Y(w). Como o
conjunto dos nimeros racionais sao densos entao existe um nimero racional r tal que
X(w)>r>z—-Y(w), logo X(w) >reY(w)>z—r. Entao

w e U{X>a:}ﬂ{Y>a:—T}'
reQ
D Seja agora
w e U{X>:U}ﬂ{Y>33—7“}'
reQ

Entao existe um niimero racional r¢ de forma que X (w) > rge Y (w) > z—7rp. Somando,
temos que X (w) + Y (w) > z. Logo w € {X +Y > z}. -

Exemplo 3.9

Considere um experimento em que uma moeda é lancada até que a primeira cara apareca.
O espago amostral para esta experiéncia pode ser representado como

Q= {C,KC,KKC,KKKC,---},

onde C' e K representam os eventos de que o resultado do lacamento da moeda seja
Cara ou Coroa, respectivamente. Podemos definir uma variavel aleatoria X que conta o
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numero de coroas até a primeira cara:
X({C}y) =0, X({KC}) =1 X{KKC}) =2

e assim por diante. Uma outra variavel aleatoria que podemos definir seria Y que conta
o numero de lancamentos da moeda em cada evento, assim

Y{CH =1, Y({KC}H =2, Y{KKC} =3,

de forma que os valores da nova variavel aleatoria X +Y sao os niimeros naturais impares.

No exemplo anterior observamos que cada valor da variavel aleatéria X, assim como da
variavel Y, correspondem a um unico resultado em ). Podemos perceber que as variaveis
aleatérias podem assumir finitos ou infinitos valores discretos assim como também infinitos
valores continuos.

Teorema 3.8

Seja X uma variavel aleatoria em €2 e a, b constantes. Entao aX + b é também uma
variavel aleatoria.

Demonstracao: Exercicio. Combinacao dos trés teoremas anteriores. |

Uma varidvel aleatéria é uma funcao, logo dizer que duas variaveis aleatorias X e Y sao
iguais é afirmar que para todo w € € as imagens coincidem, isto é, X (w) = Y (w).

Teorema 3.9

Sejam X e Y variaveis aleatorias em ). Entao X XY é também uma variavel aleatoria.

Demonstraciao: Suponhamos primeiro que X = Y. Entdo, necessitamos provar que {X? <
v} € F,Vz €R. Nocaso {X? <z} =0sexz<0e{X?<a}={-vz<X <z}
se z > 0. Em ambos os casos, o conjunto {X? < z} é um elemento de F. No caso geral,
X # Y, utilizamos a expressio X x Y = ((X +Y)? — (X —Y)?)/4. Portanto, X x Y é
variavel aleatéria. [ ]

Exemplo 3.10 (Continuacao do 3.3)

Utilizando como base o Exemplo 3.3, definamos a funcao real Y como

Y (w) = nimero de T’s emw-

Entao Y({HH}) = 0, Y{HT}) = Y{TH}) =1 e Y({TT}) = 2. Observemos que
Y = 2 — X, de maneira que Y é variavel aleatéria pelo Teorema 3.8, nesta situacao
a = —1 e b= 2. Encontremos as novas variaveis aleatorias X +Y e X x Y.
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Observamos que X +Y = X +(2—X) = 2, ou seja, a soma destas variaveis aleatdrias é
a variavel aleatoria constante ou deterministica igual a 2. Podemos perceber isto também
porque (X + Y)Y{HH}) = X({HH}) +Y({HH}) =2+40=2, (X +Y){HT}) =

XH{HT})+Y({HT})=141=2, (X+Y){TH}) =X{TH})+Y({TH})=14+1=2
e (X+Y){TT}) = X({TT})+Y({TT}) =0+2=2. No caso do produto X XY temos
que

(X xY) =

N

(X+Y)-(X-Y)’) =1- (X-1),
obtendo-se que

|
o — o

Y

4—4 sew={HH}
(X xY)(w) = 2X(w) — X*(w) = g— sew={HT} ouw={TH} -

1
0 sew = {TT}
Resumindo, a nova variavel aleatéria X X Y assume somente valores 0 ou 1.

?

Y

Como consequéncia se cumpre que, ao multiplicarmos X por ela mesma n vezes temos

que X" é variavel aleatéria. Portanto, toda funcao polinomial de uma variavel aleatoria
é também varidvel aleatéria. No seguinte resultado dizemos que Y # 0, isso significa que
P(Y =0)=0.

Teorema 3.10

Sejam X eY variaveis aleatérias e Y # 0. Entao X/Y é também uma variavel aleatoria.

Demonstracao: Exercicio.

[ |
Teorema 3.11

Sejam X e Y varidveis aleatérias em ). Entao as fungées max{X,Y} e min{X,Y} sao
também variaveis aleatorias em §).
Demonstragao: Para qualquer niimero real z,

{max{X,Y} <z} ={X <z,Y <z} ={X <z}n{Y <z}
Analogamente, {min{X,Y} >z} ={X >z, Y >z} ={X >z} n{Y > z}.

|
Uma consequéncia é que tanto X = max{0, X} quanto X~
aleatorias.

—min{0, X} sdo varidveis
Teorema 3.12

Se X é uma varidvel aleatdria, entao |X| é varidvel aleatoria.
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Demonstracao: Seja z > 0, entdo {|X| < z} = {—2 < X <z} € Z esez <0, entao
{IX| <z} =0¢€ 7, assim |X| é varidvel aleatéria. Alternativamente, podemos escrever
|X| = X" + X, e pelo visto anteriormente obtemos a mesma conclusao. |

Mostramos a continuagao que, em geral, o reciproco do resultado anterior é falso, isto é,
se X : 2 — R é uma fungao tal que | X| é varidvel aleatéria nao necessariamente X é variavel
aleatoria.

Exemplo 3.11

Considere o espago amostral Q = {—1,0,1} e a o-dlgebra F = {0,{0},{—1,1},Q}. Seja
X : Q — R a fungao identidade X (w) = w. Entao |X| é variavel aleatéria, devido a que
para qualquer Boreliano B,

0 se 0,1¢B
{0} se 0€Belé¢B
{-1,1} se 0¢ BeleB
Q se 0,1€ B

X[7(B) =

Isto significa que |X|™*(B) é um elemento de .%#. No entanto, X nao é varidvel
aleatéria devido a que X '((—oo, —1]) = {—1}, o qual nao é um elemento de % .

Os resultados apresentados até aqui permitem-nos perceber que operagoes basicas entre
variaveis aleatorias, como produto por um escalar, soma de escalar, soma, produto e quociente
de varidveis aleatérias continua sendo uma variavel aleatéria. Ainda podemos generalizar
estes resultados para um numero finito de variaveis aleatorias.

Passando para uma sequéncia infinita, vamos demonstrar agora dois teoremas com os
quais provaremos que a varavel aleatéria, sob certas condigoes, é uma funcao continua.

Teorema 3.13

Sejam X1, Xo, ... variaveis aleatérias em ) tais que, para cada w € €), os niimeros
sup{X;(w), Xo(w),...} e inf{X;(w), Xo(w),...}
sejam finitos. Entao as funcoes

sup{X,} e mf{X,}

n>1

sao também varidaveis aleatorias em ().

Demonstracao: Sabemos que, para cada w € 2,

<sup{Xn}) (w) = sup{X,(w) :n > 1},

n>1 n>1

logo é varidvel aleatéria. Similarmente para o caso do infimo. |
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Teorema 3.14

Sejam X1, X,,--- variaveis aleatorias em () tais que, para cada w € §2, o niimero
lim,, o, X,,(w) existe e é finito. Entao a fungao

lim X,

n—oo

é uma variavel aleatoria em ).

Demonstracao: Dado que o limite de X, existe, os limites superior e inferior da sequéncia
coincidem. Entao, pelo demonstrado antes, o limite de X, é variavel aleatéria. |

Exemplo 3.12

Seja (2, F#, P) um espago de probabilidade e a sequéncia de variaveis aleatérias { X, }n>1
tais que, cada X, (w) = 14(w). Entao

nh_)rrolo Xp(w) =14(w)-

Isto significa que o lim,,_,, X,, é uma variavel aleatoria também, como afirma o Teorema
3.14.

O proximo resultado, apesar de simples, é importante para desenvolvimentos posteriores.

Teorema 3.15

Toda variavel aleatoria X é limite pontual de uma sequéncia de variaveis aleatorias simples
{X,}, tal que | X,,| < |X]|.

Demonstragao: Seja X > 0. Defina paran=1,2,---

k—1
Xn(w) = Z QTIAn,k(w) + 1l pan 1 (w),
k=1
onde _— )
An,k = {’U} on = X(UJ) < Qn}

A1 = {w 5 X(w) = n}-
Nao é dificil perceber que {X,,} é uma sequéncia nao decrescente e

lim X, (w) =X (w)-

n—oo

Para X arbitrdria segue pois X = X7 — X, |[X| = X"+ X~ e X' e X~ sdo nao negativas. W
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3.2 Funcao de distribuicao

Na secao anterior introduzimos o conceito de varidvel aleatoria e como pode ser notado a
medida de probabilidades no espaco amostral nao foi envolvida nessa definicao. Considere-
mos agora o espago de probabilidade (€2, %, P) e X uma varidvel aleatéria definida nele.
Como faremos os célculos das probabilidades envolvendo varidveis aleatérias? para respon-
der isso estudaremos uma funcao associada a toda variavel aleatoria, chamada de funcao de
distribuicao. Nesta secao definimos esta importante funcao e demonstramos algumas de suas
propriedades.

Defini¢ao 3.5 (Fung¢do de distribuicdo)

A fungao de distribuicao de uma varidvel aleatéria X é a funcao Fx : R — [0, 1], definida
como

Fx(z) = P(X < x), (3.4)
para todo x € R.

O argumento da funcao ¢é a letra mintscula x que pode assumir qualquer valor real. Por
razoes Obvias a esta funcao se lhe conhece também com o nome de funcao de acumulacao
de probabilidades ou simplesmente como fun¢ao de probabilidade acumulada. Observe que
a funcao de distribuicao de uma variavel aleatéria estd definida sob a totalidade do conjunto
dos nimeros reais e, sendo uma probabilidade, assume valores no intervalo [0, 1].

Funcéo de distribugédo continua Funcdo de distribugédo discreta

Fix
Fix

04
04

1
0.z

Figura 3.3: Funcoes de distribuicao absolutamente continua e discreta, respectivamente.

A funcao de distribuicao é importante pois, como sera ilustrado abaixo, contém todas
as informagoes da variavel aleatoria e da medida de probabilidade correspondente. Esta
fungao é apresentada graficamente na Figura 3.3 para duas das diversas possiveis situagoes:
absolutamente continuo e caso discreto.
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Exemplo 3.13

Seja a variavel aleatoéria X definida em (2, .#, P) como

X(w) = ¢, para todow € -

0 se z<c
Entdo P(X =c¢)=1e Fx(z) = P(X '(—00,2]) = .
1 se z>c

Veremos a seguir algumas propriedades bésicas dessa funcao e sempre que a expressao
Fx(x™) aparece, significa que tomamos o limite & direita da fungdo Fy no ponto x. Também
aparece a expressao de Fx(x~), o que significa que, de um modo andlogo, o limite esquerdo
da fungao Fx no ponto z.

Observemos que da defini¢ao de fungao de distribuigado podemos escrever Fy(x) = P(X €
(—o0, z]) ou ainda, se (R, B(R), P) for o espago de probabilidade original

Fx(z) = P(X™}(—00,2]),

para qualquer nimero real z.
Como veremos, a importancia de Fx é que caracteriza a variavel aleatoria X, isto é, Fx
determina o valor de Px(B) para todo B € B(R).

Teorema 3.16 (Propriedades da funcdo de distribuicdo)

Seja (2, .Z, P) um espago de probabilidade, X : Q@ — R uma varidvel aleatéria e Fx a
funcao de distribuicao de X. Entao

1-
lim Fy(z) = 1,
2
lim Fy(z) =0,
T—r—00

3- Se x1 < x9, entao
Fx(z1) < Fx(x2),

4- Fx(z) é continua pela direita, isto é,

Demonstracgao: Por definicao Fx(z) = P(X < ).

1- Seja x1, 9, - uma sequéncia de nimeros reais crescente ao infinito, ou seja, lim,, oo T, =
oo e sejam os eventos A, = {w € Q : X(w) < x,}. Entao {Ay}nen é uma sequéncia
de eventos crescente de limite €.
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Pela continuidade da funcao de probabilidade

lim Fx(z,) = lim P(A,)=P(Q)=1

n—oo T—00

Isto implica que Fx(x) converge a um quando x tende a infinito.
2- Exercicio

3- Sejam z1 < x9, entao
Fx(m‘l) < FX(x1)+P(x1 <X§.%'2)
= P[(X < xl) U($1 < X< $2)]

= P(XSCL'Q) = FX(xg)-

4- Seja x1,T9, -+ uma sequéncia de numeros reais decrescente a x, e sejam os eventos
A, ={w e Q: X(w) < x,}. Entdo {A,}nen é uma sequéncia de eventos decrescente
de limite

(HweQ: X(w)<an}={we: X(w)<a}

n>1

Pela continuidade da fungao de probabilidade

n—o0

lim Fx(z,) = 1i_>m P(X, <z, =P(X <z)=Fx(x) -

De maneira geral, a funcao de distribuicao de uma variavel aleatéria simples, que assumem

os valores 11 < w9 < --- < x,, nos conjuntos Ay, Ag, -+, A, € F, é da seguinte forma
(0 se T <
P(A) se 11 <x<T9
P(A; U Ay) se Ty <x < T3
Fx(z) =

P<A1UA2UA3> se a3 < T <2y

! se T >z,

Estamos em condicoes de apresentar uma definicao geral de fungao de distribuicao, nao
fazendo mais referéncia a variavel aleatoria nem a espacos de probabilidade particulares.

Definicao 3.6

Uma fungao real Fx : R — [0, 1] é fun¢ao de distribuicao se satisfaz as quatro propriedades
no Teorema 3.16.

Um reciproco do tltimo resultado é valido e justifica a importancia da funcao de distri-
buicao. Se enuncia a continuacao este interessante resultado do qual omitiremos a demons-
tracao.
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Teorema 3.17

Seja Fx : R — [0, 1] uma fungao de distribui¢ao. Entao existe um espago de probabilidade
(Q, F, P) e uma variavel aleatéria X cuja func¢ao de distribuicao é Fy.

Demonstracao: Ver Harris (1966). |

Desta forma percebemos que é suficiente, em situacoes praticas, assumir uma funcao de
distribuicao especifica para saber que existe um determinado espago de probabilidade e uma
variavel aleatoria definida nele, com funcao de distribuicao a especificada.

Exemplo 3.14

Seja Q = {H,T} e X uma varidvel aleatéria definida como X ({H}) =1e X({T}) = 0.
Se P atribui igual probabilidade a cada evento {H} e {T'}, temos
PX=0)=2 ¢ P(X=1)=_
pr— == — e — — —
2 2
e a funcao de distribuicao é
0 se <0
1
Fx(r) = 5 se 0<z<1
1 se z>1

Listamos propriedades que permitem calcular probabilidades utilizando a fungao de dis-
tribuicao.

Teorema 3.18

Seja X uma variavel aleatéria com fungao de distribuigao Fx(x). Para quaisquer niimeros
reais a < b, se satisfaz que:

1I- P(X <a) = Fx(a—),

2- P(X =a) = Fx(a) — Fx(a—),

3- Pla< X <b)=Fx(b) — Fx(a),

4- P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a—),
5- Pla< X <b)=Fx(b—) — Fx(a),
6- P(a< X <b)=Fx(b—) — Fx(a—)
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Demonstracao: Exercicio. |

Observe que como Fx(x) é uma funcao no decrescente e continua pela direita, a pro-
babilidade P(X = x) ¢ igual a Fx(z) — Fx(x—), que representa o tamanho do pulo ou
descontinuidade da fun¢ao de distribui¢ao no ponto xz. Como consequéncia, quando Fx(z) é
uma funcao absolutamente continua e para a < b,

Fy(b)— Fx(a) = Pla<X <b) = Pla<X <b)
= Pla<X<b) = Pla<X <)

Isto é, quando Fx(z) seja uma funcdo absolutamente continua, incluir ou excluir os extremos
de um intervalo nao afeta o valor da probabilidade de dito intervalo. Por isso, para qualquer
nimero real x, o evento {X = x} tem probabilidade é zero. Finalizamos esta se¢do com um
resultado interessante de prova surpreendentemente simples.

Teorema 3.19

Toda funcao de distribuicao possui, no maximo, um nimero enumeravel de descontinui-

dades.

Demonstracao: Seja D o conjunto dos pontos de descontinuidade da funcao de distribuigao
Fx(z). Para cada nimero natural n definamos os subconjuntos

D, = {nGD: ol <Fx((L')—Fx(x—) S:l}
Cada conjunto D,, possui, no maximo, n elementos. Dado que
[o.¢]
D= D,
n=1
concluimos que D é enumeravel. |

Definicao 3.7

Duas variaveis aleatorias X e Y sao consideradas identicamente distribuidas se

P(X <z)=P(Y <x), Vz € R

Nada dizemos acerca do espaco de probabilidade ao qual pertencem as variaveis aleatorias
X e Y mas, esta definicao é aplicavel também a situagao na qual os espacos de probabilidade
sejam diferentes. Suponhamos que (€21, %1, P1) e (2, %5, P5) sejam espacos de probabilidade
diferentes, onde X : Q; — Re Y : Q5 — R entdao concluimos, desta definicao, que se as
varidveis X e Y sao identicamente distribuidas entao Fx(z) = Fy(z), Vo € R. No geral,
quando falamos de duas ou mais varidveis aleatérias, estamos assumindo que todas pertencem
ao mesmo espaco de probabilidade, ou seja, X : 2 - ReY : Q — R.
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Exemplo 3.15

Para todo subintervalo I de [0, 1], seja P(I) o comprimento do intervalo. Entao ([0,1], %, P)
é um espaco de probabilidade onde

F =BR)N[0,1]

é a o-algebra de Borel restrita ao intervalo [0, 1].
A funcao de distribui¢ao da varidvel aleatéria X (w) = w, w € [0, 1] é dada por

0, se x <0,
Fx(z) =P{w: X(w) <z})=< P([0,z]) ==z, se z€]l0,1],
1, se x>1

Teorema 3.20

As duas seguintes afirmacgoes sao equivalentes:
(a) As varidveis aleatérias X eY sao identicamente distribuidas.

(b) Fx(x)= Fy(x) para todo x.

Demonstracao: Para demonstrar a equivaléncia devemos mostrar que cada afirmacao implica
a outra. Em primeiro lugar, vamos mostrar que se a afirmacdo em (a) se cumpre, entao
temos o afirmado em (b). Devido a X e Y serem igualmente distribuidas, para qualquer
conjuntos A € B(R),

P(X € A)=P(Y € A)

Em particular, para cada z, o conjunto (—oo,z] € B(R) e
Fx(z) = P(X € (—00,z]) = P(Y € (—00,2]) = Fy(2)-

O argumento acima mostrou que, se as fun¢oes de probabilidade de X e Y concordam em
todos os conjuntos, entao também coincidem nos intervalos que geram a o-algebra de Borel.
Para demonstrar que a afirmacao em (b) implica (a), devemos provar que se X e Y coincidem
em todos os intervalos entao coincidem em todos os conjuntos de B(R). Os detalhes desta
parte da demonstragdo podem ser consultados em (Chung, 2001, Segao 2.2). |

Vamos agora falar acerca dos diferentes tipos de funcoes de distribuicao que existem. Trés
tipos de fungoes serao considerados os mais importantes: discretas, continuas e mistas, uma
mistura das duas anteriores. Seja {a;} um conjunto enumerével de pontos de salto da funcao
de distribuicao F' e seja b; do tamanho em salto a;, entao
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uma vez que F(a)) = F(a;). Considere a fungao
Fy(z) = bid(z — ay), (3.5)

onde ¢ é a chamada funcao delta, definida como

0, z<0,
(5(2):{ L 2>0 (3.6)

Com esta representacao da funcao Fy, observamos que esta funcao representa a soma de
todos os saltos de F' na meia reta (—oo, z|. Esta fungao é claramente crescente, continua a
direita com

Fy(—00) =0 e  Fy(+oo)=>» b =1

Por isso, F; é uma funcao crescente limitada. Deve constituir a “parte de salto”de F' e,
se for subtraida de F', a funcao restante deve ser positiva, nao conter mais saltos e assim ser
continua. Essas declaragoes plausiveis serao comprovadas: sao faceis de compreender mas
nao sao realmente triviais.

Teorema 3.21

Seja ' uma funcao de distribuicao. Entao se F' pode ser escrita como
F.(z) = F(x) — Fy(x),

sendo F, definida em (3.5). Temos por consequéncia que F, é uma fung¢ao positiva,
crescente e continua.

Demonstragao: Seja r < 2/, entao nds temos
Fy(a) = Fa(z) = Y b= Y [Fla)—F(a;)]

< F(2)— F(x)-

Segue-se que ambos Fy; e F,. sdo crescentes e, se colocarmos r = —oo0 acima, vemos que
F; < F e entao F,, é realmente positiva. Em seguida, Fy é continuo a direita desde que
cada d,, pertence a série que define F;; como uma fungao que converge uniformemente em
x; 0 mesmo argumento cede

b;, se x=a;
Fa(z) — Fy(z™) =
0, caso contrario

Agora, esta avaliacao também é vélida se F; for substituida por F' de acordo com a defini¢ao
de a; e b;, dai obtemos para cada x:

Fox)—F(z7)=F(x)— F(z™) — [Fd(x) - Fd(a;*)] =0-

Isso mostra que F, é uma funcao continua; uma vez que também é continua a direita, sendo
a diferenca de duas dessas fungoes, é continua. |
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Até agora sabemos que qualquer funcao de distribuicao pode ser escrita como uma com-
binacao linear de duas fungoes, uma discreta e a outra continua. O seguinte resultado com-
plementa este o estudo.

Teorema 3.22

Seja F' uma funcao de distribui¢cao. Suponha que exista uma fungao continua G. e uma
funcao G4 da forma

Gq(z) = Z bid(x — a;),

onde {a;} é um conjunto enumerdvel de nimeros reais e y . b; =1, b; > 0 Vi, de maneira

que
F=G.+ Gy,

entao
Gc — Fc; Gd - de

sendo F, e Fy definidos como antes (Teorema 3.21).

Demonstracao: Se F; # G4 entao, os conjuntos {a;} e {¢;} nao sao idénticos ou podemos
renomear um ¢; para que ¢; = a; para todo ¢ mas d; # b; para algum i. Em ambos os casos
temos, para pelo menos um ¢, um a = a; ou ¢; de forma que

[Fa(@) — Fa(@a™)] — [Ga(@) — Ga(@)] #0-
Desde que F. — G, = G4 — Fy, isto implica que
Fc(a) - GC(a) B [Fc(ai) - GC(ai)] # 0,

contradizendo o fato de que F. — G. é uma funcao continua. Consequentemente Fy = Gy e,
por conseguinte, F, = G,. |

Exemplo 3.16

Suponhamos que X ~ Fx, sendo que

( 0, r<0
i
— 0<z<l
1 =7

1 —1
Fx(z) = §+x4 , 1<z<2

11
— 2<x<3
12’ =7

{ 1, x >3

Queremos a expressao Fx como a soma G.+ Gy, identificando-as.
Observemos a forma desta func¢ao de distribui¢ao na Figura 3.4, podemos afirmar
que a funcao Fx é de distribuicao porque satisfaz as quatro propriedades listadas no
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Funcao de distribuicao Fy

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Figura 3.4: Funcao de distribuicao do Exemplo 3.16.

Teorema 3.16. Percebemos também que, nesta situacao, temos trés pontos claros de
descontinuidade: 1, 2 e 3. Por isso, escolhemos

Ful) = 0 — 1) + 20— 2) + 150(z — 3)

como a parte discreta no Teorema 3.21.
Corresponde assim, o restante da funcao Fx a parte continua, podendo ser escrita

CcoI1mo

( 0, x <0
X
— 0<z<1
1 =
r—1

F. = -+ 1 1<xr<?2

1
— 2<x<3
9’ =t
1 >3

L 57 xr =

A decomposicao unica de Fx em suas partes discreta Fy e continua F,, disponiveis neste
exemplo, estao apresentadas na Figura 3.5.

Com estes dois teoremas, Teorema 3.21 e Teorema 3.22, estamos concluindo que toda
funcao de distribuicao pode ser escrita como uma parte discreta e uma outra continua. Agora
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Funcao de distribuigdo Fg4 Fungéo de distribuigdo F
o | o |
— -
e} [oo]
S ] S ]
© ©
o ] S 7]
<
3 - i
o —
A i
o T \ \ \ T ° T \ \ \ T
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
X X

Figura 3.5: Funcao de distribuicao do Exemplo 3.16.

estamos em condicoes de classificar as variaveis aleatorias dependendo da caracteristica da
correspondente funcao de distribuicao. Embora existam dois tipos de funcoes de distribuicao
existem, pelo menos, trés tipos de varaveis aleatérias: discretas, continuas e mistas. As
variaveis aleatdrias discretas estao relacionadas com as fungoes de distribuicao discretas, ja
as variaveis aleatérias continuas estao relacionadas as fungoes de distribuicao continuas e
as mistas sao discretas em alguns pontos e continuas em intervalos. Dentre as varidveis
aleatorias continuas dedicaremos nossa atengao a um subgrupo importantissimo, as varidveis
aleatérias absolutamente continuas. Vejamos a definicao de cada uma delas nas seguintes
secoes.

3.2.1 Variaveis aleatorias discretas

Definicao 3.8

Consideremos que a funcao de distribuicao F' que pode ser representada na forma

F(z) = Z bid(x — a;),

onde {a;} é um conjunto enumerdvel de niimeros reais, b; > 0 para cadai,  ,,b;=1ed a
fungao delta, definida em (3.6). Nestas condi¢oes F' é chamada de fungao de distribui¢ao
discreta.

Uma defini¢ao verbal plausivel de uma funcao de distribuicao discreta pode ser dado assim:
“E uma funcao de distribuicao que tem saltos e é constante entre os saltos”. Essa funcao as
vezes ¢ chamada de “funcao por etapas”, embora o significado deste termo nao pareca estar
bem estabelecido. O que ha de errado com isso? Mas suponha que o conjunto de pontos
de salto seja “discreto”na topologia euclidiana, entao a definicao é valida, além da nossa
convencao de continuidade a direita.
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Definicao 3.9 (Varidvel aleatoria discreta)

A variavel aleatoria X é dita ser discreta se sua correspondente funcao de distribuicao
Fx(z) é discreta.

Exemplo 3.17

As variaveis aleatorias simples sao discretas. A forma da funcao de distribuicao nesta
situacao foi apresentada no Exemplo 3.13.

Observemos que nada foi afirmado acerca da quantidade de valores diferentes que uma
variavel aleatoria discreta pode assumir, isto é, uma variavel aleatéria discreta pode assumir
tanto uma quantidade finita de valores como uma quantidade infinita enumeravel.

Caso x1,xs, -+ sejam os pontos de descontinuidade de Fx, em cada um destes pontos o
tamanho da descontinuidade de F'y é

P(X = .CEz) = Fx(ill'l) — Fx<£li'i—) > 0-

Definicao 3.10

Seja X uma varidvel aleatoria discreta e Fx sua funcao de distribuicao. A funcao
P(X = z), que indica o incremento de Fx em cada ponto de descontinuidade, se conhece
como funcao de probabilidade de X e se define como:

X ‘ T i) ZT3

A funcao de distribuicao se reconstréi da seguinte forma Fx(x) =) . P(X = u).

A funcao de distribuicao mais simples é a correspondente a variavel aleatéria degenerada
num ponto. Esta é outra forma de chamarmos as variaveis aleatérias simples.

Exemplo 3.18 ( Varidvel aleatéria degenerada)

Uma variavel aleatéria X, assumindo somente um tnico valor, é chamada degenerada e
sua func¢ao de probabilidade é definida por

P X=c¢)=1 e P(X#c)=0 (3.7)

Com o auxilio da funcao delta, podemos escrever a funcao de distribui¢ao Fy, a fungao
de distribuicao da variavel degenerada em c, da forma

Fx(z) =6(x —¢),

a qual é crescente com um salto quando x = ¢, logicamente entao uma funcao de distri-
buicao discreta.
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Observe que, no exemplo acima, temos somente um tnico ponto de salto ou descontinui-

dade.

Teorema 3.23 (Propriedades da fung¢do de probabilidade)

Seja X uma varidvel aleatdria discreta assumindo valores em {xy, s, - - } e P sua fungao
de probabilidade. Entao

(a) P(X =) > 0, para todo x € {x1,x9, -},

() Y PX=z)=L

Demonstracao: Exercicio. |

Vamos agora considerar diferentes novas funcoes de distribuigao discretas mais complexas,
estas novas funcoes definirao modelos probabilisticos discretos. Observe que, até o momento
consideremos modelos probabilisticos nos quais a variavel aleatéria assume somente um ou
dois valores. Uma situacao mais geral acontece quando considerarmos a possibilidade de que
a variavel aleatéria discreta assuma uma quantidade finita de pontos, todos com a mesma
probabilidade de acontecer. Este é o caso da variavel aleatéria uniforme discreta.

Definicao 3.11 (Distribuicdo uniforme discreta)

Seja X uma variavel aleatoria podendo assumir valores em {xy,xs, -+ ,x,}. Dizemos
que X tem distribuicao uniforme discreta se

1
P(X:xi)zﬁ, i=1,2,-- n (3.8)

Fazendo uso da funcado indicadora definida em (3.3), podemos escrever
X = ZIZI{X:%}
i=1
também, a funcao de distribuicao é da forma
Fx@) = 13 a -
xr) = — T — ;)
) (gt

Um pouco mais complexa do que a distribuicao degenerada, uma variavel aleatéria que
segue esta distribuicao assume somente dois valores.
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Definicao 3.12 (Distribuicdo Bernoulli)

Dizemos que uma variavel aleatoria discreta X tem distribuicao Bernoulli de parametro
p, se assumir somente dois valores x, e xs, com probabilidades

PX=z1)=p e P(X=u1x3)=1-p, 0<p<l (3.9)

Uma varidvel aleatdria com distribuicao Bernoulli! pode ser escrita como

X(w) = 211 {x=2} (W) + T2l {x=s0} (W),
onde a funcao 1yx—,) é conhecida como funcao indicadora da ocorréncia do evento {X = x},
isto é,
{0, s X(w) £
Lix=n(w) = { 1, se X(w)==x (3.10)

A partir desta forma de escrever podemos perceber que a funcao de distribuicao é dada
por
Fx(z) =pé(x —x1) + (1 — p)d(z — z2)- (3.11)

Uma outra forma de definir variavel aleatoria discreta é verificando se existe um conjunto
enumeravel £ C R, de forma que
P(XeF)=1 (3.12)

Os valores em FE sao chamados de descontinuidade de Fx, pontos de pulo ou ponto de
acréscimo da fungao de distribuicao de X. Observemos que £ € B(R) uma vez que cada
conjunto de um ponto pertence a B(R). Na verdade, se z € R, entao

{$}=ﬁ{(m—%<x§x+%)}.

n=1

Entao {X € E} é um evento. Seja X uma varidvel aleatéria assumindo valores z; com
probabilidade p;, i = 1,2, --. Temos entao que

PH{w: X(w) = z;}) = ps,

parat=1,2,--- e p; > 0 para todo 7. Logo

sz‘ =1
i=1

Observemos que isto significa que toda serie de probabilidades é convergente e, mais ainda,
de soma 1.

1 Jacob Bernoulli(1655-1705) foi um matemético suico e um dos muitos matemdticos proeminentes da
familia Bernoulli.



110 CAPITULO 3. VARIAVEIS ALEATORIAS

Como indicado na Definicao 3.9, a funcao de distribuicao da variavel aleatéria discreta X

Fx(z)=P(X <z)=> p;

r;<x
Se 14 denota a funcao indicadora do conjunto A, podemos escrever qualquer variavel aleatoria
discreta como

X(w) = Zmil{X:mi}(w), Yw € Q-
=1

com fungao de distribuicao corresponde dada por
Fx(z) =Y pib(z — ;)- (3.13)
i=1

Uma situagao um pouco mais complexa a apresentamos no seguinte exemplo. Lembremos
que na definicao de variaveis aleatorias discretas dizemos que o conjunto de valores pode ser
até infinito enumeravel como o caso a seguir.

Exemplo 3.19

Seja X uma variavel aleatoria com funcao de probabilidade

Em teoria das probabilidades e na estatistica a distribui¢ao binomial é a distribuicao de
probabilidade do niimero de sucessos em uma sequéncia de n ensaios independentes, cada um
dos quais produz como resposta sucesso com probabilidade p ou fracasso com probabilidade
1 —p. Um experimento de resultado sucesso ou fracasso também é chamado de experimento
Bernoulli; quando n = 1, a distribuicao binomial é uma distribuicao de Bernoulli.

Defini¢ao 3.13 (Distribuicao Binomial)

Dizemos que uma variavel aleatoria discreta X tem distribuicao Binomial de parametro
p se sua funcao de probabilidade é da forma

P(X =x)= (Z)px(l —p)"*, x=0,1,2,---,n; 0<p<l1: (3.14)

Escrevemos resumidamente X ~ Binomial(n.p). Observemos que n é um inteiro positivo
conhecido. Esta é a distribuicao que atribuimos, por exemplo, ao ntimero de caras obtido em
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n lancamentos de uma moeda tendo probabilidade p de obtermos cara em cada lancamento.
Mais geral, consideremos um experimento basico no qual estamos interessados na ocorréncia
ou nao de determinado evento, o qual pode acontecer com probabilidade fica p, como a
obteng¢ao do nimero 6 na face superior no langamento de um dado equilibrado. Se repetimos
o experimento bésico n vezes independentes e contamos o nimero de ocorréncias do evento
de interesse, esse nimero terd por distribuigao Binomial(n, p).

Binomial (20,0.3) Binomial (20,0.5) Binomial (20,0.7)

T
5

Figura 3.6: Representacao da funcao de probabilidade Binomial para n = 20 e trés valores
do parametro p =0.3, p=0.5e p=0.7.
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A Figura 3.6 representa trés situacoes da funcao de probabilidade Binomial para o caso
n = 20 e valores da probabilidade de sucesso 0.3; 0.5 e 0.7. Podemos perceber que esta funcao
¢ simétrica no caso p = 0.5, nas outras situagoes nao.

Na Definicao 3.13 observamos que

iP(X:x) =[p+(1-p)]" =1,

logo a expressao em (3.14) define uma fungao de probabilidade. Observemos que a fungao
de distribuicao pode ser escrita como

Fae) = Y (3= ota =,

k=0

onde §(-) é a fungao delta definida em (3.6).
Exemplo 3.20

Considere a situacao na qual r bolas sejam distribuidas em n células, de modo que cada

. 1
uma das n" disposi¢oes possiveis tenha probabilidade —. N6s estamos interessados na

n
probabilidade p, que uma célula especificada tenha exatamente k bolas.
Entao, a distribuicao de cada bola pode ser considerada como uma tentativa. Um su-

. . . 1 .
cesso resulta se a bola vai para a célula especificada, com probabilidade —; caso contrario,

1
a tentativa resultara em uma falha, com probabilidade de 1 — —.
n
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Seja X o nimero de sucessos em r tentativas. Entao

r 1 T 1 r—k
pk:P(X:k?):(k> <ﬁ> <1_ﬁ> , k=0,1,2,--- ,n-

Uma outra distribuicao discreta foi descoberta por Siméon-Denis Poisson? e publicada
em 1838 num trabalho de focava em certas variaveis aleatérias que contavam, entre outras
coisas, o numero de ocorréncias continuas que tinham lugar durante um intervalo de tempo
de determinado comprimento.

Defini¢ao 3.14 (Distribuicao Poisson)

Seja X uma variavel aleatoria assumindo valores inteiros nao negativos. Dizemos que X
tem por funcao de probabilidade Poisson de parametro 6 > 0 se
e 90"

P(X =2x)= e x=0,1,2,---- (3.15)

Resumidamente escrevemos X ~ Poisson(f), caso a fun¢ao de probabilidade da variavel
aleatdria seja como em (3.15). Observemos que X neste caso é o resultado de uma contagem
sem limite tedrico conhecido. Verifiquemos que a funcao descrita em (3.15) é de probabilidade,
para isso

0 > _—0px X Nr
e 0 0
E P(X::c):g :e’GE —=e =1
x! x!
=0 =0 =0
Nesta demonstracao utilizamos o Teorema de Taylor® para escrever
o0
9:17
66 = E —T'
—~ xl

O Teorema de Taylor afirma que qualquer funcao que satisfaga certas condigoes pode ser
representada como:

)nfl

f(&) = FO) +2f/(0) + Ff/(0) +- -+ %ﬂ"—”(m + / m %ﬂ")w du,

conhecida como série de Taylor.
Uma forma diferente de escrever o caso X ~ Poisson(f) é fazendo

X = j{:iﬂlﬂX:xb
=0

2Siméon Denis Poisson (1781-1840) foi um matematico e fisico francés.
30 Teorema de Taylor foi criado por Brook Taylor em 1712 e publicado em 1715. Brook Taylor (1685 -
1731) foi um matemadtico inglés.
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onde 14(w) = { (1) :2 Z i j ¢ a funcao indicadora do conjunto A. Podemos escrever
também
00 » 9k
Fx(z)=) e o —k),
k=0 '

como a funcao de distribuicao de probabilidades de X.

Observemos que, nem sempre, as variaveis aleatorias discretas assumem uma quantidade
finita de valores e como primeira situacao temos a variavel aleatéria com distribuicao ou
funcao de probabilidade Poisson.

Defini¢ao 3.15 (Distribuicao Geométrica)

Seja X uma variavel aleatoria assumindo valores inteiros nao negativos. Dizemos que X
tem por funcao de probabilidade Geométrica de parametro p, 0 < p < 1, se

P(X =z)=p(l —p)*, x=0,1,2,---- (3.16)

Utiliza-se esta fungao de probabilidade quando contamos o nimero de tentativas inde-
pendentes de um experimento até o primeiro sucesso, cada tentativa tem por probabilidade
de sucesso p. Observamos que, para X = n devemos ter que as primeiras n — 1 tentativas
foram fracassos e, quando X = n, aconteceu um sucesso. E claro que P(X = x) > 0 para
qualquer x > 0, também

;P(XZ:U) = ;p(l—p)x = p;(l—p)x = ﬁ =1, (317

do qual concluimos que, com probabilidade 1, um sucesso acabara acontecendo. Escrevemos
resumidamente X ~ Geométrica(p) sempre que a expressao da fungao de probabilidade de X
for dada por (3.16). Para concluirmos que a soma das probabilidades em (3.17) é um, fizemos
uso do resultado acerca da soma infinita de uma série geométrica, resultado apresentado em
(3.19). Em matemadtica, uma série geométrica ¢ uma série com uma relagdo constante entre
termos sucessivos. Assim, a soma dos primeiros n termos de uma série geométrica é

n—1
1 —pn
a+ar+ar2+a7’3+~-+ar"1=Zafk=a<1_rr); (3.18)
k=0

para r # 1 conhecido como proporcao comum e a sendo o primeiro termo da série. Fazendo
n — 00, o valor absoluto de r deve ser menor que um para a série convergir. Nessas condigoes,
a soma torna-se entao

o0
a

a+ar+ar® +ar® +art* + - = E arkzl , Ir| < 1- (3.19)
—r
k=0
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Exemplo 3.21

Suponha que X ~ Geométrica(p). Vamos mostrar que, para qualquer inteiro nao negativo

k,

P(X >k)=(1-p"
Utilizaremos o resultado em (3.18), o qual trata acerca de soma finita de uma série

geométrica. Por definicao

P(X>k) = 1-P(X <k—1) :fpu—p)“

=0

= p+pl—p)+pl—p°+-+pl—pF ' = p(

ﬂ)
= 1- [1—(1—19)’“} = (1-p)*

1—(1-p)

Uma outra variavel aleatéria discreta bastante utilizada é a chamada de Binomial Nega-
tiva a qual definimos a continuagao. Seja (€2, F, P) um espago de probabilidade de um dado
experimento estatistico e consideremos A € F com P(A) = p. Em qualquer desempenho do
experimento, se A acontece, chamamos isso de sucesso, caso contrario, um fracasso. Consi-
dere uma sucessao de tentativas deste experimento e calculemos a probabilidade de observar
exatamente r sucessos, onde r > 1 é um numero inteiro fixo. Se X denota o ntimero de falhas
que precedem 7 sucessos, X + r é o numero total de replicacoes necessarias para produzir r
sucessos. Isso acontecera se, e somente se, a ultima tentativa resultar em um sucesso e entre
os (r+ X — 1) testes anteriores existirem exatamente X falhas. Segue que

-1
P(X =) = (HT )pr(l—p)w, 2=0,1,2, - (3.20)
T
Reescrevendo a expressao em (3.20) na forma

P(X:I): <_T)pr(_Q)$v x:071a277q:1_p7

T

temos que Z (;T) (—q)* = (1—q)7" = p", do qual segue que ZP(X =x) = 1.

x=0 =0

Defini¢ao 3.16 (Distribuicao Binomial Negativa)

Para o inteiro positivo fixor > 1 e 0 < p < 1, uma variavel aleatéria X com funcao
de probabilidade dada por (3.20) é dita ter uma distribui¢ao Binomial Negativa, ou seja,
X ~ BN(r;p) se a fungao de probabilidade é

= 1
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Podemos escrever a varidvel aleatéria com distribuicao Binomial Negativa como X =

N = (ktr—1
Z tlix—z} e a funcdo de distribuicdo como Fx(z) = Z ( +]: )p"(l —p)*8(x — k).

=0 k=0
Exemplo 3.22

Um dado é rolado repetidamente. Vamos calcular a probabilidade do evento A definido
como “o numero 2 aparecera antes do nimero 5”. Com esse objetivo vamos considerar

que A; o evento que um 2 apareca na j-ésima tentativa, j = 1,2,---, pela primeira vez e
um 5 nao aparece nos j — 1 ensaios anteriores.
Entao

P(A) = 3T P(A),

J=1

Pay =2 (2

-S4 -

Da mesma forma, a probabilidade de um 2 aparecer antes de um 5 ou um 6 é 1/3 e assim
por diante.

onde

Segue que

Se, no entanto, somos interessantes na distribuicao do nimero de tentativas necessarias
para obtermos r sucessos, temos, escrevendo Y = X + r que

-1

‘P(Y:y) = <y 1>pT<1_p)y_T7 y:T;7’+1>"' (321)
T’ R

Seja X uma varidavel aleatoria com distribuicao Binomial de parametros n e p e seja Y o

varidvel aleatério definida em (3.21). Se houver 7 ou mais sucessos nas primeiras n tentativas,

no maximo n tentativas foram necessarias para obter os primeiros r desses sucessos. Nos

temos
P(X > r) = P(Y < n)

e também que

P(X <r) =P >n)
No caso especial quando r = 1, a distribuicao de X é chamada de Geométrica (Defini¢ao
3.15).

Exemplo 3.23 (Problema da caira de fésforos de Banach)

Um matematico carrega uma caixa de féstoros em seus bolsos direito e esquerdo. Quando
ele quer um fésforo, ele seleciona o bolso esquerdo com probabilidade p e o bolso direito
com probabilidade 1 — p. Suponha que inicialmente cada caixa contenha N fosforos.
Considere o momento em que o matematico descobre que uma caixa esta vazia. Nesse
momento, a outra caixa pode conter 0,1,2,..., N fésforos. Vamos identificar o sucesso




116 CAPITULO 3. VARIAVEIS ALEATORIAS

com a escolha do bolso esquerdo. A caixa no bolso esquerdo estara vazia no momento em
que a caixa no bolso direita contiver exatamente r fésforos se, e somente se, exatamente
N — r falhas precederem o (N + 1)-ésimo sucesso. Um argumento similar se aplica ao
bolso direito e nés temos vamos chamar P, a probabilidade de o matematico descobrir
que uma caixa num bolso estive vazia enquanto a outra contiver r fésforos. Desta maneira

Velos que
2N —r 2N —r
P = N+1, N—r N+1, N—r,
(N—T)p LA N S L

Por fim, vejamos como definirmos mais uma distribuicao discreta, chamada de hiper-
geométrica. Suponhas temos uma caixa que contém N bolinhas de gude. Desas, M sao
retirados aleatoriamente, marcadas e devolvidos a caixa. O conteido da caixa é entao com-
pletamente misturado. Em seguida, n bolinhas de gude sao sorteadas aleatoriamente da caixa
e marcadas sao contadas. Se X denota o niimero de bolinhas de gude marcadas, entao

)] o

(%)

x < min(M,n)- (3.23)

Como x nao pode exceder M ou n, devemos ter

Também, z > 0e N — M > n — x, de maneira que

z > max(0, M +n— N)- (3.24)

Defini¢ao 3.17 (Distribuicao Hipergeométrica)

Uma variavel aleatéria X com fun¢ao de probabilidade dada em (3.22) satistazendo as
restri¢oes (3.23) e (3.24) é chamada de varidvel aleatéria hipergeométrica.

Observemos que
" /a b a+b
()65 - (10)
para a e b numeros arbitrarios e n um inteiro positivo. Segue entao que

()02

Y P(X=1)=-2 N
()

T
n
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Exemplo 3.24

Um lote composto por 50 lampadas é inspecionado tomando aleatoriamente 10 lampadas
e testando-as. Se o numero de lampadas defeituosas for no maximo 1, o lote é aceito;
caso contrario, sera rejeitado. Se houver, de fato, 10 lampadas defeituosas no lote, a
probabilidade de aceitar o lote é

(D6) |, )
() ()

De maneira geral podemos concluir a afirmagao do teorema seguinte como resumo das
funcoes de probabilidades.

Teorema 3.24

Seja {pn}n>0 uma série de nimeros reais nao negativos tal que >~ p, = 1. Entao,
08 {pn}n>0 correspondem aos valores de alguma fun¢ao de probabilidade, para alguma
variavel aleatoria X .

Demonstracao: Exercicio. |

Neste caso dizemos também que a funcao de distribuicao é discreta. A funcao de proba-
bilidade P sempre existe, e se lhe conhece também como funcao de massa de probabilidade.
Costuma-se utilizar o termo funcao de densidade como uma analogia com o caso de varidveis
aleatérias continuas e absolutamente continuas, definidas mais adiante. Observe que a funcao
de probabilidade P é uma fun¢ao nao negativa de soma um ) . P(X = z;) = 1. Recipro-
camente, como demonstrado no Teorema 3.24 toda funcao da forma como na Defini¢ao 3.10
que satisfaca estas duas propriedades chama-se funcao de probabilidade sem que, necessari-
amente, tenha sido definida uma variavel aleatoria.

Vejamos agora o caso continuo.

3.2.2 Variaveis aleatorias continuas

Definicao 3.18

Uma funcao de distribuicao que é continua em todos os pontos é chamada de funcao de
distribuicao continua.

Sabemos que F,; é uma funcao crescente limitada que constitui a parte de salto de F', uma
funcao de distribuicao qualquer, e se for subtraida de F' o restante deve ser positivo, nao
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conter mais saltos e assim ser continua. Isso foi provado nos Teoremas 3.21 e Teorema 3.22.
Vamos agora resumir esses dois teoremas, como segue.

Teorema 3.25

Toda funcao de distribuicao F' pode ser escrita como uma combinacao lineal convexa de
uma funcao de distribuicao discreta F,; e outra continua F,, isto €, admite-se a seguinte

representacao
F(x) = aFy(x) 4+ (1 — a)F.(x), Vo € R,

onde 0 < a <1 e esta tal decomposicao é tinica.

Demonstragao: Suponhamos que F. # 0 e Fy # 0 no Teorema 3.21. Podemos entao definir
a = Fy(o0) de modo que 0 < a < 1,

1
1l -«

1
= —Fy, = F.
(e}

€ escrever

F=aF +(1-a)F (3.25)

Agora, F é uma fungao de distribuicao discreta e F é uma fungao de distribuicao continua
e F' é uma combinacao convexa deles. Se F,. = 0, entao F' ¢é discreta e estabelecemos a = 1,
Fy =F, I, =0; se Fy = 0 entao F' é continua e nés temos o« = 0, I} = 0, Fb = F, em
qualquer caso extremo (3.25) permanece valido. |

Definicao 3.19 ( Varidvel aleatéria continua)

A variavel aleatoria X disse-se continua se sua correspondente funcao de distribuicao é
uma func¢ao continua.

Exemplo 3.25

A classe das funcoes de distribuicao continuas é extensa, escolhemos agora duas delas,
as quais apresentam expressoes matematicas simples e mostradas na Figura 3.7.
A continuacgao as expressoes matematicas das primeiras fungoes de distribui¢ao continuas

escolhidas.
0, caso r <0
0, casox <0
(a) F(z) =<¢ x, caso0<xz<1 e (b) F(x) =
1—e™™, caso0<zx
1, casoxr > 1

As distribuigoes continuas se classificam, por sua vez, em distribuicoes absolutamente
continuas e distribuicoes singulares.
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1.0
1.0

F(x)=1-e*sex=0

Fx)=1,sex=1

0.8
0.8
Il

& F(x) = x, se 0<x<1

0.6

0.4
0.4

0.2
0.2

F(x)=0,sex<1

F(x)=0,sex<0

0.0
|
0.0
|

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 3.7: Funcoes de distribuicao apresentadas no Exemplo 3.25. A esquerda a distribuicao
em (a) e a direita a distribui¢ao definida em (b).

Defini¢ao 3.20 ( Varidvel aleatdria absolutamente continua)

Uma varidavel aleatéria continua X, com func¢ao de distribui¢ao Fx(z) se disse absoluta-
mente continua, se existe uma funcao nao negativa e integravel f tal que, para qualquer
valor de x € R se cumpre

Fy(z) = /_ " f(w)du. (3.26)

Em tais situagoes diz-se que a funcao f(x) é fungao de densidade de X .

Mesmo quando exista uma fungdo nao negativa e integravel f que satisfaca (3.26), esta
pode nao ser Unica, pois basta modifica-la num ponto para que seja ligeiramente diferente e
mesmo assim seguir cumprindo (3.26). Embora isso, nos referiremos a fungao de densidade
como si fosse tnica e justifica-se pelo fato de que as probabilidades sao as mesmas, seja
utilizando uma fungao de densidade o modificagdes dela que cumpram (3.26).

E claro que a funcao de densidade de uma variavel aleatéria absolutamente continua é
nao negativa e sua integral sobre toda a recta real é um. Reciprocamente, toda funcao f
nao negativa que integre um em R chama-se funcao de densidade. Se X é absolutamente
continua com funcao de distribuicao F'x e funcao de densidade continua f, entao teorema
fundamental do célculo estabelece que, da relagdo em (3.26), F'(z) = f(z), Vo € R. Além
disso, a probabilidade de que X tome um valor no intervalo (a, b) é a drea baixo a fungao de
densidade sobre o intervalo.

Isto se ilustra na Figura 2.6, a probabilidade é a mesma incluindo ou excluindo os ex-
tremos do intervalo. Podem construir-se exemplos de variaveis aleatorias continuas que nao
tem funcao de densidade, isto é, que nao exista uma funcao f nao negativa e integravel sa-
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tisfazendo (3.26) para qualquer nimero real x. Em tais situagoes diz-se que a distribuigao é
singular.

Definicao 3.21 ( Varidvel aleatéria singular)

A variavel aleatoria continua X ou sua correspondente fun¢ao de distribuicao continua
Fx, chama-se singular se F(x) = 0 quase certamente, isto é, o conjunto nos quais
F'%(z) = 0 tem probabilidade 1 de ocorrer.

Podemos escrever diferente a afirmacao neste definicao: dizemos que X é uma variavel
aleatoria continua singular se

P({z eR: Fi(z) = 0}) = 1- (3.27)

Uma situagao interessante das variaveis aleatorias singulares, isto é, de variaveis aleatorias
cujas funcoes de distribuicao sao continuas porém nao tém funcao de densidade é o caso
da distribuicao de Cantor. Uma excelente referéncia neste assunto é Dovgoshey, Martio,
Ryazanov & Vuorinen (2006).

Exemplo 3.26 (Distribuicao de Cantor)

A distribuicao de Cantor € a distribuicao de probabilidade cuja funcao de distribuicao é a

funcao Cantor. Esta distribuicao nao tem nem uma funcao de densidade nem uma funcao
de probabilidade, pois embora sua funcao de distribuicao seja uma fun¢ao continua, a
distribuicao nao é absolutamente continua nem possui probabilidades positivas pontuais.
Portanto, nao é uma distribui¢cao de probabilidade discreta nem absolutamente continua,
nem é uma mistura dessas. Pelo contrario, é um exemplo de uma distribuicao singular.
Esta funcao de distribuicao é continua em todos os lugares, mas horizontal em quase
todos os lugares.

A distribuicao de Cantor é a distribuicao de probabilidade unica para a qual em
qualquer C,, n € {0,1,2,3,---}, que definem o conjunto de Cantor (ver Exemplo 2.5), a
probabilidade de um intervalo particular em C,, contendo a variavel aleatoria distribuida
por Cantor é identicamente 2~" em cada um dos 2" intervalos.

Seja x € [0, 1], a expansao ternaria de x é

r = Zl “’é(f), an(z) € {0,1,2}- (3.28)

Denotemos por N, o menor n com a,(z) = 1 se existir e escolhemos N, = 0o se nao
houver tal a,(x). Entao, a fungao de Cantor F : [0,1] — R pode ser definida como

an(x
on

~—

MH

F(z) = ! +

= N, (3.29)

n=1

Vamos demonstrar que F, definida em (3.29) é continua e crescente, mas nao absolu-
tamente continua.
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Demonstracgao : Segue-se diretamente de (3.29) que F' é uma fungao crescente, e além disso
(3.29) implica que F é constante em todo intervalo J C [0, 1]\ C, sendo C o conjunto de
Cantor. Observe também que se x,y € [0,1], x # y, e x tende para y, entdo podemos
tomar representacoes ternarias (3.28) para que

min{n : |a,(z) —a,(y)| # 0} — oo

Assim, a continuidade de F' também decorre de (3.29). O fato de F' ser mondtona e a
constancia de F' em cada intervalo J implica que F' é singular. Devida a que F' é singular
e nao constante entao nao é absolutamente continua. Outro detalhe é que F(z) < 1,
para todo z € [0, 1]. [ |

Mostramos a forma da distribuicao de Cantor na Figura 3.8.

Um detalhe interessante é que o conjunto de Cantor C pode ser construido como o conjunto
de todos os pontos de [0, 1] que tenham expansdao como em (3.28), utilizando somente os
digitos 0 e 2. No caso x € C, temos a,(z) € {0,2} e a fungdo de Cantor assume a forma

Z_; a,;(nx).

Observe que existe um sutil diferenca entre uma funcao de distribuicao discreta e a fungao
de distribuicao de Cantor. O detalhe é que toda funcao de distribuicao discreta tem des-
continuidade em pontos fixos, em todos os exemplos mostrados anteriormente de varaveis
aleatdrias X discretas, P(X = x) > 0 para valores fixos de x, por exemplo, nas distribuigoes
Poisson e Geométrica em todo x € N, no caso Bernoulli de X = z; e X = x5 fixos, no caso
Binomial quando X € {1,2,--- n}. Isso ndo acontece na distribuigdo de Cantor, embora
parega discreta nao é, é continua e constante em todo intervalo J C [0,1] \ C. Pode-se de-
monstrar que P(C) = 0, logo a distribuigao de Cantor tem derivada F’(z) = 0 num conjunto
de probabilidade 1.

F(z) =

(NN

8/8
7/8 —
6/8 —

5/8 —

4/8
3/8 —~
2/8 —

1/81 —

0 1/9 2/9 39 49 59 69 7T/9 89 99
X

Figura 3.8: Funcao de distribuicao de Cantor. Reproducao da figura mostrada no artigo de
Dovgoshey et al. (2006).
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Lembremos que todo conjunto da o-algebra de Borel pode ser obtido por uma quantidade
enumeravel de operagoes de unioes, intersecoes, complementos e diferencas de intervalos. Por
isso, pode ser demonstrado o seguinte resultado.

Teorema 3.26

P(B) = /B f(t)dt,

para todo Boreliano B. Ainda temos que F(x) = %x(x) = f(x).

Demonstracao: Exercicio.

Exemplo 3.27

(

1

2+

0, se

(04 u)du = +%<9m+—), se
e

1, se

Seja X uma variavel aleatoria continua com funcao de distribuicao F'x. Entao existe
uma funcao real continua de forma que

Seja X uma variavel aleatéria com funcao de densidade triangular, isto é, cuja funcao de

densidade é da forma

(3.30)

Nao é dificil provar que esta é uma densidade. Observemos que f > 0 e que

< —0
—-0<x<0

0<z<¥

x>0

No caso discreto P(X = a) ¢é a probabilidade de que a varidvel aleatéria X assuma o
valor a. No caso continuo f(a) ndo é a probabilidade de X assumir o valor a. De fato, se X
é do tipo continuo, entao assume cada um dos diferentes valores com probabilidade 0.

Teorema 3.27

Seja X uma variavel aleatoria de qualquer tipo. Entao

P(X =a)= 1imP(t <X <a)
—a
t<a
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Demonstracao: Seja t1 <ty < --- < a, t, — a € escrevamos
A, ={th < X <a}

Entao, {A,}n>1 é uma sequéncia nao-crescente de eventos que converge para

() 4n ={X =a}

Segue entao que
lim P(4,) = P(X = a)-

n—o0 [ |

Observemos que P(t < X < a) = Fx(a) — Fx(t), do qual segue que

%n; Pt< X <a) P(X =a) = Fx(a) g? Fx(t)

= FX(CL) — Fx(ai)'

Assim, Fy tem uma descontinuidade de salto em a se, e apenas se, P(X = a) > 0, ou seja,
Fx é continua em a se, e somente se, P(X = a) = 0. Caso X uma varidvel aleatéria do tipo
continuo, P(X = a) = 0 para todo a € R. Além, disso,

PR\ {a}) = 1

Desejamos lembrar mais uma vez que, se P(A) = 0 para algum A € B(R), chamamos de A
um evento com probabilidade zero ou um evento nulo. No entanto, nao significa que A = ().
Da mesma forma, se P(B) = 1 para algum B € B(R), chamamos B de evento certo, mas
nao segue por isso que B = ().

Exemplo 3.28

Seja X uma variavel aleatoria com funcao de distribuicao da forma

0, se =<0,
Fx(x)=4 z, se 0<z<1, -
1, se 1<z

Diferenciando F'x em relacao a x, nos pontos de continuidade, obtemos a forma da funcao

de densidade como
. de(ZE) _{ O’ se I¢ (071)

fla) = S

A fungao f nao é continua em x = 0 ou x = 1. Podemos definir f(0) e f(1) de qualquer
maneira. Escolhendo f(0) = f(1) =0, temos que

1, se O0<z<1

1, se O<z<1
fz) = L
0, caso contrario

Entao, por exemplo, P(0.3 < X < 0.55) = Fx(0.55) — F'x(0.3) = 0.25.
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Vejamos agora duas propriedades importantes da funcao de densidade. Normalmente,
¢ mais conveniente especificar o comportamento distribucional de uma variavel aleatoria
continua por meio de sua funcao de densidade do que por meio de sua funcao de distribuicao.
A funcao de densidade descreve essencialmente a probabilidade de X assumir valores em uma
vizinhanga de um ponto z e, portanto, é andloga a fungao de probabilidades de uma variavel
aleatéria discreta. Da Definicao 3.20 acima, temos

T+e€
Px<X<z+e¢) = / flu)du =~ ef(z) > 0, Vz,

se € for pequeno e f continua em z. Assim temos demonstrado a primeira propriedade da
funcao de densidade, ela é sempre nao negativa. Uma segunda propriedade da funcao de
densidade é que

o]

/ f(z)dz = lim Fx(z)— lim Fx(z) = 1-
o T—00 T——00
E importante notar que as fungoes de densidade nao sao exclusivamente determinadas;

isto é, dada uma funcao de densidade f é sempre possivel encontrar uma outra funcao de

densidade f* tal que
b b
[ t@re = [ 5@

para todos a e b, mas para os quais f’ e f diferem em um finito nimero de pontos. Esta
nao-singularidade nao coloca problemas, em geral, para calculos de probabilidade, mas pode
representar problemas sutis em determinadas aplicagoes estatisticas.

Se a fungao de distribuicao F' for diferenciavel em z, podemos encontrar a funcao de
densidade f como sendo a derivada de F' em x: f(x) = F'(x), segundo nos disse o Teorema
3.26. Para fins de manipulagao, podemos assumir que f(z) = F’(x) quando a derivada é bem
definida e definimos f(z) arbitrariamente quando nao é. Vejamos isto no seguinte exemplo.

Exemplo 3.29

Suponhamos que X tenha por funcao de densidade

{cz3, para0 <x <1

fz) =

0, caso contrario
onde ¢ é uma constante positiva. Para determinar o valor de ¢, notamos que
c

0 1 00
1=P(—oo<X<oo):/ 0d:v+/ cx3dx+/ de:4,
0 1

—0oQ
do qual obtemos que ¢ = 4. Podemos também determinar a funcao de distribuicao
integrando a densidade de —oo a qualquer ponto x; nés obtemos

0, caso =<0
Fx(x) = < 2% caso 0<x<1
1, caso = >1

Como observamos acima, podemos modificar a funcao de densidade em um nimero
enumeravel de pontos e ainda obter a mesma funcao de distribuicao. Por exemplo, se
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definirmos

. cx®, para0<ux <1
fr(x) =

0, caso contrario

entao obtemos a mesma funcao de distribuicao, embora f* difere de f emx =0 e x = 1.

Observemos que se f > 0 e satisfaz
+o00
lim Fx(x) = Fx(4+00) = ft)ydt = 1.

T—00 oo

Sejam a e b dois nimeros reais tais que a < b. Entao

Pla< X <b) = Fy(b) — Fy(a) = /bf(t)dt-

Teorema 3.28 (Caracterizacdo de funcdo de densidade)

Toda funcao real integravel f sobre R, satisfazendo:

(a) f>0e

+o0o

() | fa)de =1

é a funcao de densidade de alguma aleatoria X de tipo absolutamente continuo.

Demonstragao: Segundo o Teorema 3.26 basta mostrar que a f corresponde uma funcao de
distribuicao F'. Definimos

F(z) = /x f(t)de, z € R-

Exemplo 3.30

Segundo o Teorema 3.28, qualquer seja a fungao real integravel que satisfaga os itens (a)
e (b) é uma fun¢ao de densidade. Vejamos a seguinte situagao:

1
f($):m, O<x<l1:

Observemos que f > 0, para todo x € (0,1) e verifica-se que o item (b) também vale.
Esta é chamada de densidade arcoseno. Verificamos que f, acima definida, é uma funcao
de densidade sem mesmo dizermos qual é a variavel aleatoria.

Estudaremos agora distribuicoes absolutamente continuas usadas com mais frequéncia,
as quais chamaremos de modelos probabilisticos continuos, e descreveremos algumas de suas
propriedades importantes. Devemos deixar claro que a classe das variaveis aleatérias ab-
solutamente continuas contém muito mais modelos do que a classe das varidveis aleatorias
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singulares, por este motivo, muitas vezes confundem-se estas duas classes e consideram-se as
variaveis absolutamente continuas como sendo toas as variaveis aleatérias continuas. Em to-
das as situagoes definidas a continuacao a funcao que descreve o comportamento da variavel
aleatoria particular é uma funcao de densidade. Também de vemos mencionar que os mo-
delos probabilisticos continuos definem-se a partir da funcao de densidade. No caso discreto
modelos foram descritos a partir da funcao de probabilidade.

Definicao 3.22 (Distribuicao Uniforme)

Uma varidvel aleatoria X diz-se satisfaz a distribui¢ao Uni forme(a, B) continua se tem
por fungao de densidade
1
fl@)=4 B-a

0, caso contrario

uando a <z <
E seshb (3.31)

Escrevemos X ~ Uniforme(a, ().

Observa-se que nesta definicao nada dizemos acerca da constantes « e 3, entendemos que
a < f e nada mais. Significa que ambas podem ser ntimeros negativos, a pode ser negativa
enquanto f um numero positivo ou ambas quantidades podem ser positivas. Qualquer seja
a situacao se X ~ Uniforme(a, 5) a densidade é como em (3.31). Nesta situacao a funcao
de distribuigao é

0, se T <
Fx(z) = ;:Z, se a<z<p -
1, se x>0

Assumindo que («, 8) = (0,1) temos a distribuicao Uniforme(0,1), também chamada
Uniforme padrao, apresentamos esta funcao de densidade assim como a funcao de distribuicao
correspondente na Figura 3.9.

Teorema 3.29 (Transformacao Integral de Probabilidade)

Seja X uma variavel aleatoria absolutamente continua com funcao de distribuicao
Fx. Entao, Fx(X) é uma varidvel aleatoria com distribui¢ao Uniforme(0,1), ou seja,
Fx(X) ~ Uniforme(0,1).

Demonstragao: Definamos Y ~ Fx(X). Entao
Fy(y) = PY <y) = P(Fx(X)<y)
= P(X<Fy'(y) = Fx(Fx'(9) =y, 0<y<l

Fy é a fungao de distribuicao de uma varidvel aleatéria Uni forme(0, 1). |
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Funcéo de densidade Uniforme(0,1) Funcéo de distribuicdo Uniforme(0,1)
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Figura 3.9: Fungao de densidade (esquerda) e de distribuigao (direita) Uniforme(0,1).

Exemplo 3.31

Suponhas que X tenha a funcao de densidade dada por

0, se x<0
f@) = { -
e

rose x>0

Entao,

() 0, se <0
Fx(z) = .
X 1—e™, se x>0

Seja agora Y = Fx(X) =1 — e . Encontremos a fun¢ao de densidade de Y .
Com esse objetivo, vemos que a func¢ao de distribui¢ao da variavel aleatéria 'Y é

0, se y <0 0, se y <0
Fy(y) = Pl—eX<y), se 0<y<l =4 1-€"09 se 0<y<1,
1, se y>1 1, se y>1

do qual concluimos que Fy (y) =y, quando y € (0,1) e zero caso contrario, portanto, Y
é uma varidavel aleatéria com distribui¢ao Uni forme(0,1).

Pede-se ao leitor que considere o que acontece quando F' é a funcao de distribuicao de uma
variavel aleatoria discreta. Uma aplicacao da propriedade apresentada no Teorema 3.29, da
distribuicao Uniforme, é o chamada residuo quantil nos modelos de regressao generalizados
e outros modelos de regressao avancados (Dunn & Smyth, 1996). Podemos perceber que,
mesmo sendo a distribui¢do Uni forme(0, 1) simples, como func¢do de densidade, a aplicabi-
lidade é grande. Na direcao inversa, o seguinte resultado ¢ valido.
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Teorema 3.30

Seja F' uma funcao de distribuicao e X uma variavel aleatéria com distribuicao
Uniforme(0,1). Entao existe uma fungao h de maneira que h(X) tém por distribuicao
F', ou seja,

P(h(X) <z) = F(z), Vz € (—o0, +00)-

Demonstracao: Temos trés situagoes:

(i) Seja F uma fungao de distribui¢ao discreta. Consideremos que Y ~ F e que P(Y =

Yk) = Pk, k =1,2,3,---. Definamos h como segue:
( Y1, se 0<z<p
Y2, se P1 =z <p1+p2
h(z) =

Y3, se pr+p2<x<p1+pst+p3

Entao
P(WMX)=wy) = PO< X <p1) = p
P(h(X)=1ys) = P(p1 < X <p1+p2) =
Ph(X)=y3) = Plpi+p2<X<pi+p+p3) = p3

e, em geral, P(h(X) = yk) = pk, k = 1,2,3,--- Portanto, h(X) é uma varidvel
aleatéria discreta com distribuicao F'.

(i) Seja F uma funcdo de distribuicdo continua e estritamente crescente. Neste caso F 1
estd bem definida e podemos escolher h(X) = F~!(X). Temos entdo que

P(h(X <z) = P(FYX)<uz)

(iii) No caso geral, definimos
F~Y(y) = min{z : F(z) >y} (3.32)

e seja h(X) = F~1(X). Acontece que, se y satisfaz que F~!(y) < x, isto implica que
para todo € > 0, y < F(z + €). Desde que ¢ > 0 é arbitrario e F' continua a direita,
fazendo € — 0 concluimos que y < F(x). Dado que y < F(x) implica que F~1(y) < =,
pela definicao em (3.32) segue que

{yeR: Fl(y)<a} ={yeR:y<F(z)}

Entao
P(FY(X)<z) = P(X < F(2)) = F(z)
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Este teorema é bastante til na geracao de amostras com a ajuda da distribui¢ao uniforme:
escolhemos um y € (0, 1) arbitrario e, em seguida, usamos o inverso da fungao de distribuicao
desejada = Fiy'(y) para encontrar um elemento x da distribui¢do correspondente F.

Exemplo 3.32

Vejamos o procedimento tedrico de geracao de dados na distribuicao logistica. Conside-
remos a funcao de densidade logistica de parametros u € R e o > 0, definida como

| e-law/o
f(.]?) = 27 reR
7 (14 e/

A funcao de distribuicao logistica é da forma

1

B = e

Queremos encontrar um ponto da distribuicao Fx.
Para isso escolhemos y € (0,1) qualquer e fazemos

1

Y= e

de uma simples algebra, obtemos que

n - )
1—y o

de maneira que o valor procurado de Fx é x = u+ oln (1 i )
-y

Uma caracterizacao interessante da distribuicao uniforme é dada pelo seguinte teorema,
este resultado sera utilizado para caracterizar algumas outras distribuicoes.

Teorema 3.31

Seja X uma varidvel aleatoria absolutamente continua com valores em (0,1) ou suporte
o intervalo (0,1). Se P(x < X < y) depende somente do comprimento y — x para todo
0<z<y<1, entao

X ~ Uniforme(0,1)-

Demonstracao: Seja P(x < X <y) = f(y — ), sendo f alguma funcdo. Entao,
flz+y) = PO< X <z+y) = PO< X <z)+Plx< X <z+y) = f(z)+f(y) (3.33)

Observemos que f é continua a direita. Temos entao que, pela relagdo em (3.33), f(z) =
f(z) + f(0), de maneira que f(0) = 0. Também

0= f(0) = flx—2x) = f(z) + f(—x),
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do qual vemos que f(—x) = —f(x). Isso mostra que f(z) = cx para alguma constante c. E
suficiente mostrar o resultado para x positivo. Seja m um inteiro, entao

fetat4a) = f@)+f@)+---+ flx) = mf(z)

m vezes m vezes

Escolhendo x = n/m, sendo n < m, temos que
o ) = ().
m m

n n

F(2) = =5 = Zs),

m

de maneira que

para n e m inteiros positivos. Escolhendo f(1) = ¢, provamos que f(x) = cz, para nimero
racionais . Para completarmos a demonstragao vamos considerar a caso onde x é um ntimero
irracional positivo. Podemos encontrar uma sequéncia decrescente de nimeros racionais

positivos 1, za, - -+ tais que lim, .o x, = 7. Como f é continua a direita,
f(x) = lim f(z,) = lim cz, = cz-
Tp—T ™ Tpn—T

Agora, para 0 <z <1,
F(z) = P(X<0)+ PO0<X<ux)
= F0)+ PO0<X<z) = f(z) = cx-

Dado que F(1) = 1, nés devemos ter ¢ = 1, de modo que F(z) =z, 0 <z < 1. |

Defini¢ao 3.23 (Distribuicao Exponencial)

Seja X uma variavel aleatoria assumindo valores reais nao negativos. Dizemos que X
tem por funcao de densidade Exponencial de parametro 6 > 0 se

f(z) = e, x>0 (3.34)

Nao ¢ dificil demonstrarmos que se X tem densidade como em (3.34) a integral definida,
no intervalo de variagao da varidvel [0,00), é um e ainda temos que a fungao de distribuicao
é Fx(x) =1—e%. Dado que a fungao de distribuigao Fx é estritamente crescente sobre o
conjunto onde Fx(z) > 0, podemos determinar a inversa Fy ! resolvendo a equacio

1 —exp ( - QF_I(ZL‘)> = zx,
1
que produz F~!(x) = ~3 In(1 — ). Entao, se U ~ Uniforme(0,1) temos que

X = —07'In(1 — U) ~ Exponencial(f)-
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Observe que 1 — U tem a mesma distribuigao que U, também temos que —0~'In(U) ~
Exponencial(0).

Uma observacao interessante ¢ que uma funcao de distribui¢ao pode corresponder a varias
variaveis aleatdérias no mesmo espago de probabilidade (€2, F, P). Por exemplo, seja X uma
variavel aleatéria com funcéo de distribuicao Fi () = e **/2/v/2n, definida para todo = € R.
Entao, a variavel aleatoria —X tem a mesma funcao de distribuicao e, consequentemente,
Fx = F_x. No entanto, P(X = —X)=P(2X =0)=P(X =0) =0.

Uma fungao interessante é a chamada generalizacao do fatorial ou fatorial de um ntmero
real. Esta funcao é a gama, definida como

INa) = / e du, (3.35)
0

quando a > 0. Em particular, se « = 1, I'(1) = 1. Caso « > 1, por integragdo por partes
prova-se que

Na) = (a—1) /000 e Pdr = (a— DIl'(a— 1)

Caso @ = n seja um inteiro, temos que I'(n) = (n — 1)!. Utilizaremos a fun¢ao gama para
definirmos a seguinte funcao de densidade.

Existe uma relacio especial entre a distribuicao Poisson e a funcio gama incompleta®.
Seja X ~ Poisson(\), entao

1 oo
P(X <x) = / e “u® du, (3.36)
A

- z!

de maneira que expressamos a funcao de distribuicao Poisson em termos da funcao gama
incompleta. Para percebermos que a relagao acima é verdadeira, observemos que

d . — 1 A\ k-1 Eo-A) —\7e
aP(Xﬁx)—;g(keA —)\e)_T7

do qual segue que a expressao em (3.36).

Definicao 3.24 (Distribuicio Gama)

Seja X uma variavel aleatéria assumindo valores positivos. Dizemos que X tem por
funcao de densidade gama de parametros a >0 e 3 > 0 se

1 maflefx/ﬁ

() B ’

e zero caso contrario. Escrevemos X ~ Gama(a, ().

flz) = T x>0, (3.37)

4A funcdo gama incompleta é uma variacdo da funcio gama completa definida em (3.35). No caso da
gama incompleta define-se por uma integral com um dos limites, superior ou inferior, finito e nao infinito.



132 CAPITULO 3. VARIAVEIS ALEATORIAS

Um caso especial acontece quando o = 1, nesta situacao chegamos a distribuicao expo-
nencial de parametro 1/5. A fungao de distribui¢ao de X ~ Gama(ca, ) é da forma

0,sex <0

x 3.38
/ w e P du, sex >0 ( )
0

Fx(r) = 1
I'(a)pe

Na Figura 3.10 apresentamos diferentes formas das densidade exponencial, gama e 2,
esta tltima definida logo a depois da figura. Nas defini¢oes destas distribui¢oes assim como
no caso uniforme, estas e todas as fungoes de densidade apresentadas e que depois iremos
definir dependem de valores reais que, se nao especificados sao chamados de parametros.
Desta forma a densidade Uniforme(a, ) depende dos parametros o < f, o, € R; a
densidade Exponencial(6), depende do parametro 6 > 0 e a densidade Gama(«, ) depende
dos parametros o > 0 e f > 0. Podemos dizer que, mais do uma funcao de densidade,
definimos familias de funcoes de densidade em todas as situacoes anteriores. O mesmo
acontece com as fungoes de probabilidade.

Dependendo de diferentes valores dos parametros que definem as densidades exponencial,
gama e Y2 mostramos nas Figuras 3.10 e 3.11 alguns dos elementos que formam as familias
mencionadas.

1.0
20

15

Densidade xz(n)
0.4 0.6
!
Densidade Exponencial
10
1

05

0.2

0.0
0.0

Figura 3.10: A esquerda mostramos diferentes formas que pode assumir a funcao de densidade
x?, com valores do parametro n = 1,2,3,5. A direita mostramos a forma correspondente
assumida pela distribuigado Exponencial(f) com valores do parametro 6 = 0.5,1.0 e § = 2.0.

Perceba como sao parecidas estas densidades, conforme os valores dos parametros.

Um outro caso especial da densidade gama acontece quando « = n/2, n > 0, n € Ne
£ = 2, esta situagao chama-se distribuicao qui-quadrado.
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2.0

a=10,p=05

15

- a=80,3=0.1

Densidade Gama(a,B)
1.0

0.5

Figura 3.11: No gréfico mostramos formas assumidas pela densidade Gama(c, ), para os
valores dos parametros mostrados.

Definigao 3.25 (Distribuicao x?)

Dizemos que X tem por funcao de densidade x? com n graus de liberdade se

0, se <0

flz) = 1 n/2—1_—z/2 ’ (3.39)
Wfﬁ / (& / , Se x> 0

Resumidamente escrevemos X ~ x%(n).

Acontece que se X ~ Poisson()), sua fungao de distribuicao pode ser escrita em termos
da funcao gama incompleta ou em termos da distribuicao x? da seguinte maneira:

d B — 1 —kyk—1 kA
ﬁP(XSx) = %HO{:@ AP — Ne >
B —\%e A
B x
disto segue que
1 oo
P(X <o) = — / we du- (3.40)
A Y

A distribuicao qui-quadrado é uma das distribuicoes de probabilidade mais amplamente
usadas nas estatisticas inferenciais, principalmente no teste de hipdteses ou na construcao de
intervalos de confianga. A distribuicao definida em (3.39) é as vezes chamada de distribuicao
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qui-quadrado central. Essa distribuicao foi descrita pela primeira vez pelo estatistico alemao
Friedrich Robert Helmert em artigos de 1875 a 1876, onde ele calculou a distribui¢ao amostral
da variagao da amostra de uma populacao normal.

Uma outra forma de escrever a expressao em (3.40) é a seguinte:

P(X <z) = P(Y >2)),

onde X ~ Poisson()\) e Y ~ x*(2x + 2).
No seguinte exemplo definimos um distribuicdo chamada de Cauchy?®.

Exemplo 3.33 (Distribuicao Cauchy)

A variavel aleatoria X diz-se tem distribuicao Cauchy de parametros o > 0 e u € R se
tiver por funcao de densidade

o 1

flz) =
Escrevemos X ~ Cauchy(p, o). Vamos demonstrar que a expressao em (3.41) é uma

funcao de densidade. Para isso notemos que f > 0, portanto devemos provar somente
que a integral é 1. Fazendo a substituicao y = (x — p)/o, temos que

/Oof(x)dx - l/OO dy_ _ 2tan—l(y)oo =1

T ) oo 1+ 92 T .

Observemos que para provarmos que a fungao em (3.41) é fun¢ao de densidade, trans-
formamos X ~ Cauchy(u, o) em uma nova variavel aleatéria Y ~ Cauchu(0,1). Nesta
situacao, a funcao de distribui¢ao assume a forma

1 1
Fy(y) = 5 + ;tan_l(y)y —o0 <Yy < 00

Diversas propriedades da distribuicao C'auchy podem ser encontradas em Pitman & Wil-
liams (1967).

Defini¢ao 3.26 (Distribuicao Beta)

Uma variavel aleatoria X é dita ter por distribuicao Beta de parametros a > 0 e 8 > 0
se sua funcao de densidade tiver a forma

f(z) = 5((3)—45(?);5&1(1 —z)f 0<z<l (3.42)

Escrevemos X ~ Beta(a, ().

5 Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857) foi um matemético, engenheiro e fisico francés que fez contribuigoes
pioneiras para varios ramos da matemaética, incluindo analise matematica e mecanica continua.
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A funcao de distribuigao Beta(a, #) é da forma

0, se <0
—{ Tle+p) [7 -
Fx(z) = —/ =11 —w)’1d 1
ST /s u® (1 —u) u, se 0<z<
1, se 1<z

Observemos que no caso especial o = 5 = 1, temos a distribuicao Uniforme(0,1). Uma
caracteristica importante é se X ~ Beta(a, ), entdo 1 — X ~ Beta(,«). Em particular,
X ~ Beta(a, ) se, e somente se, 1 — X ~ Beta(a,a). Estas afirmagoes implicam que a
fungao de densidade em (3.42) satisfaz que

flz) = f(1—2x), 0<z<l1:

Devemos destacar que se X e 1 — X tem a mesma distribuicao, isto nao significa que
X ~ Beta(a, ). Para vermos isso basta assumirmos que a densidade de X seja

o ['(a+pB) a—1_B-1 a—1
f(z) = ZW((l—x) 2?1+ (1-2) xﬁ—1>,

a qual satisfaz que f(z) = f(1 — ), mas nao é a densidade Beta(a, f3).

Definicao 3.27 (Distribuicio Normal)

Seja X uma variavel aleatoria assumindo valores reais. Dizemos que X tem por funcao

de densidade Normal se | ,
T) = e T, r € R, 3.43
f@) = 7 (3.43)
1)

resumidamente escrevemos X ~ N (0,

Esta funcao de densidade é conhecida como densidade Normal padrao, isso porque nao
depende de parametros. Outra forma de definir a densidade Normal serda apresentada na
Segao 3.3. Vamos demonstrar agora que a fun¢do em (3.43) é uma densidade. Como f é
nao-negativa uma ideia entao é verificar que o quadrado da integral é igual a 1. Temos que

(/7 s ( e dx) ([ )

+oo
= / e~ @ +y*)/2 44 dy-
o

Mudemos para coordenadas polares (6, p), onde x = pcos(f) e y = psen(f), com 6 €
(0,2m) e p € (0, +oo). Desta maneira p?> = 22 + y? e dozdy = pdpdf. Entdo

+o0 +0o0 “+oo
/ e~ @ +1%)/2 44 dy = / pe™? /2 16 dp
o o

+oo
= / pe "2 dp,
0
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+00
fazendo a transformacao u = p*/2, obtemos / e “du =1, como queriamos demonstrar.
0

Mais geral ainda seria considerar a varidvel aleatéria com distribuicio X ~ N(u,0?).
Estas quantidades p e 02 sao chamados de parametros da distribuicao, definem a familia
de distribuicoes Normal e determinam a forma especifica da funcao de densidade quando
especificamos valores particulares. Assim, a familia de densidades Normal(ju,0?) é da forma

1 _@=p?

f(l') = \/ﬁe 207, (344)

onde u € R e o? > 0.

08

0.6

Densidade Normal
0.4
Densidade Beta(a,B)

0.2

0.0
1

Figura 3.12: A esquerda mostramos diferentes formas que pode assumir a funcao de densidade
Normal, sempre com valor do parametro g = 0 e modificando o valor do parametro o2,
podendo este ser 02 = 1 no caso Normal padrao, nas outras curvas o2 = 0,25 e 02 = 2,25.
Percebe que quanto menor o valor do parametro o? mais concentrada no zero apresenta-se a
densidade Normal. A direita mostramos a forma correspondente assumida pela distribuicao

Beta com valores dos parametros mostrados.

Nos exemplos a seguir mostramos duas distribuigoes derivadas da densidade Normal.

Exemplo 3.34 (DistribuicGo Normal inversa)

A distribuicao Normal inversa, é uma familia de distribuicoes de dois parametros pu > 0
e o > 0, com fungao de densidade

Fz) = /=2 exp (—UM), z > 0-

23 22w

Esta distribuicao também conhecida como distribuicao de Wald, quando o tende ao in-
finito, a distribuicao Normal inversa torna-se mais parecida com uma distribuicao Normal.
A distribuicao Normal inversa tem varias propriedades analogas a distribuicao Normal.
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Exemplo 3.35 (Distribuicao log-Normal)

Uma distribuicao log-Normal é uma distribuicao de probabilidade continua, cujo loga-
ritmo é normalmente distribuido. Assim, se a variavel aleatéria X tiver distribuicao
log-Normal, entao Y = In(X) tem uma distribui¢ao Normal. Da mesma forma, se Y
tem uma distribuigao Normal, entao a fungao exponencial de Y, X = exp(Y), tem uma
distribuicao log-Normal. Entao, a funcao de densidade log — Normal(u,o?) é da forma

f(ﬂf)z1 ! eXP(—M>, z >0

202

3.2.3 Variaveis aleatdrias mistas

Esta aqui definida é uma outra das diversas varidveis aleatorias continuas. Quando mis-
turamos uma variavel discreta com uma outra continua o resultado, tomando os devidos
cuidados, é uma variavel mista: em alguns pontos discreta e continua em intervalos. Uma
situagao diferente foi considerada no Exemplo 3.36. Também podemos misturar duas ou mais
variaveis continuas.

Definicao 3.28

Seja X uma variavel aleatoria com funcao de densidade na forma

fl@) =) afi(z), x€ER, (3.45)
k=1
onde cada f, é uma funcao de densidade ou de probabilidade, cada «j € positivo e
Yope o = 1. A varidvel aleatéria X com densidade como em (3.45) é chamada de
mista.

Estas variaveis aleatérias podem admitir alguns pontos de salto, como as discretas, porém
os restantes valores sao numeros reais.
Exemplo 3.36

Uma situacao de distribui¢oes continuas acontece quando a variavel aleatoria tem por
distribuicao normal inversa com ajuste no zero, definida como

flz;p,o0v) =v se =0

caso contrario, isto para x € (0,00), 4 > 0,0 > 0e 0 < v < 1. A forma funcional esta
apresentada na Figura 3.13.
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9 S e
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Figura 3.13: Funcao de densidade continua normal inversa com ajuste no zero.

Segundo a defini¢ao acima podemos ter misturas de trés tipos: misturas de densidade pro-
priamente, misturas de fungoes de probabilidade e misturas de densidades e probabilidades.
Observemos que a variavel considerada no Exemplo 3.36 é também chamada de mista, porém
de natureza diferente as definidas. As varidaveis mistas mais utilizadas em aplicagoes sao aque-
las aqui definidas. Na Figura 3.14 apresentamos diferentes possiveis formas de fungoes de
densidade mista, sempre no caso particular de duas densidades ou probabilidades. No quadro
superior esquerdo dessa figura mostramos, na curva em preto, a misturas de duas distribuicoes

normais uma de parametros u = —3 e 02 = 1 e outra com u = 1 e 02 = 0.64, por isso no
denominador aparecer a quantidade 20% = 2 x 0.64 = 1.28; no caso da linha em vermelho
temos a mistura de também duas densidade normais de parametros g = —3 e 0 = 0.36 no

primeiro caso e u = 1 e 02 = 3.24, em ambas situacoes a; = 0.3 e ap =1 —aq = 0.7.

Ainda acerca da Figura 3.14, no gréafico acima a direita temos a mistura de uma densidade
normal, de parametros p = 2 e 0 = 0.16, e uma densidade exponencial de parametro = 0.6
no caso da linha em vermelho e a mistura de uma densidade exponencial de parametro # = 0.4
e uma densidade normal de parametros p = 4 e 02 = 0.49, no caso da linha preta; em ambas
situagoes os parametros a; e as da combinacao linear foram escolhidos como 0.4 e 0.6. Nos
graficos abaixo temos dois graficos com misturas de fungoes de probabilidade; a esquerda a
mistura ¢ de duas binomiais, uma com n = 6 ¢ p = 0.6 a outra com n = 8 e p = 0.8. Por
ultimo, a mistura foi de duas probabilidades Poisson de parametros 8 = 2 e § = 10, na linha
preta e § =6 e # = 15, no caso da linha em vermelho.

Evidentemente, os graficos mostrados na Figura 3.14, sao somente alguns poucos exemplos
das diversas possibilidades de misturas. Devemos considerar que podemos misturar também
funcoes de densidade com funcgoes de probabilidade. Mais ainda, os exemplos aqui mostrados
referem-se sempre a mistura de duas fungoes de densidades ou de duas fungoes de probabili-
dades quando na verdade, segundo a definicao, a mistura pode ser de uma quantidade finita
de densidades ou probabilidades e continuarmos tendo misturas.
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Figura 3.14: Diferentes formas de funcoes de densidade correspondentes a varidveis aleatérias
mistas nos dois quadros superiores, a esquerda misturamos duas densidades Normais en-
quanto a direita misturamos uma densidade Normal e uma densidade Exponencial. Abaixo
temos misturas de funcoes de probabilidade pertencentes as mesmas familias: a esquerda
temos uma mistura de binomiais e a direita misturas de Poisson. Em cada situacao conside-
ramos misturas de duas densidades ou probabilidades, por isso, sempre aparece um coeficiente
a frente de cada expressao e perceba que sempre somam um, sendo estes coeficientes esco-
lhidos diferentes a propdsito em cada diferente quadro mas nao nas combinagoes diferentes.
Um outro detalhe é que decidimos mostrar a mistura de probabilidades utilizando funcao
em degraus e nao simplesmente pontos, foi decidido assim para aparentar continuidade nas
curvas e melhor diferencid-las. Percebe-se a grande quantidade de misturas possiveis com
somente as poucas densidades e probabilidades conhecidas até o momento. Devemos men-
cionar também que as fungoes de densidade ou de probabilidade mistas satisfazem todas as
propriedades correspondentes, ou seja, somam ou integram 1 e sao sempre nao negativas.



140 CAPITULO 3. VARIAVEIS ALEATORIAS

O detalhe continua sendo a aplicabilidade destes modelos. Também associamos a estas
variaveis funcoes de distribui¢ao, porém geralmente sao de dificil obtencao analitica sendo
utilizadas, quando necessario, de maneira numérica.

3.3 Funcoes de variaveis aleatoérias

Sejam X uma variavel aleatoéria de qualquer tipo com uma distribuicao conhecida F'y e g uma
funcao real. Queremos identificar a distribuigao de g(X), uma fungao de X, desde que esta
funcao, ou seja, desde que g(X) seja também uma variavel aleatéria. Perguntamos entao:
qualquer func¢do de uma variavel aleatéria é também uma varidvel aleatéria? caso g(X) seja
uma variavel aleatéria, sempre serd possivel encontrar a distribuigao transformada?

Definicao 3.29

Dizemos que Y é uma funcao da variavel aleatoria X se

Y = g(X), (3.46)

para alguma funcgao real g.

Logicamente, qualquer seja a fungao real g, Y é uma transformagao da variavel aleatéria
original. Vejamos agora um exemplo no qual fazemos modificacoes numa variavel discreta.

Exemplo 3.37

Consideremos X ~ Bernoulli(p), ou seja, X tem fungao de probabilidade Bernoulli de
parametro p, o qual significa que

P(X =) =p, P(X =x)=1-—p,

NS0

sendo x1, x5 € R diferentes e 0 < p < 1. Seja agora g(x) = x + a, paraVxr € R e "a”’um
niimero real fixo. Nestas condigoes, Y = g(X) é tal que X = g~ (Y, sendo y; = z1 + a
e Yo =1Ty+a, logory =1y —aexy =1y —a.

Portanto,

PY=y)=PX+a=y)=PX=y1—a) = P(X=z) =p

PY =y) =P X+a=1y) = PX=y—a) = P X=xy) =1—p

Concluimos entao que Y é também uma variavel aleatéria Bernoulli(p).

Definimos Y como func¢ao de uma variavel aleatéria mas nao dizemos se esta é uma nova
variavel aleatoria, para isso a fungao g nao pode ser qualquer uma, deve ser uma fungao Borel
mensuravel. As fungoes Borel mensuraveis sao dedicadas os préximos conceitos.
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Definicao 3.30

Seja g : R — R e seja A C R. Entendemos por imagem de A através da funcao g os
elementos y de R tais que y = g(z), para algum x € A. Denotamos esta imagem como
g(A). Se B C R, definimos a imagem inversa de B por g ao conjunto dos y € R para os
quais g~ (y) € B e escrevemos

g (B)={z€R : g(z) € B}

Aqui definimos imagem inversa de um conjunto A por uma funcao real g, de maneira
similar & Defini¢ao 3.1. No caso do Exemplo 3.37 a fungao real é a translacao g(z) = = + a,
sendo ”a”um numero real fixo. Propriedades similares ao Teorema 3.1 é apresentado a seguir
para o caso de imagem inversa de uma funcao real.

Teorema 3.32

Seja g : R — R uma funcao real e B, By, Bs, ... subconjuntos em R. Entao

a) (B = (97(B)) .
b) g~ (G Bk) = [_OJQ_I(Bk):
c) g (ﬂ Bk) =9 '(Bw).

Demonstracao: Exercicio. |

Agora estamos em condi¢oes para definir quando diremos que uma funcao é Borel men-
suravel.

Definicao 3.31 (Fun¢do Borel mensurdvel)

A funcao g : R — R é chamada Borel mensuravel se

g '(B) € B(R), VB € B(R)-

Nesta definicao dizemos que g é uma funcao Borel mensurdvel se transforma elementos
de da sigma algebra B(R) em elementos de B(R). E claro que uma funcao real g da variavel
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real  é Borel mensuravel se o conjunto
{2+ —o0 < g(z) < y} € B(R),
para qualquer nimero real y. Vejamos se isso acontece no Exemplo 3.37. Nessa situacao

{z:—c0o<ygz) <y} ={r: —co<z+a<y} ={r: —c0o <z <y—a}ecBR):

Teorema 3.33

Toda funcao g : R — R continua é Borel mensuravel.

Demonstracao: Exercicio. |

Lembremos alguns detalhes acerca de funcoes diferenciaveis e continuas. Primeiro, o
fato da funcao g ser continua nao implica seja diferenciavel e, por ultimo, devemos lembrar
ainda existem funcoes que nao sao diferenciaveis em nenhum ponto. Tudo isto porque se g é
diferencidvel entao é continua e, pelo teorema acima, g é Borel mensuravel (Spivak, 1994).

Teorema 3.34

Seja X uma varidvel aleatéria e g uma funcao continua. Entao g(X) é uma varidvel

aleatoria.
Demonstracao :
{9(X) <y} ={X € g~ (~o0,yl},
e, dado que g é continua, g~!(—o0,y] € B(R). Logo, {g(X) <y} € B(R). [ |

Exemplo 3.38

Seja X o numero de falantes ativos em um grupo de n falantes. Seja p a probabilidade
de um falante estar ativo. Sabemos que X ~ Binomial(n,p). Suponha que um sistema
de transmissao de voz possa transmitir até m sinais de voz de cada vez e que, quando X
excede m, os sinais selecionados aleatoriamente de X — m sao descartados.

Seja Y o nimero de sinais descartados, entao

Y = (X - M)*

A nova variavel aleatéria' Y assume valores no conjunto {0,1,2,--- ,n—m}. Y serd igual
a zero sempre que X for menor ou igual a m e Y sera igual quando X for igual a k > 0,
quando X for igual a m + k, ou seja,

0, se X<m
Y =
X, se Xe{m+1,--- n}
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Assim sendo

P(Y =0) = P(X €{0,1,2,--- ,m}) = Y P(X =z

P(Y=k) = P(X=m+k), 0<k<n-—m:

Teorema 3.35

Dada a variavel aleatoria X com funcao de distribuicao conhecida, a distribuicao da
variavel aleatoria Y = g(X), sendo g uma fun¢ao Borel mensurdvel, é conhecida.

Demonstracao: Temos que

P(Y <y)=P(X eg '(—o0,y])- (3.47)

No que segue, sempre assumiremos que as fungoes em consideragao sao Borel mensuraveis.
Na verdade, a restricao de um valor Uinico para o inverso de g nao é necesséaria. Caso g tenha
um numero finito ou inclusive um numero enumeravel de inversas para cada valor y, da
propriedade de g-aditividade da fungao de probabilidade P temos que

P =y) = P(90x)=y) :P<U X =a, g<a>:y]>

a

= ZP<X=6L, g(a) =y>-

Exemplo 3.39

Seja X uma variavel aleatoria com funcao de probabilidade
P(X = 2)—1 P(X = 1)—1 P(X—O)—1 P(X—l)—1
-y -6 5 15
¢ 11
P(X=2)=—
30
SejaY = X?. Entao A = {-2,-1,0,1,2} e B =1{0,1,4}. Temos
( 1 6
_ = — — O
5 307 Se y )
1 1 7
PY=y)={ -4+— = — =1
L1 17 )
(5730 30 Y7
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Exemplo 3.40

Seja X uma variavel aleatoria com func¢ao de distribuicao Fx. Entao
(a) [X],
(b) aX + b, onde a # 0 e b sao constantes,
(¢c) X", onde n > 0 é um inteiro e
(d) |X1]*, sendo o > 0

sao todas varidaveis aleatorias. Definamos
X, caso X >0,
Xt =

0, caso X <0,

X, caso X <0,
X~ —
0, caso X > 0-
Entao, Xt e X~ sao também varidveis aleatorias. Vejamos cada situacao:
(a) Temos que, para y > 0,
P(|X] §y) = P(—nggy) = P(X<y)—-PX<—y)

Fx(y) — Fx(—y) + P(X = —y)

(b) P(aX +b<y) = PaX <y—1b) =

(¢) Dado que n é um inteiro,

(d) | X|=XT—-X"e
0, se y <0,
P(X+§y) = P(X <0), se y=0,
PX<0)+PO0<X<y), se y>0

Similarmente
1, se y >0,

P(X <vy), se y<O0,

P(X~ <y) = {

P(IX|* <y) = P(X] <y"")-



3.3. FUNCOES DE VARIAVEIS ALEATORIAS

Exemplo 3.41

é
—e? r=0,1,2,---, 6>0

0, caso contrario

varidvel aleatéria. Entdao, y = x? + 3 é uma transformacao entre os conjuntos

A=1{0,1,2,3,4,,5,---} e B=1{3,4,7,12,19,28, -}

quadrada positiva de y — 3. Temos entao,

e fgvy—3

P(Y:y):P(X:vy—?ﬁ:ﬁ: y € B,

e P(Y =y) =0 caso contrario.

145

Seja X ~ Poisson(0) o qual implica que a fun¢ao de probabilidade da variavel aleatoria

Agora seja Y = X? + 3, logo g(x) = 2* + 3 é uma func¢ao continua e Y = g(X) é uma

A inversa é x = \/y — 3 e como nao existem niimeros negativos em A, escolhemos a raiz

O caso em que X ¢é uma variavel aleatoéria do tipo continuo nao é tao simples. Observamos
que, se X é uma variavel aleatéria de tipo continuo e g é alguma funcao Borel mensuravel

tal que Y = g(X), pode acontecer de Y nao ser uma variavel aleatéria do tipo continuo.
Exemplo 3.42

Seja X ~ Uniforme(—1,1), isto é, a funcao de densidade de X é da forma

1

-, se —l<ax<l
fle) =4 2

0,

caso contrario-

SejaY = XT. Entao, pelo Exemplo 3.40, temos que

( 0, se y <0
1 se y=20
PY<y) =4 | 2
§+§y, se O0<y<l1
L 1, se, y>1

Vemos que a funcao de distribuicao de Y tem um salto em y = 0 e que Y nao é nem
discreta nem continuo. Note que, nesta situa¢ao nossa escolha foi

0, se z<0
g(z) = ;
x, se x>0

a qual é uma funcao continua.
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No Exemplo 3.42 mostramos que precisamos de algumas condicoes em g para garantir
que g(X) seja também uma varidvel aleatéria do tipo continuo, sempre que X for continuo.
Este serd o caso quando g é uma funcao monotonica continua. Uma condicao suficiente é
dada no seguinte teorema conhecido como transformacao do Jacobiano®.

Teorema 3.36 (Jacobiano)

Seja X uma varidvel aleatéria continua com funcao de densidade f. Seja y = g(z) uma
fungao derivavel para todo x e seja ¢'(x) > 0 para todo x ou ¢'(x) < 0 para todo x. Entéo
Y = g(X) é também uma varidvel aleatoria continua com fun¢ao de densidade

~1 d
) g(g ) |47 0] s a<y<s 19

caso contrario,

onde a = min{g(—00), g(+00)} e 8 = max{g(—o0), g(+o0)}.

Demonstragao: Se g é uma funcao diferencidvel para todo x e ¢’'(x) > 0 para todo x, entao
g é continua e estritamente crescente. Os limites a e 3 existem, podendo ser infinitos, e a
funcdo inversa z = g~ !(y) existe, sendo estritamente crescente e diferencidvel. A funcio de
distribuicao de Y, para a < yB é dada por

P(Y <y)=P(X < g (y))

A funcao de densidade de g é obtida por diferenciacdo. Temos que

d

hMy) = —P(Y <y) = f(g_l(y))@g‘l(y)'

Similarmente, se ¢’ < 0 entao g é estritamente decrescente e temos
P(Y<y)=P(X2g'(y) =1-P(X<g'(y),

lembrando que X é uma varidvel aleatéria do tipo continua, de modo que

d

h(y) = *f(g‘l(y))dfyg‘l(y)

1

Uma vez que g e g~ sdo ambas estritamente decrescentes,

d

—1
= 0
a4’ (y) <

e a relagdo em (3.48) é vélida. |

6Carl Jacob Jacob Jacobi (1804 - 1851) foi um matematico alemao, que fez contribuicoes fundamentais
para funcoes elipticas, dindmica, equagoes diferenciais e teoria dos niimeros. Jacobi foi o primeiro matematico
judeu a ser nomeado professor em uma universidade alema.
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Observemos que

d 1
dz r=g~1(y)
de maneira que (3.48) pode ser escrita como
h(y) = C{(x) : a<y<pf (3.49)
—g(z
37 r=g~1(y)

A chave para encontrar a distribuigdo induzida de Y = ¢((X) da distribuigao de X é (3.47).
Se as condic¢oes do Teorema 3.36 sao satisfeitas, somos capazes de identificar o conjunto

{X € g7 (—00,y]}

{X<g 'y} ou {X>g'()},

de acordo com g, se estd crescendo ou decrescendo. Em situagoes praticas, o Teorema 3.36
¢ bastante 1til, mas sempre que as condigbes sejam violadas deve-se retornar a (3.47) para
calcular a distribuicao induzida. Caso a funcao de densidade f de X for zero fora do intervalo
[a, b] de comprimento finito basta supor que g é diferencidvel em (a,b) e ¢’(z) > 0 ou ¢'(x) < 0
ao longo do intervalo. Entao, tomamos

a =min (g(a),gb)) e  B=max(g(a),g(b))

no Teorema 3.36.
Exemplo 3.43

Seja X ~ Exponencial(2), ou seja, X é uma variavel aleatéria com fungao de densidade

Qe 2 se x>0
-1

0 caso contrario-

3

Consideremos uma nova variavel aleatéria Y = X?3. Significa que y = g(z) = 2° e entao

X = VY. A funcéo inversa é g~ (y) = ¢y do qual obtemos que

d
J(/y —3y'7 sey >0
0 caso contrario

Observe que ¢'(x)3z? > 0, quando z > 0. Portanto, a funcao de densidade de 'Y é

2
228023

Y e , sey >0
h(y) = 3

0 caso contrario
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Vamos encontrar agora a funcao de densidade quando a transformacao é ¥ = X® e o
suporte da funcao de densidade de X seja a reta positiva. Nestas situacoes consideramos
uma grande classe de densidades. Entao, seja X uma varidvel aleatéria com densidade f(z)
quando x > 0, zero noutras situagoes e a > 0. Do qual temos que

) P(X <y'*), se y>0
V= 0, se y<O

A funcao de densidade de Y é dada por

1 1
Zyt/eml f(yl/e se y>0
_ )y flyt?) y (3.50)

0 caso contrario,

d 1/a

hy) = f(y'®) A

Uma caso particular da situagao descrita em (3.50) acontece quando X ~ Exponencial(f),
ou seja, quando a fungao de densidade de X é

f(z) = e, para x >0,

e zero caso contrario. Dado que Y = X, a funcao de densidade de Y é

1/«

1
hy) = —y"/*"'9e=
8}

sempre que y > 0 e a > 0.
Exemplo 3.44

Consideremos agora uma variavel aleatoria X com funcao de densidade

1
flz) = e_x2/2, —00 < 1 < 00,

conhecida como densidade Normal padrao. Seja Y = X?. Nesta situagao ¢'(z) = 2x, a
qual é positiva se x > 0 e negativa caso x < 0. Portanto, as condi¢oes do Teorema 3.36
nao se satisfazem. Mas, para y > 0

PY <y) =P(-Vy<X<y) = Fy) — F(=y),

onde F' é a funcao de distribuicao de X. Entao, a funcao de densidade de Y é dada por

(V) + f(=m)], se y>0

se y <0

1
h(y) =14 2V3

==}

Y

Desta maneira,
1

h(y) = V2my
0, se y<0

e V2 se y>0
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Exemplo 3.45 (Distribuicdo arcoseno)

Seja © ~ Uniforme(—m/2,7/2) e a transformagao é Y = sen(0). Note que, em geral,
y = sen(f) nao é uma transformagao monotoénica, mas sob a restrigio —mw/2 < 0 <
7/2, essa transformacgao esta de fato aumentando monotonicamente. Observe também
que com esta transformacao a variavel aleatoria resultante Y, deve assumir valores no
intervalo (—1,1). Portanto, qualquer que seja a fun¢ao de densidade obtida para Y,
deve-se entender que esta fungao é zero fora do intervalo (—1,1).

Aplicando os resultados em (3.48) proporciona

h(y) = 110) = ! = ! “l<y<l1

€o8(0) [gm qon-1(y) T COS (sen—1(y)) /1 — 2

Esta é conhecida como a distribuicao arcoseno.

Exemplo 3.46

A funcao de densidade da variavel aleatoria X é

2
flw)y=4 =

0, caso contrario

se O<z<m

Seja’Y = sen(X). Nesta situacao ¢'(x) = cos(x) > 0 para x € (0,7/2) e negativa quando
x € (w/2,7) de maneira que as condi¢gées do Teorema 3.36 nao sao satisfeitas. Para
calcularmos a fungao de densidade de Y voltamos nosso olhas a (3.47) e vemos que a
funcao de distribuicao de Y é dada por

P(Y <y) = P(sen(X)<y), 0<y<1,
= P{O<X <a}U{z, <X <7},

onde z; = sen"!(y) e x9 = m — sen"!(y). Obtemos que

Py <y = [rwars [ = (2) 11— (2)"

™

e a funcao de densidade de Y é dada por

d sen~(y) > 7 — sen " (y)\’
- gy [
2 O0<y<l1
_ T /—1 — y27 ) )
0, caso contrario

No Exemplo 3.44 e no Exemplo 3.46 a fungao y = g(x) pode ser escrita como soma de
duas fungoes monétonas. Aplicamos entao o Teorema 3.36 a cada uma dessas duas fungoes
mondétonas. Esses dois exemplos sao situagoes especiais do seguinte resultado.
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Teorema 3.37 (Generalizagdo do Jacobiano)

Seja X uma varidvel aleatdéria continua com fungao de densidade f e y = g(z) uma
fungao diferenciavel para todo x. Consideremos que ¢'(z) é continua e diferente de zero
em quase tudo, exceto um nimero finito de valores de x. Entao, para todo nimero real y

(a) existe um niimero inteiro n = n(y) e numeros reais x1(y), x2(y), -+, ,(y) tais que

ou
(b) nao existe x tal que g(x) =y, ¢'(x) # 0, caso em que escrevemos n(y) = 0.

Entao, Y é uma variavel aleatéria continua com funcao de densidade dada por

h(y) = Zf o)) |9 (xx(y))| " se n>0 .

O se n=0

Demonstragao : Exercicio. |

Exemplo 3.47

Seja X uma variavel aleatoria absolutamente continua com funcao de densidade f e funcao
de distribui¢ao Fx. Queremos fazer

Y = X?

e encontrar a funcao de densidade de Y e sua funcao de distribuicao

Primeiro devemos observar queY = g(X), onde g(z) = 2% é uma funcao derivavel com
derivada ¢'(x) = 2z, a qual satisfaz que ¢'(z) < 0, se x < 0 e ¢'(x) > 0 se x > 0. Significa
que n(y) = 2, sendo que z,(y) = \/y e x2(y) = —\/y, paray > 0, com g’(xl(y)) <0e
q (xQ(y)) > 0. Logo, estao satisfeitas as exigéncias do Teorema 3.37. Assim,

1

h) = 5= (V) + %

é a funcao de densidade de Y. A funcao de distribuicao Fy é entao

(=)

0, se y<0

Fy(y) = :
v) { Fx(y) — F(=y), se y>0

Uma outra forma sempre possivel é observando, na Figura 3.15, que o evento {Y < y}
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ocorre quando {X? < y} ou, equivalentemente, quando {—/y < X < ,/y} para y nao
negativo. O evento é nulo quando y é negativo. Assim obtemos as expressoes de h(y) e
Fy (y) no exemplo anterior.

Figura 3.15: O evento equivalente para o evento {Y < y} é o evento {—/y < X < \/y}, se
y > 0.

Exemplo 3.48

Seja X uma variavel aleatoria positiva com funcao de densidade f, ou seja, afirmar que
X ¢é positiva significa que

P(X<0)=0 e PX>0)=1
SejaY = |X|. Nesta situacao n(y) = 2, x1(y) =y, x2(y) = —y paray >0 e

fy)+f(~y), y>0
sz{ :
0, y<0

1

= —1<x<1
(i) Se f(z) =4 2’ > =T=" entao
0,

caso contrario

I, 0<y<l1
h(y) =

0, caso contrario

N

1 e
(ii) Se f(x) = e~ 7, quando —oo < = < 00, temos que

V2r

2 2
ez, y >0

0, caso contrario
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Exemplo 3.49

Consideremos novamente uma variavel aleatoria continua positiva com fungao de densi-
dade f. SejaY = X?™ onde m é um inteiro positivo. Nesta situacao

/ 2ma®™ 1 >0, para x>0
g'(x) = :
g (r) <0, para = <0

Escrevendo n = 2m, vemos que, para qualquer y > 0, n(y) = 2,

zi(y) =~y e wy(y) =y
Segue que
hly) = f[xl(y)]nyl—ll/n + f[xg(y)]ﬁ
_ ﬁ [f@™) + (=g, y>0,
b y<0

Neste mesmo exemplo, caso a funcao de densidade seja como aquela no Exemplo 3.44,
temos que

2 1 { y2/"} -
——————expq — ,
h(y) = fom ny =1/ 1% 9 Yy .
0, y<0

A férmula bésica em (3.47) e a c-aditividade das probabilidades nos permite calcular a
distribuicao de Y = ¢(X) em alguns casos, mesmo que g tenha um nimero enumerdvel de
inversas. Seja A C R e g uma funcao que transforma A em B C R. Suponhamos que A possa
ser representado como a uniao enumeravel de conjuntos disjuntos Ag, k = 1,2,---, tais que
g define uma transformacao um-a-um de cada Ay em B. Entao, a funcao de distribuicao de
Y é definida por

PY <y = P(Xeg! oo,y])

(
- P(Xe[] oo,y]}mAk})

= <Ak N {9‘1(—oo,y]})-

k=1

Caso as condicoes do Teorema 3.36 sejam cumpridas pelas restricoes de g a cada Ay, obtemos a
funcao de densidade de Y diferenciando a funcao de distribuicao de Y. Lembramos ao leitor
que a diferenciacao termo-a-termo é permitida se a série diferenciada for uniformemente
convergente (Spivak, 1994).
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Vejamos um exemplo no qual a variavel aleatéria é positiva e no qual temos uma trans-
formacao com um nimero enumeravel de inversas.

Exemplo 3.50

Ge %" se x>0
Seja X ~ Exponencial(f), ou seja, f(x) = 6 > 0. Escolhemos
0, se <0
Y = sen(X) e seja sen"!(y) o valor principal. Entao, para 0 <y < 1
P(sen(X) <y) =

= P(O <X <sen!(y) ou (2n—1)7 — sen"'(y) < X < 2nm + sen"'(y),
para algum inteiro n > 1)

— P(O <X < Sen’l(y)> + f:P((Qn — 1) — sen"'(y) < X < 2n7 + sen_l(y)>

— 1 e_gsen + Z { (2n—1)7— sen 1(y)) B 6—0(2n7r+sen1(y))}

9]
_ -1 -1 _
—1—¢ Osen™"'(y) + (607T+Gsen (y) _ ,—Osen™ > E e —207n
n=1

—20m
-1 e—@scn_l(y) + ( Or+0sen™t(y) —Gscn ( ? >
1 — 207
6797r+esen_1(y) _ efQSen_l(y)
=1+ 1 — 207

Um calculo similar pode ser feito para y < 0. Segue que a func¢ao de densidade de Y é
dada por

( 96—07r 60 sen~1(y) 4 6—077—0 sen~1(y)

1 —e20m V1—1y? 7

0 —fsen"1(y) —Or+0sen1(y)
h(y) = ‘ C , se O<y<l1

1 — =207 ﬂ

0, caso contrario

se —-1<y<0
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3.4 Exercicios

Exercicios da Secao 3.1

1. Demonstrar o Teorema 3.1.

2. Demonstre o resultado contrdrio no Teorema 3.4, ou seja, prove que A € F entdao 14 é varidvel
aleatoria.

3. Demonstrar o Teorema 3.8.
4. Demonstrar o Teorema 3.10.

5. Suponha X uma varidvel aleatéria nio negativa com média p > 0 e varidncia 02 < oo. O coeficiente
de variacdo de X é definido como CV(X) = o/u. Considere X e Y duas varidveis aleatérias nao
negativas com coeficientes de variagao finito CV(X) e CV(Y), respectivamente. Prove que

CV(X+Y)<CV(X)+CV(Y)-
6. Demonstre que se a variavel aleatéria X é independente de si mesma, entao X é uma variavel degene-
rada.

7. Suponhamos que X e Y sao duas varidveis aleatérias discretas assumindo um nuimero finito de valores
T1, - ,Tm € Y1, ,Yn, Fespectivamente. Prove que X e Y sao independentes se

paral <i<m-—1el<j<n-—1. Em outras palavras, para provar que X e Y sao independentes,
basta verificar que (m — 1)(n — 1) equagdes.

8. Mostre que se as varidveis aleatérias (X,Y) sdo permutéveis, com densidade conjunta f(z,y), entao
1
P(X <Y)=P(X >Y) =,

com P(X =Y)=0.

9. Considere as varidveis aleatérias continuas permutdveis X1, - - -, X,,, com funcao de densidade f(z1, -, zp).

Prove que
1

PX;<Xo<---<X,)=PXr, <Xn, <"‘<sz'n):;7
com P(X; = X;) = 0 para algum par (i, j), tal que i # j.

10. Seja © = {—1,0,1} um espago amostral e F = {0, {0},{—1,1},Q} uma o-algebra definida em €.
Considere X (w) = w. Prove que X2 ¢ varidvel aleatéria porém X nao é varidvel aleatdria.

11. Um dado é lancado cinco vezes. Seja X a soma dos valores de face. Escreva os eventos {X = 4},
{X = 6}, {X = 30}, {X > 29}.

12. Sejam X5, Xo,..., X, varidveis aleatorias. Prove que:
X=1yx o o= Yen-Xp
Lt Z n—1H Z ’

sao variaveis aleatorias.

13. Seja X uma varidvel aleatéria. Prove que as funcdes X2, eX, senX, cos(X) e 1/X sio varidveis
aleatdrias, onde {X =0} = 0.

14. Seja X o nimero de caras em trés lancamentos de uma moeda. Qual é o espaco amostral? Quais
valores X faz corresponder a cada elemento de Q7 Descreve os eventos {X < 2.75} ¢ {0.5 < X < 1.72}
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Seja Q =[0,1] e B(R) a o-dlgebra dos Borelianos em €. Defina X em 2 como

Jow se 0<w<1/2
X(w){w—l/Z se 1/2<w<1

Prove que X ¢é varidvel aleatéria. Qual é o evento {w: X(w) € (1/4,1/2)}?

Seja  um espago amostral e F = {0, Q} uma o-dlgebra definida em . Prove que a funcdao X : Q@ — R
é varidvel aleatoria se, e somente se, X é constante.

Prove que X é varidvel aleatdria se, e somente se, {X < a2} € F, Vz € R.
Prove que X é varidvel aleatéria se, e somente se, {X >z} € F, Vz € R.
Prove que X é varidvel aleatéria se, e somente se, {X > a} € F, Vo € R.

Prove que X é varidvel aleatéria se, e somente se, {a < X < b} pertence a o-dlgebra F para todo
intervalo (a,b) em R.

Seja ¢ uma constante e X uma varidvel aleatéria. Prove que max{X,c} e min{X,c} também sao
varidveis aleatdrias.

Seja X uma varidvel aleatéria qualquer. Prove que a parte inteira de X, denotada por [X], é uma
variavel aleatéria discreta.

Prove que a fungao X : Q — R & varidvel aleatéria se, e somente se, as fungoes X = max{0, X} e
X~ = —min{0, X} forem também varidveis aleatdrias.

Seja © um espago amostral e F = {(}, A, A, Q} uma o-dlgebraem 2, com A C . Proveque X : Q@ - R
constante em A e em A€ é variavel aleatéria. Desta forma, toda variavel aleatéria nesta o-dlgebra
assume somente dois valores distintos.

Seja A1, ..., A, uma partigao finita de €, isto é, A;NA; = () parai # j e U ; A; = Q. Considere ainda
F =o{4;,..., A}, ou seja, F a o-dlgebra gerada pela particdo. Prove que X : Q@ — R é varidvel
aleatdria se, e somente se, X é constante para cada elemento da particao. Como consequéncia, X

assume no maximo n valores distintos.

Seja X uma varidvel aleatoéria e a < b duas constantes. Prove que as seguintes fungoes sao varidveis
aleatorias:

a)

supondo que a > 0.
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Exercicios da Secao 3.2

1.

10.

Cinco pontos sdo escolhidos, independentemente e ao acaso, do intervalo [0,1]. Seja X o niimero de
pontos que pertencem ao intervalo [0, ¢], onde 0 < ¢ < 1. Qual é a distribuicao de X?

Um ponto é selecionado, ao acaso, do quadrado unitdrio [0, 1] x [0, 1]. Seja X a primeira coordenada do
ponto selecionado. Qual a funcao de distribuicao dessa varidvel aleatéria. Represente-a graficamente.

Demonstre o item 2 do Teorema 3.16.

Seja X uma variavel aleatéria com funcao de distribuicao

0 se <0
Fx(z)=< z se 0<z<1/2
1 se z>1/2

Encontre P(X >1/4) e P(1/3 < X < 3/8).

Seja X uma variavel aleatéria com funcao de distribuicao
0 se =<0
F(x){ 1—e™® se >0
Encontre P(—oo < X < 2).
Seja X uma varidvel aleatéria com funcao de distribuigao

0 se r <2
F = 4
(@) 1——2 se x>2

X
Calcule P(X < 1), P(X =1), P(0< X <3) e P(X > 3).

Prove que as seguintes fungoes sao de distribuicao:

a)

0 se <0
F(I){l—e“‘ se x>0
b)
0 se <0
F(I)_{l—(l—i—x)e_m se >0
¢)
0 se < —1
1
F(z) = a:—2&— se —1<z<1
1 se >0

Sejam F'(x) e G(z) duas funcoes de distribuicdo continuas e estritamente crescentes. Prove que:
a) Se F(z) > G(z), entdo F~1(z) < G~ (x),
b) Se X tem distribuicio F(z), entdo Y = G~1(F(X)) tem funcao de distribuicio G(z),
¢) Se F(x) = G(x), entao existem varidveis aleatérias X e Y de fungoes de distribuicao sdo F(x) e

G(x), respectivamente, e tais que X =Y. Sugestdo: Usse o resultado anterior.

Seja X uma varidvel aleatéria com fungao de distribuigdo F(x). Prove que F(x) é continua em z =
se, e somente se, P(X = xg) = 0.

Seja F(x) uma funcao de distribuigdo continua. Prove que para qualquer inteiro n > 1, as seguintes
funcoes também sao de distribuicao:
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a) [F(z)]",
b) 1—[1— F(x)]™.
11. Prove que

0 se <0
f(x)—{ Pre " se x>0

onde 6 > 0, define uma fungao de densidade. Encontre a fungao de distribuicao de probabilidades e
se X tiver esta como funcdo de densidade, encontre P{X > 1}.

12. Para quais valores da constante c as seguintes funcoes sao de probabilidade para alguma varidvel
aleatéria?

a) f(x)=cA\¥/zx!, parax =0,1,2,... e A > 0.

b) f(z)=¢/N,paraxz=1,2,...,N.

13. Seja f(z) uma fungdo de densidade e ¢ uma constante qualquer. Prove que f(z + ¢) é também uma
funcao de densidade.

14. Prove que as seguintes funcoes sao de distribuicao, encontre as correspondentes fungoes de densidade
e prove que, de fato, sdo funcoes de densidade. Apresente-as graficamente.

a)
0 se <0
F(x) {1 se x>0,
b)
0 se <0
Flz)=< z se 0<z<1
1 se z>1,

F(z) = ¢ /(1+¢),

Fa)=1 / vl

— 00

15. Seja X uma varidvel aleatéria com densidade

cx? se —1<z<1
0 caso contrario.

Determine o valor da constante ¢ para que f(x) seja efetivamente fungao de densidade e ache o valor
de « tal que Fx(a) = 1/4, o valor de a que satisfaz a equagao anterior é conhecido como primeiro
quartil da distribuigao.

16. Uma variavel aleatéria X tem fungao de distribuicao
0 se x<0,
Fx(z)={ 2 se 0<z<1
1 se z>1.

Qual é a densidade de X7
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Exercicios da Secao 3.3

1. Seja X ~ Binomial(n,p), ou seja, uma varidvel aleatéria com fungao de probabilidade
P(X:T):(n>pr(1_p>n_r7 T:071727"'7n7 nggl
T

Encontrar as funcées de probabilidade das varidveis aleatérias:
(a) Y =aX +b, sendo a e b constantes conhecidas.
(b) Y = X2
() Y =vVX.

2. Seja X uma varidvel aleatoria nao negativa com densidade fx e Y = X™. Encontre a expressao da
fungao de densidade de Y em termos de fx.

3. Seja X uma varidvel aleatéria com densidade

0 se <0
fx(@) = 1 ]
m se >0

Seja Y = max{X, c}, onde ¢ é uma constante estritamente positiva.

a) Ache a fungao de distribuigao de Y.

b) Decomponha Fy em suas partes discreta, absolutamente continua e singular.

4. Seja X uma variavel aleatéria com funcao de densidade fx. Seja Y = a + bX, onde a e b sao duas
constantes. Prove que, se a # 0 entao

h@zﬁhw—ww

5. Seja X uma varidvel aleatéria com fungao de densidade
fe—0= se >0
fx(x) = .
0 caso contrario
Seja Y = (X —1/6)2. Encontre a funcio de densidade de Y.
Seja X ~ Cauchy(0,0). Prove que ¢/X ~ Cauxhy(0,|c|/0), sendo ¢ uma constante.
Prove que X ~ Cauchy(0,1) se, e somente se, 1/X ~ Cauchy(0,1).
Seja X ~ Uniforme(—m/2,7/2). Prove que Y = tan(X) tem distribuicdo Cauchy.

© % N>

Seja X uma variavel aleatéria com funcao de densidade

1
f (:L’) % se0 <z <21
X =

0  caso contrario.
Seja Y = sen(X). Encontre a fungio de densidade de Y.

10. Seja X uma varidvel aleatéria com funcao de densidade

se —1<ax <27

fx(z) =

S W=

caso contrario.

Seja Y = | X|. Encontre a fungdo de densidade de Y.
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Seja X uma varidvel aleatéria com funcao de densidade

S
fX (Qj) = 20

0 caso contrario.

se —fO<x<b

Seja Y = 1/X2. Encontre a fun¢io de densidade de Y.

Determine a fungéo de densidade de Y = (b — a)X + a, sendo X ~ Uniforme(0,1).

Se X tem densidade fx (x) = e~ 1#1/2, para —oo < x < co. Qual a distribuicdo de Y = |X|?

Seja X uma varidvel aleatéria com funcao de densidade fx. Encontre a funcao de densidade de

X
U= TTx Se, em particular, X ~ Uniforme(0,1), qual é a fungao de densidade de U?

Seja X uma varidvel aleatéria com fungao de densidade fx e seja Y = g(X), g definida como segue:

1 se x>0
@ o ={ 4 T T2

b se x>b
(b) g(x) = x  se x| <b
—-b se r<b

[ x se |z|>b
(c) g(x)—{o se |zl <b

Encontre a fungao de distribuigao de Y em cada caso.
Seja X ~ Normal(2,4). Encontre a fungao de densidade de Y = X+.

Seja X ~ Normal(0,0?), sendo o > 0 uma quantidade real qualquer. Seja Y = X3 e encontre fy a
funcao de densidade de Y.

A tensdo X é uma varidvel aleatéria Normal(1,2). Encontre a funcio de densidade da poténcia
dissipada P por um resistor de R-ohm, sendo a poténcia calculada como P = RX?.

A amplitude de um sinal de rddio X é uma varidvel aleatéria com fungao de densidade Rayleigh(«)

de expressao:
x 2 2
fx(z) = —e™™ /207, x>0, a>0-
@

(a) Encontre a funcao de densidade de Y = (X — r)*, sendo r > 0 um ndmero real.

(b) Encontre a funcao de densidade de Y = X?2.
Consideremos as constantes 5 > 0 e A\ > 0. Dizemos que a varidvel aleatéria Y tem distribuicao
Weibull(B, \) se:
1-— e_(“”/A)B sex >0
FX (SL’) =
0 sex <0
Seja Y = (X/)\)?. Encontre a funcio de densidade de Y.
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Capitulo 4

Momentos

O estudo das funcoes de distribuicao de variaveis aleatorias é essencialmente o estudo de
algumas caracteristicas numéricas associadas. Esses parametros que caracterizam as fungoes
de distribuicao e, portanto, as funcoes de densidade ou de probabilidade associadas tém um
papel muito importante no calculo das probabilidades.

Aqui queremos estudar medidas pontuais que permitirao reduzir os valores das variaveis
aleatorias a nimeros especiais com os quais as identificaremos.

Por exemplo, se X é uma variavel aleatéria com funcao de distribuicao Fx; dado Fx(x)
para todos os valores de x, sabemos tudo o que precisamos sobre X. No entanto, as vezes é
util resumir a distribuicao de X por certas caracteristicas, como esperanca ou valor esperado
da distribuicao. Estes valores sao uma forma de caracterizar a distribuigao, essencialmente
o valor esperado de X é o centro de massa de sua distribuicao. Este conceito sera melhor
compreendido no seguinte exemplo.

Exemplo 4.1
Definamos por X uma variavel aleatoria discreta de valores x4, - - - , x,, com probabilidades
p1,- - ,Pn. Imagine, por exemplo, certas vigas com massas pi,--- ,p, Suspensas pelos
pontos x1,--- ,x,. Suponha que tentamos equilibrar as vigas sobre um ponto de apoio

p. A forca para baixo exercida pela massa colocada em x; é proporcional a p;|z; — | e,
portanto, para o feixe estar em equilibrio no fulcro i, devemos ter

Z pilws — pf = szm — u
T <[ €T >

ou

D opiln—m) =) pilwi— p)- (4.1)

i< xTi> W

Resolvendo esta equacao para p, obtemos

o= Z%’Pz‘ = Z%‘P(Xi = 1;),
i=1 i=1

como expressao do centro de massa ji, chamado de esperanca ou valor esperado de X.

161
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4.1 Esperanca

Certamente um dos conceitos mais conhecidos na teoria das probabilidade é a esperanga
de uma variavel aleatoria, mas nao com esse nome e sim com os nomes de média ou valor
esperado. Durante todo este estudo consideraremos X uma varidvel aleatéria qualquer com
funcao de distribuicao Fly.

Estender o conceito de centro de massa para distribuicoes mais gerais é possivel, embora
conte com algumas sutilezas matematicas: nao é claro que o centro de massa existira se X
assumir infinitos valores, sejam estes enumeraveis ou nao.

Se, por exemplo,
6

)
22

para x = 1,2, -+ temos que

no= ;:pP(X:x) = pgg = 00,

isto seguindo o desenvolvimento no Exemplo 4.1. Significa que, para esta funcao de proba-
bilidade o centro de massa nao existe.

Definicao 4.1 (Esperanca)

Suponha X uma variavel aleatéria nao negativa com funcao de distribuicao Fx. A
esperanca ou valor esperado de X, denotado por E(X), é definido como

B(X) = /O h (1 . FX(;B)) de, (4.2)

quando a integral esteja bem definida.

Observemos que uma variavel aleatéria X é nao negativa se X (w) > 0, Yw € 2 ou, de
maneira equivalente, se P(X > 0) = 1. Nesta situacdo, a fungao de distribuigao satisfaz que
Fx(x) =0, para todo = < 0. Ainda observamos que

E(X) = /000 (1 - Fx(x)) de = /000 P(X > z)dx- (4.3)

Na Definicao 4.1 com a frase “quando a integral esteja bem definida” queremos dizer que
a integral em (4.2) ou em (4.3) possa ser calculada, sendo o resultado finito.

Exemplo 4.2 (Distribuicao Exponencial)

Seja X ~ FExzponencial(f). Sabemos que a fun¢ao de distribui¢ao assume a forma
Fx(z) = 1 —e%. Entao
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Observemos também que

1
/0 (l —x) fe 0" dx = e, (4.4)
o \/

[Oo <a: — %)6691 dor = e’ (4.5)
g

Isto significa que, de fato, 1/0 é o centro de massa da distribuicao Exponencial(f). As
expressoes em (4.4) e (4.5) acima representam as equagoes similares as equagoes em (4.1),
que o centro de massa ou esperanca deve satisfazer, ou seja, estas sao as equivalentes
continuas das expressoes em (4.1).

a que, por outro lado

Observando a definicao de esperanca, os exemplos mais simples sao aqueles nos quais a
funcao de distribui¢ao assume uma expressao funcional conhecida, como no exemplo anterior.
A seguinte é uma situagao onde a variavel é discreta.

Exemplo 4.3 (Distribuicao Bernoulli)

No caso em que X é Bernoulli de parametro p, temos que

P(X =) = plizy(2) + (1 = )Ly (2),

onde x1 e x5 sao os valores que assume a variavel aleatoria e x € R. Entao

E(X) = /000 (1—FX(x)> de = 214+ (1 —p) X (x2 —x1) = pr1+ (1 — p)zs-

Nao sabemos muito acerca da esperanca, mas vamos considerar que x1 < ji < xo, sendo
p = E(X). Aceita esta consideragao vamos verificar se as relagées em (4.1) sao validas
nesta situacao. Entao

Socupilp =) = PX =w1)(u— 1) = p(pey+ (1= p)ra 1)
= p(I —p)(22 —21)

Yo bil@i—p) = POX=m)(@a—p) = (1=p)(z2—pr1 = (1= p)zs)
= p(l—p)(x2 — 1)
Verificamos assim que p = px1+ (1 —p)xy € o centro de massa e, como definido, é o valor

da esperanca nesta situacao.
A questao agora é: realmente x1 < | < xo? verificar isso é o mesmo que verificar se

ry < pry+ (1 —p)rs < o (4.6)

A solucao desta questao é deixada ao leitor.
Uma situacao particular importante acontece quando r; = 0 e o = 1, neste caso

w=1—np.
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Teorema 4.1

Se a variavel aleatoria X assume somente valores inteiros nao negativos, entao
o (o0}
E(X)=) P(X>n)=) P(X >n) (4.7)
n=0 n=1
Demonstracgao: Consideramos valores inteiros nao negativos 1,2,3,---. Entao

P(X>n)=P(X >n+1) n=123,---,
portanto

iP(X>n):iP(X2n+1):§:P(X2n)~
n=0 n=1

n=0

Pela definigdo de esperanca e segundo a Definicao 3.8, de funcao de distribuigao discreta,

temos que
E(X) = /Ooo (1 - FX(x)> do = /OOO (1 - i P(X = n)l{n}(x)> da
n=1
= i (1-Fx(n)) = iP(X >n)-
n=0 n=0 |

Para entendermos a demonstracao do Teorema 4.1 prestemos atencao a Figura 4.1. Mos-
tramos dois graficos, em (a) a funcao de distribuicao F'x(n) numa situagao especifica e em
(b) 1 — Fx(n). Vejamos os detalhes no Exemplo 4.4.

Exemplo 4.4 (Distribuicao Geométrica)

Seja X ~ Geoétrica(), ou seja, X é uma variavel aleatéria discreta, com valores nos
numeros naturais incluindo o zero e que tem por funcao de probabilidade Geométrica de
parametro 6. Significa que

P(X =2z)=6(1-0)", r=0,1,2,---, 0<0<1

A funcao de distribui¢ao geométrica de parametro @ = 0.6 é mostrada para os primeiros
6 valores da variavel no grafico (a) da Figura 4.1. Lembremos que a fungao de distribuigao
é a soma das probabilidades até o n, assim

n

Fx(n)=) P(X=x) =) 6(1-0)", (4.8)

=0

é a expressao matematica da funcao de distribuicao geométrica.
Na Figura 4.1, grafico (b), mostramos a drea de 1 — Fx(n), cujo valor nos permite
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encontrar o valor da esperanca. Neste caso

E(X) = ) P(X>n) =) (1-Fx(n)

n=0

_ i (1 _ znjo.es x 0.49”) — 1.66666-
n=0 z=0

Aqui utilizamos os resultados de uma progressao geométrica, isto é, de uma colecao de
nimeros que satisfazem a relagao ar®, onde |r| < 1. Nesta situagao a soma dos n-ésimos
primeiros termos é

a(l—rm") L a
e — e a soma da série é .
1—r 1—r
Gréfico (a) Gréfico (b)
<
-
4|_|—'# =
o
@
o —
2 S
S g 3
L E
= © ] R
o 8 o
g s e
2 3 £
= 2
a ?
-
]
o~ <)
o
o o B
o o
T T T T T T I T T T T T T I
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
X X

Figura 4.1: Grafico (a) Fungao de distribuigao Geométrica(0.6), a drea por cima desta curva
¢ E(X). Gréfico (b) A direita mostramos a fungdo 1 — Fx(n), sendo Fx(n) a fungdo de
distribuicdo Geométrica definida em (4.8) e aqui apresentada somente para os primeiros 6
valores. A drea sombreada ¢ o valor de E(X).

Exemplo 4.5

Dizemos que uma variavel aleatoria tem distribuicao uniforme discreta nos primeiros N
niimeros naturais se

1
5 n=Ll2 N

Esta é uma situacao de variavel aleatoéria discreta positiva. Entao, segundo o Teorema
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4.1 devemos calcular a soma

Y P(X>n) = 1+P(X>2)+P(X >3)+---+P(X >N)

-tz L

N N N
N N-1 N-2 1
- S R

Observemos que o numerador na expressao acima corresponde a soma dos N primeiros
numeros naturais, que é

N(N +1
1424 +N—-24N—1+4N = %
do qual obtemos que
N +1
E(X):T+~

Fomos convencidos de que o centro de massa, quando existe, ou seja, quando é finito
corresponde a esperanca de uma variavel aleatoria positiva. Vejamos agora como calcular
a integral em (4.2) para cada caso: na situacdo de varidveis discretas e caso estas sejam
continuas.

Teorema 4.2 (Cdlculo da esperanca no caso discreto)

Seja X uma variavel aleatoria discreta assumindo valores xy, s, -+ com probabilidades
p1, D2, - . Entao a esperanca de X calcula-se como

B(X) = > o:P(X =2) = > _wmi (4.9)

quando a série é convergente.

Demonstragao: Seja I—/ (1 — FX(ac)> dz. Entao
0

Izgﬂ_lp(x>x)dx

[k

e, desde que P(X > x) é uma fungdo nao crescente, temos que
1 o k 1 o k—1
§P<X>>_I§EP<X> >,
n n n n

k=1
para todo inteiro positivo n. Sejam

1 E—1 1 k
o= op (=) e = I3 p (x> )
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Obtemos

1o~ (1 i+1 1 o k—1 k
L, = — Pl-<X< = - kE—-1)P X< -,
nzz <n< o n) nz( ) ( n < _n>

De maneira similar, pode-se demonstrar que, para todo inteiro positivo n,

1
U, < E(X)+ —
n
Entao, temos que
1 o 1
E(X)-=-< / [1— Fx(z)]dx < E(X)+ —
n 0 n

para todo inteiro positivo n. Tomando limite quando n — oo, vemos que

E(X)—/OOo (1—FX(:1:)) dz- -

Este valor esta bem definido quando a soma nao depende da ordem dos termos, em
particular quando a série converge absolutamente, isto é, quando

Z |z;| P(X = ;) < oo (4.10)

Devemos observar que a série
o0
i=1

pode ser finita mas a série em (4.10) nao. Nestas situagoes dizemos que E(X) ndo existe.
Vejamos no seguinte exemplo os detalhes desta particularidade.

Exemplo 4.6
Consideremos a variavel aleatoria X com funcao de probabilidade dada por
3k 2
:P(X: _1’f+1_):_ EF=1.92 ...
Pk ( ) L Sk:’ ) “y
Entao
o o 2
> foul = 32 = o
k=1 k=1
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e E(X) nao existe. Por outro lado, a série

oo o 2
Z:L‘kpk = Z(—l)k“E = log(4) ~ 1.3862---
k=1 k=1

é convergente. Mas ainda, se a série acima € convergente, entao a podemos decompor
como a soma dos niimero pares mais a soma dos niimeros impares, assim vemos que

> 2 > 2 > 2
)2k 2 —1)2k+2 S RV
S U g £ D

1

isto porque as somas das niimeros pares é impares sao divergentes.

Teorema 4.3 (Cdlculo da esperanca no caso continua)

Seja X uma variavel aleatoria continua assumindo valores positivos com funcao de den-
sidade de fx. Entao a esperanca de X calcula-se como

E(X) = /Ooofo(a:)dx, (4.11)

quando a integral é convergente.

Demonstracgao: Consideremos que E(X) < oo, entdo

Integrando por partes obtemos

/Onxf(x)d:c = nFx(n) — /OnFX(:E)da: = —n(l—FX(n)>

Mas,
n(l—FX(n))‘o = n/n f(z)dz < /n xf(z)dx

e, como E(X) < oo, segue que lim n<1 - FX(n)> — 0. Temos entao que
n—o0

E(X) = lim nxf(x)da: = lim [1 — Fx(z)]dz = /OOO (l—FX(:v)> dz-

n—oo 0 n—oo

Caso X seja absolutamente continua com fungao de densidade fx dizemos que E(X)

existe e é igual a / zfx(x)dz, desde que

—0o0

/00 |z|f(x)dz < oo (4.12)
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Enfatizamos que a condigao em (4.12) deve ser verificada antes se pode concluir que E(X)

existe e é igual a xfx(z)dz. Além disso, vale a pena recordar neste ponto que a integral

—00

/ g(x) dx existe, desde que exista o limite lim g(x)dx. E bem possivel que o limite

0 a—oo f_
lim g(z) dz exista sem a existéncia de / g(x) dx, como no Exemplo 4.8.
a—oo J_ oo
Exemplo 4.7
. .. , . - . —, x>1
Seja X uma variavel aleatoria com funcao de densidade fx(x) =< a3 .
0, z<1
Entao ~ o
E(X) = / —dr =2
LT

Consideremos agora X assumindo valores reais quaisquer. Como vamos calcular a espe-
ranca uma variavel deste tipo? a resposta aparece no resultado a seguir o qual demonstra-se
em parte.

Teorema 4.4

Seja X uma variavel aleatoria com funcao de distribuicao Fx. Entao

B(X) = /Ooo (1 - FX(x)) da — /0 Fx(z)dz, (4.13)

—0o0

quando a integral é convergente.

Demonstragao: Caso a varidvel aleatdria assuma somente valores positivos, a expressao em
(4.13) coincide com a expressao em (4.2) da definicdo de esperanca de X. Interessa-nos
entao a situacao mais geral, quando a variavel assume valores reais. Considerando a varidvel
aleatoria continua a demonstracao segue utilizando integragao por partes. O caso discreto é
deixado como exercicio para o leitor. |

Devemos esclarecer duas coisas: a primeira é que no Teorema 4.2 nao foi dito, mas somente
foram considerados valores nao negativos da variavel discreta. O segundo esclarecimento tem
a ver com a forma de calculo da esperanca, mesmo somente tendo sido demonstrado para
situagoes positivas os teoremas 4.2 e 4.3 valem para as situagoes mais gerais nas quais as
variaveis aleatorias assumem valores reais. Podemos entao concluir que

E(X) = /_+<>0 zf(z)de, (4.14)

o0

caso a variavel aleatéria X seja absolutamente continua, com funcao de densidade f e tenha
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esperanca finita. Caso a variavel aleatoria X seja discreta, entao

E(X) = ) aP(X =), (4.15)

caso a esperanca seja finita.

Exemplo 4.8 (Distribuicao Cauchy)

Seja X uma variavel aleatéria com distribuicao Cauchy(0,1), ou seja, com fungao de

densidade
1 1
fx(l’) = %m, —0<r < oo

Acontece que
) “r 1
lim —
a—oo J_ T 1 + ,1’2

dz = 0 (4.16)

Contudo, E(X) nao existe, desde que a integral

< lxl 1
[
oo T 14+
diverge. Observe que esta é uma situacao muito especial porque, além das integrais em

(4.16) serem finitas mas E(X) nao existir, a densidade Cauchy(0,1) é simétrica com
centro de simetria em 0, mas 0 nao é a esperanca de X, que nao existe.

Exemplo 4.9
Seja X uma variavel aleatoria com funcao de probabilidade dada por
1 1 1
P(X:—2):P(X:0):Z, P(le):§ e P(X:2):6.
A funcao de distribuicao é da forma
0 se <=2
! 2<x<0
- se — x
1 <
1 1 1
FX(:E): Z—i_l_l:é se 0<z<l1
1 1 5
5 + 5 = 6 se 1<zx<?2
1 se x>2

\ -

Sabemos que para valores positivos se satisfaz que

/000[1 — Fx(z)]dz = Z%pz’:

onde x1 = —2, xo = 0, x3 = 1 e x4 = 2 sao os valores da variavel, dos quais somente
. . ~ 4
desconsideramos o x; = —2, por ser negativo e entao y . ,x;p; = %, sendo cada p; a
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probabilidade da variavel assumir cada valor. Vejamos a integral correspondente a parte

negativa.
0 —2 0 1 1
/ Fx(z)dzx = / 0dz +/ —dr = -,
—o0 e —2 4 2

com o qual temos que

4
2 1 1
E(X)=-—= == =

4.1.1 Propriedades da esperanca

Vamos considerar nesta secao que a esperanca das variaveis aleatérias sempre existem.

Teorema 4.5

Seja X uma variavel aleatoria que satisfaz P(X > 0) = 1. Entao E(X) > 0.

Demonstragao : Exercicio. |

Exemplo 4.10 (Distribuicao Binomial Negativa)

Seja X ~ BN(r;p) uma varidvel aleatoria com fungao de probabilidade Binomial Ne-
gativa de parametros r > 1 e 0 < p < 1, segundo a Defini¢ao (3.16). Encontremos
E(X).

A distribuicao Binomial Negativa recebe esse nome da relagao
r4+r—1 —r (=r)(=r—=1)---(=r—x+1)
= (—1)* = (—1)" 4.17
(7Y = () e

que é a equacao que define o coeficiente binomial com nimeros inteiros negativos. Junta-

mente com (4.17), temos Z P(X = x) = 1. Da expansao binomial negativa que afirma
=0

e > () - i(_”k<k+;_ )

que

Temos entao

BE(X) = Zx(erT_l)pT(l—p)xIZ(@JFT__I)! P (1=p)°

r=

0
7"(1—10)0O z+r—1 +1 _1
— - -7 T 1_ xT
- z( o )p (1-p)

1—9p) — 1 -1 1
T‘( p) (r + + z >pr+1(1 _ p)z =7
p 0

z=

z
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Esta primeira propriedade nos conta que a esperanca de varidveis aleatorias positivas
sao estritamente positivas. Como exemplos podemos mencionar quase todos os exemplos
de variaveis aleatorias discretas considerados até o momento, assim como diversas variaveis
continuas. No caso de variaveis aleatorias continuas positivas podemos mencionar a distri-
buicao Exponencial.

Teorema 4.6

Seja X uma variavel aleatéria. Se X = ¢, ou seja, X(w) = ¢, para todo w € ). Entao
E(X)=c.

Demonstracgao: Exercicio. |

Esta propriedade pode ser traduzida de varias maneiras. Uma ¢é que a esperanca de uma
constante é ela prépria ou que a esperanca de uma varidvel deterministica (degenerada) é
ela prépria. Na proxima propriedade utilizamos a relacdo X <Y isto significa que X (w) <

Y(w), Yw € Q.

Teorema 4.7

Sejam X e Y duas varidveis aleatérias. Se X <Y, ou seja, se P(X <Y) = 1, entao
E(X) < E(Y).

Demonstragao: Para esta propriedade ser valida basta que as esperancas estejam bem defi-
nidas e, com isto, queremos dizer que alguma das esperangas seja finita, ou E(X) = —oco ou
E(Y) =400. Se Y < z entao X < z, logo

{we:Y(w) <z} C{weN: X(w) <z}
Portanto, Fy (z) < Fx(z), sendo Fx e Fy as funcoes de distribuigao das varidveis aleatérias

X eY, respectivamente. Também 1 — Fy(z) > 1 — Fx(z). Pela propriedade em (4.13),

Fy(z)dz > /OOO (1—Fx(z)) dz—/o Fx(z)dz = E(X)..

—0o0

0

E(Y) = /OOO (1—Fy(z)) dz—/

Uma questao em aberto no Teorema anterior é se existem varidveis X e Y, tais que
X <Y. A resposta estd também no seguinte exemplo.

Exemplo 4.11
Sejam Y ~ U(0,1) e X = min(Y,1/2), logo X <Y. Entao

1/2 1 1
E(X) = rdx + —“PlX=-)dx
2 2
0 1/2

1 1 1
572 ( —2)

[e.e]

+

1 1
8§ 4
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Como consequéncia dos Teoremas 4.6 e 4.7 concluimos que, se o < X (w) < f3, para todo
w € (), entao
a < E(X) <5,

desde que a esperanca exista, ou seja, se a variavel aleatéria for limitada e a esperanca exista,
afirmamos que a esperanca ¢ também limitada. Isto ficard claro no Teorema 4.9, chamado
de Teorema de Existéncia.

Teorema 4.8 (Linearidade)

Seja X uma variavel aleatdria para a qual E(X) < oo e sejam a e b dois niimeros reais
quaisquer. Entao
E(aX +b) =aE(X) + b

Demonstracao: (a) Caso a =0, temos que E(aX +b) = E(b) =b=aE(X) +b.
(b) Agora, caso a > 0 e b # 0 definamos Y = aX + b, entao

Fy(z) = PlaX+b<uz) = P(ng;b> — Fy (x;“>

BE(Y) = /Ooo (1—Fy(:c)>dx—/:Fy(x)daz

Logo escrevendo y =

() o [

(z —a)/b e pela mudanga de varidveis vemos que

—b/a

) = o[ (1-Few)dy—a [ Fx)dy

—b/a —o0
0

- a/ooo (1—Fx(y)> dy — a/ Fx(y)dy +

—00
0

o (em)areaf, P

—b/a

0
= aE(X)—i—a/ dy = aE(X) + b
—b/a

(c) Por ultimo, caso a < 0 é andlogo ao item (b). |

Exemplo 4.12

Consideremos X ~ U(0, 1). Nesta situagao, sabemos que E(X) =1/2. CasoY ~ U(4,5),
acontece que Y = X + 4, do qual obtemos que

EY) = BE(X+4) = E(X)+4 = 4+1/2

Observe que este exemplo é uma aplicacao do Teorema 4.8 quando a =1 e b = 4.
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Teorema 4.9 (Existéncia)

Seja X uma variavel aleatoria limitada, isto é,
P<|X| < M) =1,

para 0 < M < oco. Entao, E(X) existe.

Demonstracao: Isto é consequéncia direta dos Teoremas 4.6 e 4.7. Como a varidvel aleatéria
é limitada, entao —M < X < M, logo E(X) < M. [ |

Exemplo 4.13 (Distribuicao Uniforme)

Seja X ~ Uniforme(a, ), sendo o < 3 duas quantidades reais. A fun¢ao de densidade

€
1

fl@) =4 B—a’
0, se = ¢ (a,p)

Queremos verificar a existéncia de E(X) e, caso afirmativo, o valor da esperanga.
Logicamente,

se x€ (a,p)

P(IX] < max{lal, |3]}) =1

Assim, denotando como M = max{|al, |5|} temos que | X| < M e, portanto, E(X) existe
pela afirmacao do Teorema 4.9. Mais ainda, um calculo simples fornece-nos que

a—l—ﬁ.
2

E(X) =

Uma outra distribui¢do naturalmente limitada é quando X ~ Beta(a, ), a expressao de
sua fungao de densidade foi apresentada na Definigdo 3.26, nesta situagao |X| =X < 1. O
calculo nao é simples, mas podemos afirmar que

Definicao 4.2 ( Varidvel aleatéria simétrica)

Dizemos que uma variavel aleatoria X é simétrica a respeito do ponto a se

P(X>a+z) = P(X <a-ux), Vz € R

Podemos escrever esta definicao em termos da funcao de distribuicao Fx de X, isso

significa que se
Fx(a—z) =1-Fx(a+z) + P(X =a+u1),
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vale para todo x € R, dizemos que a funcao de distribuicao Fx da varidvel aleatéria X é
simétrica com « o centro de simetria. Caso a = 0, entao para todo x

Fx(—z) = 1— Fx(z) + P(X = x)-

Em particular, se X ¢é continua dizemos que é simétrica com centro de simetria « se, e
somente se, a funcao de densidade de X satisfizer que

fla—z) = fla+2x), Vr € R-

A situagao a = 0 implica que X seja simétrica com relagao a origem. Acontece que o conceito
de esperanga matemaética esta relacionado com o valor central da distribuigao como veremos
no Teorema 4.12. Em algumas situacoes as distribui¢oes tém um valor central natural, essas
sao as chamadas distribuicoes simétricas.

Exemplo 4.14 (Distribuicao t-Student)

Uma varidavel aleatéria diz-se ter distribui¢ao t — Student(n) se sua fun¢ao de densidade
é da forma

PET) (2 118
f(x)—r(%)\/ﬁ(—i- ) , 00 < < 00 (4.18)
Caso n = 1 a distribuigao t — Student de reduz a distribui¢ao Cauchy(0, 1), isto implica
que, como vimos no Exemplo 4.8 nao para todo valor de n a esperanca existe.
A funcgao de densidade em (4.18) é simétrica, para vermos isso observemos que f(x) =
f(=x), o qual implica que a distribui¢ao t — Student é simétrica com rela¢ao a origem.
Para n grande, a distribuicao t — Student esta proxima da distribuicao normal. De fato,

lim
n—oo

<1+x—2>_n;1 = ¢ %/2 i P(HTI) = 1 .
n—oo F(g)‘/nﬂ DY

n
Para o caso de n pequeno, entretanto, desvia consideravelmente da normal. De fato,
P(|X| > x) > P(|Z] 2 x0),  Z~N(0,1),

ou seja, para n pequeno (n < 30) hd mais probabilidade na cauda da distribuicao t —
Student do que na cauda da normal padrao.

Mostramos no exemplo anterior que a distribuicao t — Student é simétrica em torno da
origem, outras distribuicoes conhecidas sao também simétricas, como a distribuicao Normal
e Cauchy.

Teorema 4.10

A variavel aleatéria X tem distribuicao simétrica a respeito do 0 se, e somente se,
Fx =F_x.
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Demonstracao: Consideremos X uma varidvel aleatoria simétrica no 0. Entao, pela Defini¢cao
4.2 temos que P(X > z) = P(X < —xz), Vo € R entao

PO<X<z) = Pl—x< X <0), Vz > 0 (4.19)

Isto implica que
P(0<X<x)+P(X:$):Fx(l‘)—Fx((]) (4.20)
P2 <X <0)+PX=2)=P0<-X<z)=F_x(x)— F_x(0): (4.21)

Portanto, de (4.19), (4.20) e (4.21) resulta que, se X tem distribuigao simétrica no zero entao

Fx(2) — Fx(0) = F_x(2) — F_x(0), V> 0. (4.22)
Resulta que
lim Fy(r) = Fx(0) = lim F_y(z) - F-x(0)
1-Fx(0) = 1-F_x(0)
Fx(0) = F_x(0) (4.23)

Procedendo de maneira similar caso x < 0 temos, dos resultados em (4.21) e (4.23), que se
X é simétrica no zero, entao

Fx(z) = F_x(z), Vz € R- (4.24)
Vamos supor agora que a relagdo em (4.24) é vélida. Entao, para todo = € R vale que
P(X <z)=Fx(z)=F_x(x)=P(—X <z)=P(X > )

Em particular
P(X <0)=P(X >20),

do qual concluimos que X ¢é simétrica a respeito do ponto 0. |

Exemplo 4.15 (Distribuicao Exponencial dupla)

Dizemos que a variavel aleatoria X tem por distribuicao exponencial dupla ou Laplace
se sua funcao de densidade é da forma

1
f(z) = 56"“7', zr € R

A distribuicao de Laplace é facil de integrar. Sua funcao de distribui¢ao é a seguinte:

56“”, se x<0
Fy(r) = 1
1—56 r se x>0

Vamos utilizar o Teorema 4.10 para demonstrarmos que esta é uma distribuicao
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simétrica. Observemos que

Fx(@) = PX<z) = P(X>-a)
= 1-P(X<-z) = 1- Fx(—2),

a qual pode ser escrita como

1
1-— 56_90, se x>0
FX(Z') = 1 )
56”“, se <0

a qual é exatamente a mesma funcao. Concluimos entao que a distribuicao Laplace é
simétrica com relagao a origem.

Devemos observar que a maioria das variaveis aleatéria simétricas sao absolutamente
continuas, quase nenhuma variavel aleatoria discreta é simétrica. Podemos mencionar como
exemplos de variaveis aleatérias simétricas discretas o caso X ~ Binomial(p) se assumir
como valores —x e x, sendo x > 0, ou seja,

P X=-2)=1-p e P(X =z) = p

Uma outra situacao discreta simétrica seria a uniforme discreta, caso esta assuma um nimero
par de valores e simétricos.

Teorema 4.11

A variavel aleatoria simétrica X tem centro de simetria « se, e somente se, Y = X — «
tem centro de simetria 0.

Demonstragao: Segundo a Definigao 4.2, temos que P(X > a+z) = P(X < a—x),Vx € R.

Entao
PX>z+a) = PX—a>z)=PY >u)-
PX<a-z) = PX-a<—-x)=PY <—x),
entdo Y é simétrica com centro de simetria «. [ |

Uma consequéncia da variavel aleatéria X ser simétrica com centro de simetria o é que o
centro de simetria coincide com a esperanca, se esta existe, resultado fornecida pelo teorema
a seguir.

Teorema 4.12 (Esperanca de varidveis simétricas)

Seja X uma variavel aleatoria com distribuicao simétrica com esperanca finita, de centro
de simetria «. Entao E(X) = a.
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Demonstracao: Consideremos primeiro que o« = 0. Nesta situagao, pelo Teorema 4.8, esco-
lhendo a = —1 e b = 0 temos
E(-X) =-E(X)- (4.25)

Segundo vimos no Teorema 4.10 Fx = F_x e

o 0
E(X) = /0 [1—FX(x)]dx—/_ Fx(z)dz

o) 0
_ / 1= F ()] dx—/ Fox(z)dz = B(—X),
0

—0oQ
do qual concluimos que E(X) = E(—X), entdao E(X) = 0. Na situacao geral o # 0 sabemos,

pelo resultado no Teorema 4.11, que X — « tem distribuicao simétrica em 0. Utilizando
novamente o Teorema 4.8 vemos que
0=EX—-a)=EX)—-a -

Vejamos uma tltima propriedade, chamada de critério de integralidade. Lembremos que
consideramos uma variavel integravel quando tem esperanca finita. Agora vamos entender
quando podemos afirmar que a esperanca de uma variavel aleatoria é finita.

Teorema 4.13 (Critério de integrabilidade)

Seja X uma variavel aleatoria qualquer. Entao

S P(X] 2 ) < B(X]) < 1+ P(1X] 2 ),

n=1 n=1

(o.0]
portanto, X é integravel se, e somente se, Z P(|X | > n) < 00.

n=1

Demonstragao: Caso z > 0, seja [r] a parte inteira de z.!. Entdo, a varidvel aleatéria [|X|]
satisfaz que
0 <[ X[} < X[ <1+ [[X]]-

Pelos Teoremas 4.7 e 4.8 obtemos que
0 < E([IX]]) < E(IX]) < 1+ E([|X]])-

A nova varidvel aleatéria [|X|] assume somente valores inteiros nao negativos, entao vale o
Teorema 4.1 do qual concluimos que

iP(IXI >n) < E(IX]) <1 +§:P(|X| > n),

n=1 n=1

L' A funcdo matemdtica parte inteira é definida como

[z] =max{n €Z: n <z}
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Exemplo 4.16 (Continuacdo do Exemplo 4.2)

isso, chegamos a conclusao que

oo oo 1
_ —nb __
;P(!)ﬂzﬂ) —;e = 57
logo
1 <1< e?
ed—1 -0 e —1
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Na situacgao referida encontramos que se X ~ Exponencial(0), entao E(X) = 1/6. Vamos
utilizar o critério no Teorema 4.13. Sabemos que P(|X| >n) =1— Fx(n) = e ™. Com

Vamos utilizar o Teorema 4.12, que nos diz qual é a esperanca de variaveis aleatoérias
simétricas caso existam, e o critério de integrabilidade (Teorema 4.13) para encontrarmos a

esperanca de distribuigoes simétricas.
Por exemplo, caso X ~ Laplace, como no Exemplo 4.15, temos que

P(|X|>n) = 1- an(x)dx

0 n
1 1
= 1—/ —e’”dx—/ —e *dx
.2 ) 2
= 1—(1—6‘”) = e "

P(|X|>n) ="

Desta forma

e, portanto,

o o0 1
Y P(X|>n) =) e = — ~ 0581976
n=1

n=1

Provamos assim que X é integréavel e, pelo Teorema 4.12, E(X) = 0. Vejamos agora

como proceder caso a distribuicao seja normal padrao.

Teorema 4.14
Seja Z ~ Normal(0,1). Entao

1
P(Z>zx) =~ e=*/? quando x — co-
TV 2T

Mais precisamente, para todo x > 1/ V2 vale que

1 /1 1 2
— e /2
max{(),\/2_< 3>e } < P(Z>2) <

@

1
T/ 21

(4.26)

(4.27)
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Demonstracao: Temos que

/ —u2/2 1 i) du — L(l N i)e—ﬁ/z
V2r ut 2r\z a3
e
(1 ) du = it
V2T / u? 2T X
Juntando estes dois resultados temos as expressoes em (4.26) e (4.27). |

Na Figura 4.2 apresentamos o comportamento dos limites da funcdo P(Z > x) encon-
trados no Teorema 4.14. No grafico a direita vemos que a aproximagao em (4.26) apresenta
resultado satisfatérios quando x > 2. Quanto aos limites em (4.27) vemos que, embora
sempre se cumprem, somente para valores z > 1 o limite inferior é maior do zero.

0.30
1
0.30
1

0.25
1
0.25
1

0.10
1
0.10
1

! (3 i) <2

| xlomx %@

A
—e " '“du
X "E[

0.05
1
0.05

P(Z>x) = j

Figura 4.2: Aproximacao a P(]Z| > x) no gréifico a esquerda, expressao (4.26). Limites
inferior e superior para P(]Z| > x) a direita, expressoes em (4.27).

Qual é o objetivo de dedicarmos tanto esforgo a encontrarmos expressoes aproximadas da
distribuicao normal padrao? ou formulando a pergunta de uma outra forma, qual o objetivo
em encontrarmos resultados como o apresentado no Teorema 4.147

Queremos encontrar expressoes que possamos utilizar para provarmos propriedades desta
distribuicao. Devemos esclarecer que para a funcao de distribuicao normal padrao nao temos
uma expressao matematica analitica, entao como vamos demonstrar, por exemplo, que a
distribuicao normal padrao tém esperanca finita? vamos utilizar os resultados no Teorema
4.14 e o critério de integrabilidade no Teorema 4.13 para demonstrarmos isso.

Segundo o critério de integrabilidade devemos demonstrar que

> P(1Z] = n) < o0,
n=1



4.1. ESPERANCA 181

quando Z ~ Normal(0,1). Mas,

[ee] (o0} 2 )
P(lZ]| >n) < e /2.
nzl (1Z] > n) nzln =

Acontece que 2/v/21 = /2/7 &~ 0.79788 e que a série

=1
Z—e*"Q/Q ~ 0.677986
mn

n=1

é convergente, de maneira que

> P(1Z] > n) < 0.540951-

n=1

Concluimos entao que para a distribuicao normal padrao vale o critério de integrabilidade,
logo esta distribuigao tém média finita e é zero, ou seja, E(Z) = 0 devido a ser simétrica.
Devemos lembrar que o fato da distribuicao de X ser simétrica em torno se «, nao significa
tenha esperanca finita e que esta seja a, deve ser demonstrado a existéncia de esperanca para
podermos afirmar que E(X) = a. O seguinte exemplo é uma outra situagao de funcao de
densidade simétrica em torno do zero e que tém esperanca finita.

Exemplo 4.17

Veja agora como demonstrar que se X ~ t — Student(n) entao E(X) =0 quandon > 1.
Lembremos que no Exemplo 4.18 demonstramos que esta é uma distribuicao simétrica,
logo se E(X) < oo, entao esta é zero.

Provemos que a integral em (4.12) é finita nesta situagao, ou seja, provemos que

© T() o ey
27 (142 .
/_m|x|r(%) Tm< + n> dr < oo

Seguiremos o desenvolvimento apresentado em Psarakis & Panaretoes (1990).
Observemos que

> %\~ 0 i
E(1X]) = /0 xC(n)<1+g> dr — /_OO:L’C(n)<1+g> dz,
n+1 n ‘
onde C(n) = I'( 5 )/(F(a)\/mr). Desenvolvendo cada integral, obtemos que
> .TQ _nTH n oo d l’2 _HT—l
/0 xc(n)<1+ﬁ> de = _”—1/0 x@(“Fg) C(n)dx
= ——Cn)
e 0 22\ - n 0 4 22\~
[Lrom(e5) T ar = -2 [ a0 2) ot
= ——=Cn),
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2
do qual obtemos que E(|X|) = n
n J—

. C(n). Esta expressao significa que a distribui¢ao t-

Student tém esperanca finita e, devido a ser uma funcao de densidade simétrica, podemos
afirmar que a esperanca é zero. Um detalhe, a distribuicao da variavel aleatdria |X|,
quando X ~ t — Student(n) é conhecida como distribuigao t-Student dobrada.

4.1.2 Esperanca de fungoes de variaveis aleatorias

As fungoes g(z) = 2", onde n é um inteiro positivo e g(z) = |z|*, onde o é um nimero real
positivo, sao de especial importancia. Queremos aqui encontrarmos a esperanca de funcoes
de variaveis aleatorias e logicamente surgem perguntas: como calcular a esperanca dessas
transformacoes? a esperanca de X ¢ uma média ponderada dos valores possiveis de X,
onde os pesos sao determinados pela sua distribuigdo agora, serda que a esperanga de g(X)
continuard sendo uma média ponderada com pesos determinados pela distribuicao de X?

Teorema 4.15

Seja X uma variavel aleatéria e g uma fungao Borel mensuravel nos reais e Y = g(X).
Entao

E(Y) = Zg(%‘)P(X = ;) (4.28)

no sentido de que, se um dos lados de (4.28) existe, o mesmo acontece com o outro, e
entao os dois sao iguais.

Demonstragao: Seja X uma varidvel aleatéria discreta e suponhamos que P(X € A) = 1. Se
y =g(z), onde g : A — B é uma fungdo um-para-um, entao

P(Y=y) = P(X=g'(y), yeB

Temos que

Y g@)P(X =1) = Y yP(Y =y):

€A yeB

Caso X seja continua e g satisfizer as condigoes do Teorema 3.36, temos que

Jowi@ar - [ ") \j;g—l(y)\ dy,

mudando de varidveis para y = g(z). Entao

[ows@ar = [ iy .

Claro que esta demonstracao é restrita a situacao de funcoées um-para-um mesmo sendo
o enunciado do teorema escrito para qualquer funcoes Borel mensurdavel. Para uma demons-
tracao mais geral, incluindo o caso onde g nao é uma fun¢ao um-para-um, pode-se consultar
o livro Loeve (1977).
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Exemplo 4.18

Seja X ~ Exponencial(f). Isto implica que P(X > x) = ™% quandox >0 e
E(X") = n/ 2" te7v da-
0
Sabemos que E(X) = 6. Entao,

E(X?) = 2/0 ze s dz = 26’/0 ge_% dz

= 2@/00 rf(z)dr = 20 E(X) = 267,
0

[o's] oo .2
E(X3) = 3/ 2?0 dr = 36/ %e’% dx
0 0
= 30 2’ f(r)dr = 30E(X?) = 66°
0

Por inducao, temos que E(X*) = k6.

Acontece que nem sempre as variaveis X e Y sao do mesmo tipo, ou seja, pode ser que
X seja discreta e Y nao ou reciprocamente. Queremos dizer que, nem sempre a variavel X
e sua transformada Y = ¢g(X), nem sempre sdo ambas discretas ou ambas continuas; pode
acontecer que, por exemplo, a transformada Y seja de natureza diferente de X. No seguinte
exemplo, utilizando novamente o conceito de parte inteira de x, mostramos uma situacao na
qual X é continua mas sua transformada, Y é discreta. O conceito de parte inteira de um
namero foi definido na nota de rodapé 1.

Exemplo 4.19

Seja X uma variavel aleatéria com distribuigao Exponencial(f). Definamos

Y = [X]+1, (4.29)

onde [X] denota a parte inteira de X. Queremos obter a distribuicao de Y.
A varidvel Y assume valores naturais, ou seja, assume valores {1,2,---}. Observemos
que, paran € NT
P(Y=n)=Pn—-1<X<n)

e, dado que Fx(z) =1 — e~ temos por resultado que
P(Y =n) = Fx(n") = Fx(n—1) =e (" — 1), (4.30)

a qual é uma progressao geométrica de soma 1. Significa que Y, definida em (4.29)
é uma variavel aleatdria discreta com valores em NT ou suporte NT e com funcao de

probabilidade dada em (4.30), 6 > 0.

Durante a resolucao deste exemplo nao dizemos, mas nao é dificil perceber que a funcao
g(x) = [z] + 1 é Borel mensuravel.
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Definicao 4.3 (Momentos finitos de varidveis aleatorias discretas)

Seja X é uma variavel aleatoria discreta e n um nimero natural qualquer. Definimos a
esperanca da fun¢ao de variavel aleatoria g(X) = X" como

E(X") = Z " P(X = 1;),

onde x1, x5, - sao os valores assumidos pela variavel aleatoria X e pi,ps,--- as proba-
bilidades correspondentes.

Caso F(X™) exista para algum inteiro positivo n, dizemos que E(X") é o momento de
n-ésima ordem de X ou o momento de n-ésima ordem da distribuicao de X.

Exemplo 4.20 (Continuagcdo do Exemplo 4.5)

Caso X tenha por distribuicao uniforme discreta nos primeiros N niimeros naturais, isto
é, se
PX =n)= L
N
obtivemos que
E(X) = —/—

Encontremos E(X?).

[\

E(X2):Zn (N+1)(2N +1)

Definicao 4.4 (Momentos finitos de varidveis aleatdrias continuas)

Seja X é uma variavel aleatoria continua com funcao de densidade f e n um niumero
natural qualquer. Definimos a esperanga da fungao de variavel aleatoria g(X) = X™ como

B(X") = / " o ) da-

[e.9]

Uma situacao interessante é apresentada no exemplo a seguir, ¢ o caso de uma variavel
aleatoria com esperanca finita mas com momento de ordem superior infinito.

Exemplo 4.21

. . .. - . se x>1
Seja X uma varidvel aleatdria com fungao de densidade f(x) = a3’ .

0, se z<1
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Entao

Por outro lado,

n > 2 nao existem.

Exemplo 4.22 (Distribuicao Uniforme)

Consideremos que X ~ Uniforme(0,1),
todos os momentos finitos. Nesta situacao

B(X™)

que, quando n — oo acontece que

lim E(X™)

n—o0

Devemos observar que, embora quando n

Na verdade, é possivel construir exemplos

1
/ 2" dx
0

Observemos que, como consequéncia do resultado acima, quandon =1, E(X) =1/2 e

185

a qual nao existe. Mais ainda, todos os momentos de ordem superior, ou seja, quando

esta é uma situacao simples para obtermos

1

xn+1 1

n+1.

n+10

=0

. 1
lim
n—oo N + 1

— 00 0os momentos de ordem superior desta

distribuicao tendem a zero, para cada n finito todos os momentos existem.

de variaveis aleatorias para as quais existem

todos os momentos até uma ordem especificada, mas nao ha momentos de ordem superior a
especificada. Este é o caso da distribuicao t—Student(n), para ela existem todos os momentos

até ordem menor do que n mas, os momentos
Exemplo 4.23 (Distribuicao t-Student)

E(X") =

de ordem superior a n nao existem.

Segundo o Exemplo 4.14, se X ~ t— Studen(n) a esperanca existe e é zero. Um resultado
relevante é que E(X") existe para r < n. Em particular, temos que

se r<mn,r par

Como consequéncia, vemos que E(X) =0,

Para a demonstracao do resultado no Exem

se r <mn,r impar

sen > 2.

plo 4.23 utiliza-se um conceito que sera estudo

na Secao 6.2 e, por isso, mostraremos o célculo no momento adequado. Mais ainda, este um
exemplo para no qual momentos de ordem superior existem, mas nao todos. Observe que

a existéncia dos momentos estdao limitados a

r < n, significa que o momento de ordem n

também nao existe. Nada garante a existéncia de todos os momentos de ordem superior.
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Teorema 4.16

Seja X uma variavel aleatéria. Suponhamos que o momento de X de ordem t exite.
Entao existem os momentos de X de ordem 0 < s < t.

Demonstragao: Seja X uma varidvel continua com func¢ao de densidade f. Temos entao

Bixp) = [ @ | of* () d

{we: |z|5>1}

< P(X]* <1) + E(IX]) < oo

Demonstracao similar pode ser realizada no caso de X discreta. |

No Exemplo 4.21 foi visto que a existéncia dos momentos de ordem r nada garantem
acerca da existéncia de momentos de ordem superiores. Por outro lado, o Teorema 4.16
garante a existéncia dos momentos de ordem inferior. Vejamos no exemplo a seguir duas
distribuicoes; a distribuicao qui-quadrado e sua raiz quadrada, a distribuicao qui. Vamos
encontrar as esperancas correspondentes como exemplos da afirmac¢ao no Teorema 4.16.

Exemplo 4.24 (Distribuicdo qui)

Na Defini¢ao 3.25 apresentamos a funcao de densidade x*(n). Entao, se X ~ x*(n), para
encontrarmos os momentos de ordem superior desta distribuicao fazemos

0o "
E(X") = n/2—1 —x/?d .
) = |, e

Escrevendo m = 2r + n, obtemos

I'(m/2) /oo 1 o ['(m/2)
E(X") = ——=2" — /ey = 2" 4.31
X = T Jy Tz T(n/2) 430
Temos, portanto, uma expressao para os momentos de ordem superior caso a distribuicao
seja x*(n). Por outro lado, o Teorema 4.16 trata acerca de momentos de ordem inferior.
r 2)/2
Por exemplo, E(v/X), a qual sabemos existe dado que E(X) = %
n

Acontece que, a raiz quadrada de uma varidvel aleatéria com distribui¢ao x*(n) é uma
variavel aleatdria com distribuicao x(n), chamada de distribuicao qui. Para encontrarmos
a fungao de densidade qui utilizaremos o Teorema 3.36. A transformacaoY = g(X) = VX
é uma transformacao um-a-um com inversa X = g~1(Y) = Y2 e Jacobiano dg=*(y)/dy =
2y. Portanto, pela técnica de transformacao, a funcao densidade de Y é

) = K50 || = e

n/9—1 —q2
(y*)"? eV /2|2y

= wR_irmpY ¢ v
sl +1)/2)

Similarmente ao desenvolvimento em (4.31), obtemos que E(Y) = T(n/2)
n
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Teorema 4.17

Seja X uma varidvel aleatoria e E(|X|*) < oo, para algum k > 0. Entéo

lim n’fP(\X| > n> ~ 0

n—0o0

Demonstragao: Faremos a demonstragdao somente para o caso continuo, com fun¢ao de den-
sidade f. Temos que

lim lzf f(x)de = /|x|kf(:z:) dz < oo

n—oo |I|STL

Segue que
lim |z|* f(z)dz = 0
Mas,
nkPOX\ > n) < / |z|* f(z) da- -
|z|>n

Probabilidades do tipo P(|X| > n) ou qualquer um de seus componentes, P(X > n) ou
P(X < —n), sdo chamadas probabilidades de cauda. O resultado do Teorema 4.17, portanto,
fornece a taxa na qual P(|X]| > n) converge para 0 quando n — co. O inverso do Teorema
4.17 nao se sustenta em geral, isto é, caso

lim n’“P(|X\ > n) =0,

n—oo

ara algum k nao implica necessariamente que E(|X |k) < 0.

Exemplo 4.25

Vamos considerar uma variavel aleatoria discreta com funcao de probabilidade dada por

c
PX=n)= —— =92.3. ...
< n) n210g(n)7 n Y ) Y

onde ¢ é uma constante determinada pela restricao

[e.9]

DR
< n*log(n)

Queremos provar que o inverso do Teorema 4.17 pode nao ser verdade. Para isso, obser-

vamos que
o] c c
P(X 7 —_——dx % — 4.32
(X>n) C/n x2log(x) o nlog(n) (4.32)
e, entao, nll_I}Olo nP(X >n) =0 eainda E(X) = Z #g(n) = 00.

n=1
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Na expressao em (4.32), com o simbolo /2, queremos dizer que o quociente dos dois lados
converge a 1 quando n — oo. Observamos que precisamos

lim n*P(|X| > n) =0,

n—oo

para algum § > 0 a fim de garantir que E(]X|*) < oco. Essa ¢ chamada de condicio de
momentos. Podemos entao afirmar que para uma variavel aleatéria X, E(|X]|) < oo se, e
somente se, as integrais

/OP(ng)da: e /OOOP(X>:v)d:v

— 00

forem ambas convergentes e, nesse caso

E(X):/OOOP(X>x)dx—/O P(X < 2)dr-

—00

Teorema 4.18

Seja X uma variavel aleatoria com momento absoluto de ordem « > 0 finito. Entao

E(|X]*) = /o P(|X|* > x)dx = oz/o r*'P(|X| > ) da-

Demonstracao: Mudanga de variaveis. |

Com este resultado podemos afirmar que uma variavel aleatéria possui momento absoluto
de ordem a > 0 se, e somente se,

jz|* 7 P(IX] > @)

é integravel no intervalo (0, 00). Mais ainda, podemos afirmar que

E(]X]|%) < oo se, e somente se, ZP(|X| > nl/%) < oo

n=1

Teorema 4.19

Seja X uma variavel aleatéria com fungao de distribui¢ao satisfazendo que

lim n*P(|X| >n) =0, (4.33)

n—oo

para algum o > 0. Entao, E(|X|?) < oo, para algum 0 < 8 < .
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Demonstragao: Dado que o limite em (4.33) é zero entao, para qualquer ¢ > 0, podemos
escolher N = N(¢), de maneira que

P(X|>n)<—, VYn>N-
n

Segue que, para 0 < 8 < «
N oo
E(|X|%) = B/ PIP(|X| > x)de + ﬁ/ PIP(1X| > x)dz
0 N

[o.¢]
< Nﬁ—l—ﬁe/ P72 e < oo
N |

Utilizando os resultados dos Teoremas 4.17 e 4.19 vamos mostrar no seguinte exemplo
que existem variaveis aleatérias para quais momentos de qualquer ordem nao existem, ou
seja, vamos mostrar que existe uma variavel aleatoria satisfazendo que

lim n*P(|X|>n) =0

n—oo

para todo a > 0 mas, para a qual
E(|X]%) = oo, Vo > 0-

Exemplo 4.26

Seja X uma variavel aleatoria com funcao de densidade

1
flz) =14 2lzllog®(|X])’

0, caso contrario

caso |z| > e

A funcao de distribuicao de X é dada por

( 1
_— < J—
2Tog(z])’ caso x e
1
Fx(x) = 3 caso —e<xr<e -
1 ! >
-, casox > e
L 2log(z)
Entao, para x > e, temos que
1
(1X] > 2) () + Fx(a7) = g
e
lim P (| X]| > x) = o0, Vo > 0-
T—00

Segue entao que E(|X|) = oo, qualquer seja o > 0.
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Na préxima propriedade vamos utilizar fungoes convexas. Uma fungao g é dita convexa
se podemos afirmar que, para quaisquer x e y pertencentes ao dominio e Yo € [0, 1], tem-se:

glaz+ (1 —a)y) < agx)+ (1 —a)gy)g(az + (1 — a)y) < ag(z) + (1 —a)g(y)-

Caso ¢ seja duas vezes diferenciavel e ¢g”(z) > 0 para todo z, entdo g é convexa. Pode-se
demonstrar que se g é convexa, entao g encontra-se acima de qualquer linha que atinge g em
algum ponto, chamada de linha tangente.

Caso a fungao g seja convexa, temos que —¢g é concava. Muitas fungoes bem conhecidas
sdo convexas, como exemplos podemos mencionar g(z) = z?%, g(x) = |z| e g(x) = e*. Caso
a fungao seja concava, além dos exemplos evidentes, a fungao g(z) = log(z) é um exemplo
tipico de fungao concava.

Teorema 4.20 (Desigualdade de Jensen)

Seja g uma funcao real convexa. Se a variavel aleatoria X tém média finita, entao

9(E(X)) < E(g(X)):- (4.34)

Demonstragao: Sejal(x) = a+bzx alinha tangente a g no ponto E(X). Dado que g é convexa,
fica acima da linha [. Assim,

E(g(X)) > B(I(X)) = E(a+bX) = a+bE(X) = I(E(X)) = g(E(X))- =

Pode-se utilizar a desigualdade de Jensen em diversas situagoes. Por exemplo, se g(z) =
|z|, como consequéncia da afirmagao em (4.34) temos que

| E(X)] < E(1X])-
Mais ainda, caso g(z) = 2% obtemos
(E(X)” < B(X?),
da qual também deduzimos que, escolhendo g(z) = |z|? onde p > 1 temos
| E(X)[" < E(XP)-

Como ultima situacdo particular de fun¢do convexa consideramos g(z) = 1/, da qual con-

cluimos que
1 1
—— < E(—= |-
o = (%)

Foi mencionado que caso ¢ fosse uma funcao convexa entao —g é concava e, nesta situacao,
vale a desigualdade de Jensen contraria, isto é

9(E(X)) > E(g9(X)),

para funcao concavas. Um exemplo tipico desta situacdo acontece quando g(x) = log(z) e,

portanto
E(log(X)) < log (E(X))-
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4.1.3 Percentis

Vimos que, para algumas distribuicoes, a média nao existe. Consideramos a seguir outras
caracteristicas, chamadas de percentis, os quais sempre existem.

Exemplo 4.27 (Apostas Justas)

Suponha que X seja a quantidade de chuva que caira amanha e que X tenha funcao de
distribuicao F'x. Suponha ainda que queremos colocar uma aposta de dinheiro igual em
X da seguinte forma: Se X < xy, ganhamos um Real e se X > xg perdemos um Real.
Para tornar esta aposta justa, precisamos que

Podemos pesquisar através de todos os niimeros reais x tentando encontrar um tal que
Fx(z) =1/2, e entao vamos considerar x igual ao valor que encontramos. Se Fx é uma
fungao um-para-um, entao Fx tem inversa e

20 = Fx'(1/2):

O valor zy que procuramos no Exemplo 4.27 é chamado de quantil 0.5 de X ou do 50%
percentil de X, porque 50% da distribuicao de X é igual ou inferior a x.

Definigao 4.5 (Percentil)

O numero z satisfazendo que

P(X<z)>p e P(X >z) > 1—p, 0<p<l,

é chamado de percentil de ordem p ou 100p-ésimo percentil para a variavel aleatéria X
ou percentil da distribuicao Fx de X. Escrevemos que 6, é o percentil de ordem p da
variavel aleatoria X .

Exemplo 4.28

Seja X ~ Exponencial(). Entao, a funcao de distribui¢ao de X é

x

Para encontrarmos o percentil desta distribuicdo fazemos 1 —e™¢ > pee o > 1 —p,
do qual temos que e ¢ = 1 — p e obtemos que a expressao do percentil da distribuicao
Exponencial é

d, = —0In(1 —p)-

No préximo exemplo utilizaremos um conceito empregado nas apélices ou contratos de
seguros, conhecido como valor em risco?.

2Segundo a SUSEP, Valor em Risco (VR) é o valor total de reposi¢do dos bens segurados imediatamente
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Exemplo 4.29 (Valor em risco)

Valor em risco. O gerente de uma carteira de investimentos esta interessado em quanto
dinheiro a carteira pode perder em um horizonte de tempo fixo. Seja X a mudanca
no valor da carteira dada durante um periodo de um més. Suponha que X seja uma
variavel aleatoria. O gerente calcula uma quantidade conhecida no mundo da gestao de
risco como valor em risco, denotado por VR. Para ser especifico, consideremos Y = —X
representar a perda incorrida pela carteira ao longo de um més. O gerente quer ter um
nivel de confianga sobre o tamanho do Y. Neste exemplo, o gerente especifica um nivel
de probabilidade como 0.99 e, em seguida, localiza 1y, o quantil 0.99 de Y.

O gerente agora tem 99% de certeza de que Y < yq e yo é chamado de valor em risco
ou VR. Se X tem uma distribui¢ao continua, entao é facil ver que y, esta intimamente
relacionado ao quantil 0.01 da distribuicao de X. O quantil xy de 0.01 tem a propriedade
que

P(X < z9) =0.01-

Mas

Portanto, —xy é um quantil de 0.99 de Y .

No exemplo utilizamos o conceito de quantil. Quantis sao pontos estabelecidos em in-
tervalos regulares a partir da fungao distribuicao, de uma variavel aleatoria. Os quantis
dividem os dados ordenados em ¢ subconjuntos de dados de dimensao essencialmente igual
dando origem a g-quantis.

De outra forma, o k-ésimo ¢g-quantil é o valor x tal que a probabilidade da variavel aleatéria
ser inferior x é, no maximo, k/q e a probabilidade da variavel aleatdria ser superior ou igual
a x é, pelo menos, (¢ — k)/q. Temos entdo g — 1 quantis, sendo k£ um inteiro satisfazendo
0<k<q.

Mais especificamente ainda, quantis sao alguns dos percentis assim temos que dgg; é 0
quantil de 0.01. Se, em vez de usar inteiros k e ¢, o p-quantil é baseado em um nimero real
p com 0 < p < 1, entdo, p substitui k/q nas férmulas acima e concluimos que percentil e
quantil sao dois nomes para o mesmo conceito.

Acontece que, se §, é o percentil de ordem p da varidvel aleatéria X, com funcao de
distribuicao F'x, temos que

pSFX(ép)§p+P(X:5p)'

Observemos ainda que, se P(X = §,) = 0, como no caso de varidveis aleatérias continuas, o
percentil de ordem p é solucao da equagao

Fx(6,) = p- (4.35)

Se a funcao de distribui¢ao F'x é estritamente crescente a equagao em (4.35) tem solugao
unica, como a situagao apresentada no Exemplo 4.28. Caso contrario, pode haver varias
solugoes, inclusive un nimero nao enumeravel, uma de tais solucoes sera chamada de percentil
de ordem p.

antes da ocorréncia do sinistro. A SUSEP é o 6rgao responséavel pelo controle e fiscalizagdo dos mercados de
seguro, previdéncia privada aberta, capitalizagao e resseguro. Autarquia vinculada ao Ministério da Fazenda.
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Exemplo 4.30

Seja X ~ Bernoulli(p). Utilizando a expressao da funcao de probabilidade mostrada em
(3.11), a fungao de distribui¢ao correspondente é

0, se, T < T
Fx(x) =< p, se x; <z <y
1, se To < x

Vejamos agora como obter os percentis. Acontece que somente podemos definir percentis
de ordem p e qualquer seja o ponto entre x, e x5 satisfaz que Fx(d,) = p.

No seguinte Exemplo 4.32 utilizaremos que se ¢ ¢ uma constante qualquer a distribuicao
da varidvel aleatéria ¢X continua sendo Uniforme continua no intervalo [ac, bc]. Resulta que,

1
se X ~Uf(a,b), ou seja, se f(z) = y_, paraa < x < b e zero em caso contrario temos que
—a

PeX <z) = P(Xg%) - FX<%>

T
- —a
T —ca
= IC)—a = o para x € [ca,cb]-

Exemplo 4.31

No Exemplo 3.22 foi encontrado que, caso a distribuicao de X seja Uniforme continua,
entao

r—a
FX(x):b_aa .TE[CL,b]'

Isto implica que o percentil de ordem p desta distribuicao é da forma

517 :pb+ (1 _p)aa

sendo esta expressao obtida como solugao da equagao em (4.35).

Vejamos um exemplo da utilidade dos percentis, também associado a risco de investimen-
tos, como no Exemplo 4.29.

Exemplo 4.32 (Investidor)

Um investidor esta tentando escolher entre duas acoes possiveis para comprar um inves-
timento de trés meses. Uma acao custa R$50,00 por acao e tem uma taxa de retorno de
Ry reais por acao para o periodo de trés meses, em que Ry, é uma variavel aleatoria. O
segundo estoque custa R$30,00 por acao e tem uma taxa de retorno de Ry por acao para
o mesmo periodo de trés meses. O investidor tem um total de R$6.000,00 para investir.
Para este exemplo, suponha que o investidor compre agoes de apenas uma ac¢ao. Supo-
nha que R; tem a distribui¢ao uniforme continua no intervalo [—10,20] e que Ry tem a
distribuigao uniforme continua no intervalo [—4,5,10]. Devemos primeiro calcular o valor
esperado em reais de investir em cada uma das duas ac¢oes. Para o primeiro estoque, os
R$6.000,00 serao aplicados para comprar 120 agoes, entao o retorno sera 120 x Ry, cuja
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esperanca é 120 E(Ry) =R$600,00. Para o segundo estoque, os R$6.000,00 vai comprar
200 agées, entao o retorno sera 200 E(Rs) =R$550,00.

O primeiro estoque tem um retorno esperado maior. Além de calcular o retorno espe-
rado, devemos também perguntar qual dos dois investimentos é mais arriscado. Vamos
agora calcular o valor em risco (VR) a uma probabilidade de 0.97 para cada investimento.
VR sera o negativo do quantil 1 —0.97 = 0.03 para o retorno de cada investimento. Para
o primeiro estoque, o retorno 120 x Ry tem a distribuicao uniforme continua no intervalo
[—1.200, 2.400], cujo quantil 0.03 é 0.03 x 2.400+ 0,97 x (—1.200) = —1.092. Entao VR =
1.092. Para o segundo estoque, o retorno 200 X Ry tem a distribuicao uniforme continua
no intervalo [—900, 2.000] cujo quantil 0.03 é 0.03 % 2.0004-0.97 x (—900) = —813, segundo
o resultado obtido no Exemplo 4.31. Entao VR = 813. Até embora o primeiro estoque
tenha maior retorno esperado, o segundo estoque parece ser ligeiramente menos arriscado
em termos de VR. Como devemos equilibrar risco e retorno esperado e escolher entre as
duas compras? Uma maneira de responder a essa pergunta é ilustrada no Exemplo 4.37,
depois de aprendermos sobre utilidade.

Uma desvantagem da esperanca ¢é ser instavel, isto é, é muito sensivel a pequenas per-
turbacoes, pequenas modificagoes na distribuicao da variavel se refletem em importantes
mudangas nos valores da esperanca. Outra desvantagem da esperanca é que nem sempre
existe. Inclusive isto pode ocorrer em distribuigoes simétricas. Portanto, a simetria nao ga-
rante a existéncia da esperanca. Neste sentido, nao é uma boa medida de centralidade, dado
que qualquer medida de centralidade deveria coincidir com o centro de simetria da funcao de
densidade f, no caso deste existir.

Para entendermos o porqué pequenas perturbacoes na distribuicao de uma variavel aleato-
ria sao refletidas na esperanca consideremos, no seguinte exemplo, o caso de uma variavel
aleatoria Y com distribuicao Uniforme modificada.

Exemplo 4.33

Seja X ~ Uniforme(0,1), com fung¢ao de densidade segundo a Definicao 3.22. Faremos
agora uma pequena modificagao na fungao de densidade Uni forme(0, 1) da seguinte forma

I, se 0<y<09
fly) = ¢ 08, se 09<y<0.95 - (4.36)
12, se 095<y<l1

Diremos que Y é uma variavel aleatéria Uniforme modificada se tiver como funcao de
densidade a explicitada em (4.36). Pode-se verificar que a expressao acima realmente
define uma funcao de densidade.

Nao é muito dificil perceber que E(X) = 1/2 enquanto E(Y') = 0.412.

Para eliminarmos, se possivel, esta deficiéncia surge a ideia de definirmos outras medidas
de centralidade, por exemplo, a mediana. Se existe um valor que tenha a mesma probabilidade
a sua direita do que a esquerda, esse valor é a mediana. Esse niimero poder ser obtido sempre
no caso de uma variavel aleatoria continua. Se X é simétrica entao a mediana coincide com
o centro de simetria. Uma definicao geral da mediana é a seguinte.
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Definicao 4.6 (Mediana)

Dizemos que m é uma mediana da variavel aleatoria X, se satisfaz que

P(X >m) > eque  P(X <m)>-

N —

Observemos que, caso X seja discreta, entao a mediana m deve satisfazer que
1 1
S < P(X<m) <5+ P(X =m)
Exemplo 4.34
A densidade Cauchy(0,1) é dada por

1 1
w1+ a2’

fz) =

para x € R.

Esta funcao é par e por isso simétrica. Esta distribuicao nao tem esperanca, provaremos
isso fazendo y = 1 + 2%, obtendo dy = 2x dx, logo

1 1 [ 1 >
- der = — “dy = —1 — 1o
/0 Tl+a2 0 2n Ly Y= on og(y)l oo

Agora, a mediana desta variavel aleatéria é m = 0.

Acontece que a mediana sempre existe e, se nao é unica, o conjunto das medianas é
conexo, quer dizer, o conjunto de todas as medianas de uma variavel aleatéria é um intervalo
em R. Para demonstrarmos isto, primeiro provamos o seguinte resultado.

Teorema 4.21

Seja X uma variavel aleatoria com funcao de distribuicao F'x. Entao,

P(X > Fgl(y)> >1—y

Demonstragao: Definimos o conjunto
F~Y(y) = inf{x: Fx(z) >y} (4.37)

Seja x < Fi'(y), entdo como Fi'(y) é miimo do conjunto em (4.37), temos que Fy (z) < y.
Vamos assumir, sem perda de generalidade, que

_ 1
x:FXl(y)—E
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a qual satisfaz que x < F' il(y) Dessa maneira temos que

_ _ _ 1
Fxl(x) = Fxl(FXl(y) - ﬁ) <Y,
o qual significa que P(X < F)}l(y) — %) < y. Definamos os eventos

Ap = {wEQ :X(w)SF);l(y)_l}.

n

A sequéncia de eventos {A,} é ndo decrescente e satisfaz que

U 4n={we: Xw) < Fy'(y}

Portanto ;
. < =10 _ 7) _ ( —1 )
lim P(X < F'(y) - ) = P(X < F5'®) <,
do qual concluimos que P<X > F);l(y)> >1—y. |

A mediana é especial. A mediana de uma distribuicao é uma das varias caracteristicas
que as pessoas gostam de usar ao sumarizar a distribuicao de uma variavel aleatéria. Como
a mediana é um resumo tao popular, precisamos observar que ha vérias defini¢oes diferentes,
porém semelhantes, de mediana. Lembre-se de que o quantil 1/2 é o menor nimero = tal
que Fx(x) < 1/2. Para algumas distribuigoes, geralmente distribui¢oes discretas, haverd
um intervalo de ndmeros [r1,z5) tal que para todo = € (x1,22), Fx(z) = 1/2. Nesses
casos, é comum referir para todos esses x (incluindo x3) como medianas da distribuicao.
Outra convengao popular é chamar (z1 4+ 22)/2 a mediana. Esta tltima é provavelmente
a convencao mais comum. Os leitores devem estar cientes de que, sempre que encontrarem
uma mediana, pode ser qualquer uma das coisas que acabamos de discutir. Felizmente, todos
eles significam quase a mesma coisa, ou seja, que o nimero divide a distribuicao pela metade,
tanto quanto possivel.

Agora vamos demonstrar o grande resultado desta subsecao, com o seguinte teorema
garantimos que a mediana sempre existe e dizemos como encontrar-la.

Teorema 4.22 (Propriedades da mediana)

Seja X uma variavel aleatoria com funcao de distribuicao Fx. Entao
(a) Fx'(3), é uma mediana.
(b) Se m é uma mediana de X, entdo Fy' (1) < m.

(c) Caso m, e my, sejam medianas de X, entao todo m € (mg,, my), é também mediana
de X.
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Demonstragao: (a) Pelo Teorema 4.21 sabemos que P(X > Fgl(%)) > 1. Baste agora
escolher y = 1/2 e substituir em (4.37).

(b) Caso m* seja uma outra mediana temos que P(X < m*) > 1/2, do qual resulta que
m* €{z: Fx(z) >1/2}

Devido a que Fiy'(1/2) = inf{z : Fx(z) > 1/2}, resulta que Fy'(1/2) < m*.
(c) Sejam € (mg,my). Entao, P(X > m,) > P(X >m) > P(X >m;) > 1/2. Por outro
lado, 1/2 < P(X < mq) < P(X <m) < P(X < myp). =
Exemplo 4.35

Seja X uma variavel aleatoria discreta com fungao de probabilidade

Entao

1 3
PX<0)=5 e P(X20=7>

De fato, se x é qualquer niimero tal que 0 < x < 1, temos que

P(Xéx)zP(X:—2)+P(X:O):%

P(XZx):P(le)JrP(X:Q):%.

Concluimos entao que qualquer x, 0 < x < 1, é mediana da variavel aleatoria X. Utili-
zando a relagao em (4.37) escolhemos como mediana o ponto 0.

Teorema 4.23

Seja X uma variavel aleatoria com esperanca finita e seja m uma mediana. Entao m
minimiza E(|X —¢|), ¢ € R, isto é,

E<|X — m|> = min E(|X — c|>
ceR

Demonstracao: Vamos supor que m < ¢, a demonstracao para o caso contrario ¢ < m é
andloga. Desejamos provar que E(|X —¢|) > E(|X —m]|). Escolhemos entdao A =c—m > 0
e

e sc x <m,entdo |z —c| = |z —m|+ X

e se x >m, entdo |[r —c| > |z —m| — A

Disto obtemos que
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e caso X <m, entao | X —¢|—|X —m| = \;

e caso X >m, entdo | X —c|—|X —m| > -\

Como m é mediana, P(X <m) > 1/2e P(X >m) =1—- P(X <m) <1/2. Entao, a
varidvel aleatéria Y = |X — ¢| — | X — m| tem esperanga nao negativa, pois assume A > 0
com probabilidade maior do que 1/2 e assume valores maiores do que —\ com probabilidade
menor do que 1/2. Podemos dizer que

do qual obtemos que

E(Y) > AE(Liyem) = AE(1gom)
> AP(X <m) — AP(X >m) = A(P(X <m) — P(X>m)) > A3 —3) = 0
Concluimos que E(Y') > 0, logo E(]X - c]) > E(|X - m|) |

4.2 Variancia

Um valor central é importante porém pouco informa se nao consideramos alguma medida de
quao dispersos estiverem os valores da variavel ao redor dele. A utilidade do valor esperado,
como uma previsao para o resultado de um experimento, ¢ maior quando o resultado nao
é provavel que se afaste demasiado do valor esperado. Nesta se¢ao, vamos introduzir uma
medida deste desvio, chamado variancia. Antes, vejamos algumas relagoes.

Se E(X™) existe para algum inteiro positivo n, chamaremos E(X™) o n-ésimo momento
de X na origem. Utilizaremos a seguinte notacao

Hn = E(Xn)

Definicao 4.7

Sejam k um niimero inteiro positivo e ¢ uma constante. Se a esperanca E(X — c)*

existe o chamaremos de momento de ordem k no ponto c. Escolhendo ¢ = E(X) = p,
chamaremos E(X —u)* o momento central do ordem k ou momento de ordem k na média.

Escrevemos
my, = B(X — p)k- (4.38)
Se conhecermos os coeficientes my, - - - , my podemos calcular pq, - - - , jux € reciprocamente.
Temos que

k k
my = B(X — ) = g — (1)mpk1 + (2)m2uk2 — e (=1)FmP
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k k
= B(X = p+ p)* =my + (1)mﬂk1 + (2) m? o + mk-

O caso k = 2 na Definicao 4.7 é de especial importancia, é a chamada variancia. Entao, a
variancia de uma varidvel aleatéria é uma medida do grau de dispersao dos diferentes valores
assumidos pela varidavel. Sua defini¢ao é a seguinte.

Definicao 4.8 (Varidancia)

A variancia de uma variavel aleatéria X, denotada por Var(X), define-se como a espe-
ranga a seguir, caso exista,

Var(X) = E((X - E(X))z)- (4.39)

Observemos que se E(X?) existe, a variancia é momento de ordem 2 na média. Quando X
¢ discreta com fungao de probabilidade P(X) e esperanca finita p a variancia de X, quando
existe, se calcula como

Var(X) =Y (z — p)*P(X = z)-
xr
Se X é absolutamente continua com fungao de densidade f(x) e esperanga finita u, entdo a
variancia de X, quando existe, é calculada como

o

Var(X) = / (z — ) () do-

o0

Observemos que, para qualquer variavel aleatéria X, temos que Var(X) > 0. A variancia
denota-se regularmente pelo simbolo o2. A raiz quadrada positiva de Var(X) se le conhece
como desvio padrao e se denota por . Novamente ha situacoes nas quais a variancia nao é
finita, e nestas situagoes se disse que a variavel aleatéria nao tem variancia. Observe que para
calcular a variancia é necessario conhecer primeiro a esperanca. Uma observagao também é
que, em geral,

Var(X +Y) # Var(X) + Var(Y)-

Para ver isto, podemos escolher Y = X com Var(X) # 0 e verificamos a nao igualdade.

Teorema 4.24

Seja X uma varidvel aleatdria tal que E(X?) seja finita. Entao

Var(X) = E(X?) — E*(X)-
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Demonstracao: Observemos que

Var(X) = E([X — E(X)]?) = E[X? - 2X E(X) + E*(X)] = E(X?) — E*(X)-

Exemplo 4.36 (Distribuicao Bernoulli)

Seja X uma variavel aleatoria com fungao de probabilidade Bernoulli(f). Encontremos
Var(X). Sabemos que E(X) = 6, entao devemos calcular E(X?).

E(X?) =0*P(X =0) + 1*’P(X =1) =6,

logo E(X?) =0 e, portanto, Var(X) =60 — 6% =0(1 —0).

Exemplo 4.37 (Investimento)

No Exemplo 4.32 comparamos duas possiveis compras de agcoes com base em seus retornos
esperados e valor em risco, VR. Suponha que o investidor tenha uma funcao de utilidade
nao linear para reais. Para ser especifico, suponha que a utilidade de um retorno de x
seja uma funcao da forma

x®, para x>0
Ux) = .

x, para x <0

Podemos calcular a utilidade esperada do retorno de cada uma das duas possiveis compras
de agoes no Exemplo 4.32 para decidir qual é mais favoravel. Se R é o retorno por acao
e nés compramos s agoes, entao o retorno é X = sR e a utilidade esperada do retorno é

E(U(sR)) - /

0

srf(r)dr + /Ooo(sr)o.Sf(r) dr, (4.40)

onde f é a funcao de densidade de R e selecionamos o« = 0.8. Para o primeiro estoque,
o retorno por agao é Ry com distribuigao uniforme no intervalo [—10,20] e o numero de
agoes seria s = 120. Isto faz (4.40) igual a

O 120r 20 (1207)°.8
E(U 120R ) - / dr +/ 20 4 = 12.6-
(120R,) 0 30 o 30

Para o segundo estoque, o retorno por ac¢ao é Ry com distribuicao uniforme no intervalo
[—4,5,10] e o nimero de agoes seria sy = 200. Isto faz (4.40) igual a

O 2007 10(200r)°.8
E 2 - d —d — 2 Y.
(U( 00R2)> /4.5 a5 T /0 15 A =219

Com a funcao de utilidade, a utilidade esperada da compra de ag¢oes é negativa porque os
grandes ganhos, aqui considerados assim aqueles até 120 x 20 = 2400, adicionam menos
a utilidade 2400°® = 506 do que as grandes perdas, aqueles até 120 x —10 = —1200 tire
do utilitario. A segunda compra de agoes tem utilidade esperada positiva, por isso seria
a escolha preferida neste exemplo.
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4.2.1 Propriedades da variancia

Teorema 4.25

Seja X uma variavel aleatoria constante, isto é, X = c¢ sendo ¢ uma constante real
qualquer. Entao Var(X) = 0.

Demonstragao: Sabemos que E(X) = ¢, entao

Var(X) = E[(X — ¢)?] = E(0) = 0-
|

Significa que a variancia de qualquer nimero real é zero e assim dizemos que auséncia
de variancia significa que a variavel aleatoria é degenerada ou nao aleatéria, é deterministica
nesta situacao.

Teorema 4.26

Seja X uma varidvel aleatéria. Entao, para todoa,b € R, temos que Var(X+b) = Var(X)
e Var(aX + b) = a® Var(X).

Demonstragao: Sabemos que E(aX +b) = aE(X) 4 b, entao
Var(aX +b) = E[faX +b—aE(X)-b? = E{a’[X — E(X)]?}
= a?Var(X)- m

Exemplo 4.38

Assumiremos que E|X|? < oo e definamos

_X-EB(X) X-—p

Z

Var(X) o

Percebemos entao que E(Z) = 0 e Var(Z) = 1. Chamaremos Z de varidvel aleatoria

padronizada. Na expressao anterior assumimos Var(z) = o2, sedo esta uma notagao

comum para a variancia.

Teorema 4.27

Seja X uma varidvel aleatdria. Entao Var(X) < E(X — ¢)?, para qualquer ¢ # E(X).
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Demonstracao: Temos que

Var(X) = BE(X —p)? = B(X — )2 + (¢ — p)* .

Vejamos uma situagao simples, onde possamos fazer os calculos para mostrar esta desi-
gualdade.

Exemplo 4.39

Consideremos a situagao em que X ~ Uniforme(a, ). Neste caso E(X) = P _g % e
2 a2
E(X?) = W. Obtemos entao que
2 2 2
Var(X) = BF+af+a®  (a+p)*
3 4
Continuando nossos calculos, encontramos que
3¢ —3c+1
E(X —c)? = S et
3
2 2 2
Isto significa que E(X —¢)* > p+ Oéf N —Zﬁ) :
Q]
—
Q]
o
—
+
®»  © _
| o
E
<
o
1/4
S 1/2
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
c

Figura 4.3: Gréfico da funcao E(X — ¢)? em termos de ¢, especificamente no caso em que
X ~ Unofmre(0,1). Este é um caso particular daquele considerado no Exemplo 4.39.

No Teorema 4.27 foi dito que ¢ # E(X), sendo ¢ uma constante qualquer. Acontece que
¢ deve pertencer ao suporte ou conjunto de valores da varidavel aleatoria tais que a funcao
de densidade seja estritamente positiva. Caso contrario nao faz sentido porque simplesmente
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nao temos como encontrar os momentos de X. Na Figura 4.3 apresentamos o comportamento
de E(X — ¢)?, como fungao de ¢ para o caso em que X ~ Uniforme(0,1).

4.3 Funcoes geradoras

Vamos agora considerar uma maneira diferente de caracterizar a distribui¢ao de uma variavel
aleatoria mais intimamente relacionada com seus momentos do que com sua funcao de dis-
tribuicao.

4.3.1 Funcao geradora de probabilidade

Nesta secao estudaremos fungoes que geram probabilidades ou momentos de varidveis alea-
torias. A situacao mais simples destas func¢oes na teoria das probabilidades esta associada
a variaveis aleatorias discretas com valores inteiros. Seja X uma varidvel aleatéria discreta
com fung¢ao de probabilidade como

py(e) = P(X =), (4.41)

parax =0,1,2,... ¢ pr(x) = 1.
=0

Definicao 4.9

Seja X uma varidvel aleatoria discreta com fungao de probabilidade como em (4.41). A
funcao definida como

Gx(s) = B(s*) =) p(x)s", (4.42)

é chamada de fungao geradora de probabilidade da variavel aleatoria X .

Observemos que se a variavel aleatéria X assume somente um numero finito de valores,
atribuimos probabilidade zero a todos os valores que nao ocorrem. Desta forma, a série em
(4.42) sempre esta bem definida. Percebemos também que

Gx(0) = P(X=0) e Gx(1) = fjp(x —1) =1

Exemplo 4.40
Seja X ~ Bernoulli(f), 0 < 0 < 1, ou seja, P(X =0) =1—0 e P(X =1) =46. Entéao

Gx(s)=(1—-0)s"+0s' =1—0+0s,

é a expressao matematica da funcao geradora de probabilidade neste caso. Observe que,
Gx(0)=1—-0=P(X =0) eque Gx(1) =1.
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A fungao Gx(-) é uma série de poténcias que, para qualquer distribuigao especifica, é
conhecida como a funcao geradora de probabilidade associada. As fungoes de geradoras
de probabilidades tém propriedades interessantes e geralmente podem reduzir bastante a
quantidade de trabalho arduo envolvido na anélise de uma distribuicao.

Teorema 4.28

Seja X uma varidvel aleatdria discreta com fungao de probabilidade como em (4.41). A
fungao geradora de probabilidade G x(s) é uma série convergente para |s| < 1.

Demonstracao: A série em (4.42) é conhecida como série de potencias. Observemos que se
|s|] =1, Gx(s) =1 ese |s| <1, entao

Y opx@)sl” <Y pe(a) =1
x=0 x=0

Logo Gx(s) é convergente quando |s| < 1. |

O Teorema 4.28 se refere a situagao em que a variavel aleatéria discreta assume infinitos
valores.
Exemplo 4.41

Seja X uma varidvel aleatoria com fungao de probabilidade Poisson(\), ou seja,
et
P(X=x)=e — para x=0,1,2,----
x!
Entao
- — e SAsA . _—A(1—s)
Gx(s)zsz(iﬁ)s ZZ?(S/\) =eer=e¢e ; |s| < 1-
=0 =0

Teorema 4.29

Seja X uma variavel aleatoria discreta com valores inteiros e seja Gx (s) a fungao geradora
de probabilidade. A formula

P(X == L 22

= =0,1,2,--- 4.43
nl ds" |, nERLS (443)

Y

permite construir a funcao de probabilidades de X a partir de derivadas da funcao gera-
dora de probabilidade.
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Demonstracao: Observemos primeiro que
Gx(s) = px(0)s° +py ()5 +py (2)s” +py (3)s® + -,
logo Gx(0) = p, (0) e, portanto, P(X = 0) = Gx(0). Por outro lado

de(S)

T = Px(1) 420, (2)s + 3py (3)s% + -,

logo dGx(0)/ds =p,(1). Também

d?Gx(s)
—jgr*=2%A%+3WA$S+4X&&M%2+~w
logo d?Gx(0)/ds? = 2!p,(2), portanto, p,(2) = (ds’Gx(0)/ds?)/2! e assim sucessiva-

mente.

Este teorema mostra uma forma de obtermos, via derivacao, da funcao de probabilidade.
Uma outra forma de obtermos esta funcao seria expandir em série de poténcias de s a funcao
geradora de probabilidade e fazer p, () igual ao coeficiente respectivo da poténcia s* na série

resultante.
Exemplo 4.42

Seja X uma varidvel aleatoria com funcao geradora de probabilidade Gx (s) = 2(2 +357).

Encontremos a distribuicao de X.
Utilizando o Teorema 4.29:

o Gx(0) = g(2+3><02) = P(X =0)=0,

2 2
o G'v(s) = -+ 9327 implica que G’y (0) = P(X =1) = =

5 D
« GU(s) = D5 impli Lero) = P(x =2) = 0
Y(s) = 7§, implica que 3 “(0) = P(X=2) =0,

o G(s) = T implica que ﬁG%(O) = P(X=3) = =
r ]_ .
° Gg()(s) = 0, para todo r > 4, do qual temos F'Gg()(o) =P(X=r)=0.

Entao
1, com probabilidade 2/5

X = :
{3, com probabilidade 3/5

Propriedades da funcao geradora de probabilidade

Estudamos como a través da funcao geradora de probabilidade obtemos a funcao de proba-
bilidade de uma varidvel aleatoria discreta. Vejamos agora outras propriedades esta funcao.
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Teorema 4.30

Sejam X e Y duas varidveis aleatorias assumindo valores em {0, 1,...} tais que Gx(s)
e Gy(s) existem e coincidem em algum intervalo ao redor do ponto s = 0. Entao X eY
tem a mesma distribuicao de probabilidade.

Demonstragao: Para cada = > 0, sejam a, = P(X = z) e b, = P(Y = z). A igualdade

o0 o
Gx(s) = Gy (s) se escreve da forma: Z a,8" = Z b,s”.
=0 =0
Para que estas duas séries de poténcias em s coincidirem, em algum intervalo nao trivial
ao redor do zero, seus coeficientes devem coincidir, isto é, a, = b, para cada x > 0. Isto
significa que as distribuicoes de probabilidade coincidem. |

O Teorema 4.30 significa que: se podemos mostrar que duas varidveis aleatorias tem a
mesma funcao geradora de probabilidade em algum intervalo contendo 0, entao mostramos
que as duas variaveis aleatérias tem a mesma distribuicao. Outra maneira de expressar isso
é dizer que a funcao geradora de probabilidade de X nos diz tudo o que ha para saber sobre
a distribuicao de X.

Além de calcular probabilidades, também podemos usar a funcao geradora de probabi-
lidade para calcular os momentos da distribuicao de X. Os momentos de uma distribuicao
sao a média, variancia etc.

Teorema 4.31

Se o n-ésimo momento fatorial da variavel aleatoria X existe, entao

n
lim
s—1 ds™

Gx(s) = E(X(X—l)---(X—n+1)>- (4.44)

Demonstragao: Como as séries de poténcias absolutamente convergentes podem ser derivadas
termo a termo conservando-se o mesmo radio de convergéncia, temos que

Wy _ e e A4
Gx'(s) = ds";‘s Dy = :;)desns
= prx(x -1 (z—n+1)s""
=0

Como por hipéteses a esperanca existe, pelo Teorema de Abel? obtemos o resultado em
(4.44). |

3Teorema de Abel: Seja a série de constantes Y ¢, convergente e f(z) = > °° jcpa™, —1 < x < 1.
Entdo lim,_,1 f(z) = Y.~ cn. Para demonstracio ver Teorema 8.2, p.174, Rudin (1976)
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Como consequéncia deste teorema obtemos que
E(X) = G(1) e Var(X) = G%(1) + G%(1) — (G’X(l))Q- (4.45)

Isto deriva do fato que

s) = Z:UP(X =7)s"t = Z:{;P(X =

logo G'y(1) = E(X). Lembrando que Var(X) = E(X?) — E?(X), encontremos primeiro
E(X?). Acontece que
E(X?) = G%(1) + G (1), (4.46)

ja que

G (s Z:z: r—1P(X =2)s"? = Z(:L‘2 —2)P(X = x)s" 2,

desde que a série Z 72 P(X = x)s" % seja convergente obtém-se (4.46). Como consequéncia
=2
provamos os resultados em (4.45).

Exemplo 4.43 (Distribuicao Geométrica)

Seja X ~ Geometrica(0). Significa que P(X = z) = 0(1 — 0)*, parax =0,1,2,--- ¢
0 < 0 < 1. Segundo a Definicao 4.9

Gx(s) = ZSIQ (1-46 Z
5=0
= ﬁ, para todo s tal que |(1 —6)s| < 1-
Portanto Gx(s) = sempre que |s| < !
rtan Xs—1_<1_0)8, mpre que |s| < -—.
Por simples derivagao obtemos que
d 0 B 0(1—0)

Cls) =

del—(1-0)s  (1-(1-0)s)"

1-0
avaliando em s = 1, temos E(X) = G’y (1) = —5 Também
20(1 —0)?
Gels) = O
(1—(1-9)s)

avaliando em s = 1, temos Var(X) = ——
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Devemos esclarecer que existe uma outra parametrizacao da Distribuicao Geométrica,
desta vez a mudanca é que a contagem comeca em 1 e nao em zero, como no caso do
Exemplo 4.43. Caso seja esta a situagao

B(X) = = ¢ Var(X) = 19_29-

4.3.2 Funcao geradora de momentos

Esta é uma outra funcao que pode associar-se a algumas distribuigoes de probabilidade. Sua
existéncia nao esta garantida em todos os casos, quando existe, pode identificar a distribuicao
associada e possui propriedades semelhantes a funcao geradora de probabilidade, estudada
na Secao 4.3.1.

Defini¢ao 4.10 (Fung¢do geradora de momentos)

Seja X uma varidvel aleatéria definida no espago de probabilidades (2, %, P). A funcao

definida como
Mx(s) = E(e*¥), (4.47)

é chamada de funcao geradora de momentos da variavel aleatoria X, caso esta esperanca
existe na vizinhanca da origem.

E importante observar que esta funcao deve existir numa vizinhanga nao trivial ao redor
do zero. Observemos também que a funcao geradora de momentos e a funcao geradora de
probabilidades estao relacionadas, quando existem, pela igualdade

MX(S) == Gx(es)' (448)

Exemplo 4.44 (Func¢do geradora de momentos da distribuicao Gama)

Seja X uma varidvel aleatéria com distribuicao Gama(n, \). Entao a fun¢ao geradora de
momentos de X calcula-se da seguinte forma

Mx(s) = /Oooe”%)\emdm

= )\n()\—s)"/()oo%()\—s)e@s)xdx = ()\is)n-

Neste calculo, a ultima integral vale um devido a que o integrando é a funcao de densidade
Gama. Observe que Mx(s) esta definida somente quando s < A.

Exemplo 4.45

Suponhamos que a fungao geradora de momentos da variavel aleatoria X seja
Mx(s) = XY,

Qual o valor de P(X =0)?
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Para respondermos esta questao lembremos a relacao entre a funcao geradora de mo-
mentos e a fungao geradora de probabilidade em (4.48). Pelo enunciado do problema
sugere-se que X seja uma variavel aleatoria discreta, vamos entao escrever

Gx(s) = e* 1, (4.49)
do qual obtemos que
1 dOGx(S)
P(X =0)= — —2\" — ¢ 3.
X=0=5~a |_ ~°¢

Uma outra forma é identificarmos a func¢ao geradora de momentos em (4.49) como uma
situacao particular da funcao geradora de probabilidade encontrada no Exemplo 4.41.
Observe que, se no exemplo referido, A = 3 temos por resposta a funcao geradora de
probabilidade, em (4.49).

Na proxima secao demonstramos algumas propriedades basicas da funcao geradora de
momentos e mostramos sua utilidade a través de exemplos.
Propriedades da funcao geradora de momentos

E importante notar que os momentos nao identificam de maneira univoca a distribuicao de

probabilidade ou densidade. Vejamos isto a través de um exemplo o qual foi apresentado por
C.C.Heyde.

Teorema 4.32

Seja X uma varidvel aleatéria com funcao geradora de momentos M (s), finita para cada
s € (—t,t) e algum t > 0. Entao todos os momentos de X sao finitos.

Demonstracao: Esta prova baseia-se nas identidades:

oo 0
E(|X]™) —n/o (1 — Fx(z))z" ! d:):—l—n/ Fx(z)|z[" ! da,

—00

0o 0
Mx(s) = 1+s/0 (1—FX($))esmdx—s/ Fx(x)e® dx,

—0oQ
onde, por hipéteses, as duas integrais em My (s) s@o finitas para qualquer s € (—t,t). De-
monstraremos que cada integral da expressao de E(|X |") é menor ou igual a correspondente
integral em Mx(s). Para o caso z > 0 escolhemos s € (0,t) e entao

(s2)"

< esx'
n!

Isto é, 2" < (n!/s")e**. Desta forma vemos que a primeira integral de E(|X|") é menor ou

igual do que a primeira integral em Mx(s), sendo esta tdltima finita, a primeira também.
Para o caso x < 0 é conveniente escolher s € (—t,0), pois neste caso sz > 0 e entao

|S$|n < e\sx\ — 5.

n!
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Novamente, isto significa que |z|" < (n!/[s|")e5*. Agora a segunda integral de E(|X|") é
menor ou igual a segunda integral em Mx (s), sendo esta tltima finita, a primeira também.
Desta forma todos os momentos de X existem quando Mx(s) é finita em algum intervalo
nao trivial ao redor do zero. |

O fato do n-ésimo momento de uma variavel aleatéria exista, nao implica que este pode
ser calculado a través da n-ésima derivada da funcao geradora de momentos avaliada em
zero. Significa que é necessario conhecer a existéncia da fungao geradora de momentos para
que esta possa ser utilizada na obtencao dos momentos. Vejamos melhor isto no seguinte
exemplo.

Exemplo 4.46 (Fung¢do geradora de momentos da distribuicdo t — Student)

Seja X uma variavel aleatoria com densidade t — Student(n). Entao, a fungao geradora
de momentos é

400 F(”—) x2 2
M = T2 (] dz-
o= [ e () e
Esta integral nao é finita, ja que lim,_,, e3*(1 + 22 /n)~("*1/2 = oo, Portanto a funcao

geradora de momentos nao existe para s # 0. Por outro lado, sabemos que E(X) =0 e
Var(X) =n/(n — 2) paran > 2.

Exemplo 4.47

Segundo o Exemplo 4.14, se X ~ t— Studen(n) a esperanga existe e é zero. Um resultado
relevante é que E(X") existe para r < n. Em particular, temos que

( 0, se r<mn,r par

ey -4 ()T ("_1)
)G

se r <n,r impar

=0,sen> 2.

Como consequéncia, vemos que E(X

Teorema 4.33

Seja X uma variavel aleatdria com fungao geradora de momentos Mx(s), finita para
cada s € (—t,t) e algum t > 0. Entao

o0 n

)= —B(X"

n=0

V)
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Demonstracao: Lembremos novamente que

0

E(X™) = n/ooo(l — Fx(z))z" tda — n/ Fx(z)z" ! daz-

— 00

Entao para qualquer s € (—t,t) e m > 1,

i‘;;E(X") = 1—|—Zn/ (1— Fx(z))z" tdz

n=0
n 0

Utilizando o teorema da convergéncia mondétona ou de convergéncia dominada, dependendo
dos valores de s e x, cada uma das integrais acima é convergente para qualquer s € (—t,1),
quando m tende ao infinito. De modo que

0

Z—E (X™) = 1+s/000(1 — Fx(z))e* dz — 8/—00 Fx(z)e®* dx = Mx(s)- .

E claro que, segundo o Teorema 4.33, somente podemos ter funcao geradora de momentos
se estes, os momentos, existirem. A situacao especial da funcao de densidade Cauchy serve
de indicativo de que em nem toda situacao existe esta funcao.

Exemplo 4.48
Segundo o Exemplo 4.22,

1
n+1

paran > 1, no caso em que X ~ Uniforme(0,1). Encontremos a fungao geradora de
momentos utilizando o Teorema 4.33.
Simplesmente escrevendo
= 5"
2"

e substituindo pelos respectivos valores de E(X™), temos que

E(X") =

Y

Mx(s) = Z(TLSTTLD,, (4.50)

n=0

é a expressao para a funcao geradora de momentos de uma variavel aleatoria esta dis-
tribui¢ao. Segundo o Teorema Weierstrass M-test (Spivak, 1994, Teorema 4, Parte IV,
Secao 24, pg.499) a série em (4.50) é uniformemente convergente qualquer seja o niimero
real t e |s| < t.
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Observemos que, tanto a func¢do geradora de probabilidade G x(s) quanto a fungao gera-
dora de momentos M (s) sao séries de fungoes, por isso a necessidade de Célculo avangado
a entendermos estes conceitos assim como aqueles que serao considerados no Capitulo 7.

Teorema 4.34

Seja X uma varidvel aleatéria com funcgao geradora de momentos M (s), finita para cada
s € (—t,t) e algum t > 0. Entao Mx(s) tem derivadas de qualquer ordem em s € (—t,t)
e
dn
ds™

Mx(s) = E(X")-

s=0

Demonstragao: Dado que Mx(s) pode ser expressa como série de poténcias de s, diferenci-
ando e avaliando em zero sao obtidos os coeficientes de E(X™). |

Exemplo 4.49 (Fung¢do geradora de momentos da densidade Beta)

Seja X ~ Beta(a, ), para a, f > 0, segundo a Defini¢ao 3.26. Significa que a fun¢ao de
densidade de X é

Lla+6) 4 _ 1 _ ~
— " P el )l —  © pasli] )Pl 1.
0= rar@™ T By U 0SS
Encontremos a fungao geradora de momentos M (s).
V 1 ' 1 B-1
= E sX\ — sTaa=101 _ -14
x(s) (e*) Beta(a,ﬁ)/o eretT (1 -) ‘

(sz)"

n!

NE

) 2271 —2)%da

= e

Utilizamos a expansao em série de poténcias para a funcao exponencial

n=0

o0

1
— 1 Z (S)n / xn—i—a—l(l _ l’)’B_l dz

Beta(a, B) <= n! Jo

A série de poténcias € integravel termo a termo no raio de convergéncia

- 3 (")

n=0

Por definicao da funcao Beta

B(a,B) (s)’ o~ (8)" (B(n+a,8) |
~ B(a,p) 0! Z_; n! ( B(a, B) )

Agora faremos um trabalho de uma algebra complicada e aplicaremos uma identidade
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de recorréncia da funcao gama com um salto de comprimento n:

Na+n)=T(a) H(alpha +7)- (4.51)

) nta)l(B)  Ta+h)) s"
Mx(s) = ”Z( T(a+ 3+ n) XF(a)F(ﬁ)) nl

Pela defini¢ao de fun¢ao Beta
n —i— @) I'(a+p) s"
-1 -
- Z < F(n +a+p3)) n!

f O(Oz—I—T) C(a+p) s"
”Z< Xr(awm?:o(awm)ﬁ

Aplicando 1dent1dade de recorréncia (4.51)) da fun¢ao gama

= 1+ Z (H - i—g: r) s Produto de produtos

(q\]

: g(x)=f(x)(1 - 0.99sen(2mog(x)))

—

o o700 (x)?

o f(X)——X o

© _|

o

N

Z g(x)=f(x)(1 + 0.99sen(2mog(x)))

o

o _|

© | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6

X

Figura 4.4: Funcoes de densidade mostradas no Exemplo 4.50, situacao exemplificando que
diferentes funcoes de densidade podem ter a mesma funcao geradora de momentos. Mostra-
mos a funcao de densidade f da variavel aleatéria X e duas da familia de densidade de Y,
quando a = —0.99 e a = 0.99, estas avaliadas em x.
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Uma outra situacao interessante acontece no seguinte exemplo apresentado por Heyde
(1963), neste caso prova-se que os momentos nao definem univocamente a fun¢ao de densi-
dade.

Exemplo 4.50

Seja X uma variavel aleatoria positiva com funcao de densidade

o3 log?()

fx) =

x>0,

e seja uma outra variavel aleatéria Y com funcao de densidade

g(y) = f(y)(l + asin(27 log(y))) para —1<a<1, y>0

Observemos que a densidade de X é a log-Normal (Defini¢ao 3.35). Os momentos destas
distribuigées coincidem, isto foi demonstrado em Heyde (1963). Mas, como mostrado na
Figura 4.4 as funcgoes de densidade de X e Y sao diferentes.

Como mencionamos antes, nem todas as distribuicoes de probabilidade permitem calcular
a funcao geradora de momentos num intervalo nao trivial ao redor do zero e nem todos os
calculos sao tao simples. Por exemplo, a fungao geradora de momentos da distribuigao Cauchy
nao existe para valores de s distintos de zero. Por outro lado, quando duas variaveis X e Y
tem a mesma distribuicao, suas fungoes geradoras de momentos coincidem. Pelo contrério,
se Mx(s) = My(s) numa vizinhanga nao trivial ao redor do zero, pode demonstrar-se que
suas distribui¢coes nao necessariamente coincidem, como visto no Exemplo 4.50.

Mais ainda, seja X ~ F sendo F' uma funcao de distribuicao continua nao simétrica, ou
seja F'(z) # 1 — F(—x) para ao menos um x € (—00,00), para a qual todos os momentos de
ordem impar sao zero. Podemos verificar que

Glz) = %F(x) + %(1 ~F(-a)),

¢ uma funcao de distribuicao de uma variavel aleatéria possuindo os mesmos momentos do
que X. Também verifica-se que G é uma fungao simétrica, ou seja, G(z) = 1 — G(—x), para
todo = € (—00,00).

Devemos prestar atengao a um detalhe importante no Exemplo 4.50. Nele consideramos
a situagao de duas funcoes de densidade f e g diferentes mas com os mesmos momentos. O
detalhe é que dizemos que os momentos das variaveis aleatérias correspondentes coincidem
e nao as funcoes geradoras de momentos. Acontece que, no caso da densidade log-Normal,
a funcdo geradora de momentos nao existe (Heyde, 1963), mas os momentos sim. Todos os
momentos da distribuigao log — Normal(u,0?) existem e sio

B (X") = ermtniet )2
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4.4 Exercicios

Exercicios das Secgoes 4.1

1.
2.

10.

11.

12.
13.

14.
15.

Verifique se a desigualdade em (4.6), no Exemplo 4.3 é verdadeira.

Um jogador vai lancando uma moeda honesta. Ele para depois de langar ou duas caras ou duas coroas
sucessivas. Qual a esperanca do nimero de langamentos?

Suponha que X ~ UJ0,1]. Determine os valores de ¢ (¢t € R) tais que E(X?) é finita. Qual o valor da
esperanca nesse caso?

Seja X (w) =14(w), para algum A € F. Prove que E(X) = P(A).
Suponha que a variavel aleatéria X tém densidade triangular, da forma
1+2 se —1<x<0
fley=q 1—x se 0<z<1
0 se r<—louz>1
Calcule E(X) e Var(X).

Suponha que a varidvel aleatéria X tém densidade da forma

1
ix se 0<zr<l1

1/2 se l<z<2
1
5(3—x) se 2<z<3
0 se rz<Oouzx >3

fz) =

Calcule E(X) e Var(X).

Demonstre o Teorema 4.5.

Demonstre o Teorema 4.6.

Prove que se E(X)=0e P(X >0) =1, entdo P(X =0) = 1.

Seja X ~ U(0,1), isto é, X é uniforme continua no intervalo [0, 1]. Calcule E(X™), sendo n um niimero
natural qualquer.

Para varidveis aleatérias positivas X definimos os momentos negativos de ordem n como E(X "),
onde n > 0 é um inteiro. Encontre E(1/(X + 1)) se a distribuigao da varidvel aleatdria é:

a) Binomial(0), isto é, P(X =z) = (T)0"(1 —0)" %, 2=0,1,2,--- ,me 0 <0 < 1.
T

A
b) Poisson(\), isto é, P(X =z) = e_)‘g, rz=0,1,2,--- e A > 0.
Prove que Var(X) = E[X(X —1)] — E(X)[E(X) —1].
Suponha que a varidvel aleatéria X assume valores somente no intervalo [a, b]. Prove quea < E(X) <b

€
(b—a)*

4
Prove que Var(X) = 0 se, e somente se, P[X = E(X)] = 1.

Var(X) <

Suponhamos que X seja uma varidvel aleatéria com funcao de distribuicao Fx e inversa, ou funcao
quantil, Fy L Prove que

B = [ P as.

se E(X) estiver bem definida.
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16

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
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Seja X > 0 com esperanca finita e suponha que, para algum p € (0,1), se cumpre a desigualdade
P(X > k) < p*, paracada k =0,1,---. Prove que E(X) <1/(1—p).

Uma caixa contém N cartoes idénticos numerados entre 1 e IN. Dessa caixa sao selecionados n cartoes
com reposi¢ao. Seja X o maior dos niimeros selecionados. Encontre E(X).

Prove que se a varidvel aleatéria X é limitada, isto é, uma varidvel aleatdria é dita limitada se X é tal
que P(a < X <b) =1, a < b reais qualquer, entdo X tem momentos finitos de toda ordem.

Seja A um evento aleatério. Calcule todos os momentos absolutos da varidvel aleatéria X = I4.
Sejam X e Y duas varidveis aleatérias ambas com esperanga finita. Prove que

a) E(min{X,Y}) <min{ E(X), E(Y)} < E(X),

b) E(max{X,Y}) > max{E(X), E(Y)} > E(X).

Seja X uma varidvel aleatéria nao negativa com funcao de distribuigao continua Fx e com esperanga
finita u. Demonstre que a seguinte fungao é de distribuigao.

1 oo
1—7/ [1—Fx(x)]dz se y>0
KTy

0 se y<0

G(y) =

Demonstre que a esperanca desta distribuigao é 2 E(X?)/u, supondo que o segundo momento de X é
finito.

Seja X uma varidvel aleatéria tal que E(e®X) existe para algum a > 0. Prove que P(X > ¢) <
E(eaX)/eae.

Seja X uma variavel aleatéria com varianga finita e seja ¢ uma constante. Prove que
E[(X —¢)?] = Var(X) + [E(X) — c*-

Duas bolas sao escolhidas aleatoriamente de uma urna contendo 4 bolas azuis, 3 vermelhas e 2 laranjas.
Suponha que ganhamos 10 reais para cada bola azul selecionada, ganhamos 1 real para cada bola
laranja, porém perdemos 8 reais para cada bola vermelha. Seja X o nosso lucro.

a) Determine a funcao de probabilidade de X,

b) Obtenha o valor esperado e a variancia de X.
Seja X uma varidvel aleatéria com distribuigao logistica da forma

@)= gy ¥ER

i) Prove que a distribuigdo de X é simétrica em torno de zero, isto é, prove que f(z) = f(—=x).
ii) Determine se X tem esperanca finita. Se tiver, ache o valor. Encontre o valor de Var{X}.
iii) Obtenha a densidade de Y = e e ache E{Y'}.

De uma caixa contendo N bilhetes idénticos, numerados de 1 a N, n bilhetes sdo sorteados com
reposi¢do. Seja X o maior nimero sorteado. Encontrar E(X).

Seja X ~ Geométrica(p). Mostre que
B(+) = —plog(p),
X 1—p

Dica: Vocé vai precisar avaliar expressoes do tipo Y~ ; a™/n. Para isso, escreva a™/n =

a — .
fo u" L du e troque a soma e a integral.
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Exercicios da Secao 4.2

1.

Suponha que a varidvel aleatéria X tenha esperanca pu, varidncia o2 e que Y = aX + b. Determinar
os valores de a e b para os quais E(Y) =0e Var(Y) = 1.

. Considere que X seja uma varidvel aleatéria com esperanca E(X) = 1 e varidncia Var(X) = 4.

Encontre:

(a) E(2X —4),
(b) E*(X),

() E((2X ~47).

A varidvel aleatéria X tem por funcao de densidade

a+ Bz?, para 0<z<1
f(x)Z{

0, caso contrario
Sabemos que E(X) = 3/5. Encontre:
(a) P(X < %)
(b) Var(X).
Mostre que todos os momentos, qualquer seja a ordem, existem caso a fungao de densidade da variavel

aleatéria X seja
%a:, para 0<x <1

flx) = 1 para 1<z <2
1(3—1z), para 2<z<3
Encontre a esperanga e variancia de X.

Considere que a variavel aleatoria X tem por funcao de densidade triangular, dada por

142, para —1<z<0
flz)=49 1—x, para 0<z<1
0, para z< -1 ou 1<z

Encontrar E(X) e Var(X).

Considere que a varigvel aleatéria assume valores somente no intervalo [«, 8], a < 5. Prove que

(B=a)?

a< EX)<f e Var(X)< 3

Seja X uma varidvel aleatéria com distribuigdo Pareto(a, ), isto é, a funcdo de densidade de X é da
forma
0, caso T <«

f(m) = ,80/3

rB+L’

caso T >«
(a) Mostre que todos os momentos de ordem n existem se, e somente se, n < 3.
(b) Para 8 > 2 encontre a esperanca e variancia desta distribuicao.

Suponha que a varidvel aleatéria X tenha esperanca p e variancia o2. Mostre que o terceiro momento
central de X pode ser expresso como E(X?) — 3uo? — p3.

Seja X ~ N(u,c?). Prove que o desvio médio ¢ dado por

E(X —ul) = a\/z = 0.79788460-



218 CAPITULO 4. MOMENTOS

10. Diz-se que X tem por distribui¢ao log — Normal(u,o?) se a funcio de densidade tiver a expressao

f(z) = ﬁ exp (-W) (4.52)

para > 0 e zero em caso contrério. Prove que E(X) = exp (1 +0?/2) e Var(X) = exp (2u+20?) —
exp (21 + 02).

11. Seja X uma variavel aleatéria e ¢ uma constante real qualquer. Prove que
2
E(X —¢)? = Var(X) + (E(X) - c) .

ﬁn-ﬁ—l _ an—i—l
(n+1)(B-a)
13. Considere (2, F, P) um espaco de probabilidade e X =14, ou seja, X é a fungao indicado do evento
A€ F. Prove que Var(X) = P(A) [1 - P(A)} <1/4.

12. Seja X ~ U(a, ). Demonstre que E(X") =

14. Demonstre que se X é uma variavel aleatéria limitada quase certamente, isto é, que se existe &k > 0 de
maneira que P(|X| < k) = 1, entdo todos os momentos centrais de X existem.

15. Seja X uma variavel aleatéria com segundo momento finito e seja m uma mediana. Prove que
|m — E(X)| < v/2Var(X)-
16. Seja X ~ N(u,0?). Prove que para cadan =0,1,2,--- se cumpre a relacio

E(|X |n) 1x3x5x--+x(n—1)o™ cason par
HE) = 0, caso n impar

17. Seja X ~ N(0,1). Prove que para cada n =0,1,2,--- se cumpre a relagao

n!
E(Xn) _ W’ CcaSoO n par
0, caso n impar

Exercicios da Secao 4.3

1. Encontre a fungao geradora de probabilidades G x para cada uma das seguintes funcoes de probabili-

dade:
(a) P(X =x) = (Z)pm(l—p)"_”’,parax:0,1,2,~-~ ,nel<p<l.
AT e
(b) P(X = ):—'ﬁ,parale,2,-~- e A>0.
z'l—e
X
(¢) P(X =)= 12

m7param:0,172,--~,N,O<p<1eq:1—p.
—q

2. Prove que Mx(s) = Gx(e®) caso existirem estas duas fungoes para a varidvel aleatéria X.

3. Seja X uma varidvel aleatdria discreta com valores em {0,1,2,3,---}. Mostre que

G’X(s).
1—s

i s"P(X < n) =

n=0
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Seja X uma variavel aleatéria com funcao geradora de momentos Mx e a e b constantes quaisquer.

Prove que
Myxiu(s) = e Mx(as)

Seja X uma variavel aleatéria discreta com fungao geradora de probabilidades Gx. Sejam « e 3 dois
nimeros inteiros nao negativos e Y = aX + 3. Encontre a funcao geradora de probabilidades Gy de
Y.

Seja X um avaridvel aleatdria com funcao de densidade fx e funcao geradora de momentos My
definida numa vizinhanga (-4, §) do zero, para algum § > 0. Prove que

P(X > a) < e Mx(s), 0<s<d-

Considere X uma variavel aleatéria com distribuicao Exponencial Dupla ou Laplace com funcao de

densidade 1
f(x)zﬁeii‘%“ly —co<r<oo, A>0 —o0<pu<oo

Prove que a fungao geradora de momentos Mx existe e é igual a
ets

Mx(9) = 1032

s<l
A

Para uma varidvel aleatéria X, com funcdo geradora de momentos My, define-se a funcao geradora
de cumulantes K x como

Kx(s) = In(Mx(s))-
Prove que:
(a) Kx(0)= E(X).
(b) K%(0) = Var(X)
Suponha que a varidvel aleatoria Y tenha funcao geradora de momentos My e que a varidvel aleatdria

X tenha fungao geradora de momentos My dada por

Mx(s) = - (2% + 1) My (s):

Wl =

Dado que E(Y) =10 e que Var(Y) = 12 determine E(X) e Var(X).

Seja X uma varidvel aleatéria discreta com fungao de probabilidade P(X = z) =p,, x =0,1,2,--- ¢
seja P(X > ) = ¢z, © =0,1,2,---. Logicamente ¢, = py4+1 + Pzt2 + -+, para > 0. Consideremos
o0

a série Q(s) = Z q.s”. Esta série é convergente quando |s| < 1. Mostre que
=0

1-— Gx(S)

Q(S) = 1_s )

onde Gx é a fungao geradora de probabilidades de X. Encontre E(X) e Var(X), se existirem, em
termos de @ e suas derivadas.

Seja X uma varidvel com funcdo geradora de momentos My, a qual existe numa vizinhanga (-4, 0)
do zero, para § > 0. Prove que

B(XI) < ™ (Mx(s) + Mx(-9)).

para qualquer s € (=6, 0), fixo e qualquer inteiro n > 1.



