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Como muito mais nas estatisticas modernas, a perspicacia de
que muitas das distribuicdes mais importantes na estatistica
poderiam ser expressas na seguinte forma linear-exponencial
comum foi devido a R.A. Fisher:

6 — b(0)

p(y;0,4) = exp (y a(0) +c(y, ¢))

onde

> p(y;0,¢) é a fungdo de probabilidade para a variavel alea-
toria discreta Y ou a fungao de densidade de probabilidade
para Y continua.

» a(-),b(-) e c(-) sdo fungdes conhecidas que variam de uma
familia exponencial para outra; veja exemplos abaixo.
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» 0 = gc(u), 0 parametro candnico para a familia exponencial
em questéo, é uma fungéo da esperanca u = E(Y) de Y.

» a funcéo de ligagdo candnica g¢(-) ndo depende de ¢.

» ¢ > 0 é um parametro de dispersao que, em algumas fami-
lias, assume um valor fixo conhecido, enquanto em outras
familias de distribuicbes é um parametro desconhecido a
ser estimado a partir dos dados junto com 6.
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Considere, por exemplo, a distribuicdo normal ou gaussiana com
média . e variancia o2.

Colocar a distribuicdo normal na forma da equagao acima re-
quer alguma manipulagao algébrica, eventualmente produzindo

. B yo —62/2 1 [y?
p(y;0,¢) = exp (¢ ) <¢ + loge (27T¢)>> ;
onde f = G(u) = 1, 6 = 02, a(6) = 6, b(6) = 12/2 e

(Y, 6) =~ (/0 +logs (270) )
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Agora considere a distribuigcdo binomial, onde Y é a proporgéo de
sucessos em n tentativas binarias independentes e 1 é a proba-
bilidade de sucesso em uma tentativa individual.

Escrito depois da ginastica algébrica como uma familia expo-
nencial

y0 — log, (1+ €’ n
p(y;0,0) = exp e ) + loge <n)'> :

onde 6 = ge(u) = loge (11/(1— 1)), ¢ =1,a(6) =1/n,

b(6) = loge (1+ eg)

c(y, ¢) = loge <:y>
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Tabela 9.

Familia
Gaussiana
Binomial

Poisson

Gama

Gaussiana invera

Funcdes a(-), b(-) e ¢(-) para construir as familias exponenciais.
a(¢) b(6) (y, 8)
¢ 22 f%(y2/¢'+loge (277(;5))
1/n log, (1+¢) log, (:y)
1 e’ —log,(¥!)
¢ —log,(-6) ¢ *log, (y/#) — log.(y) — log, (T(¢ "))
& e -1 (loge (rey?) + (¢y)")

NOTA: Nesta tabela, n é o nimero de observacSes binomiais e I'(-) € a funcdo gama.
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A vantagem de expressar diversas familias de distribuicdes na
forma exponencial comum é que as propriedades gerais das fa-
milias exponenciais podem entao ser aplicadas aos casos indi-
viduais. Por exemplo, é verdade em geral que

pio) = O _

e que

2
V() = a('(0) = a() 2 = ae(y)

levando aos resultados na Tabela 2.
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Observe que b(+) é o inverso da fungéo de ligagdo candnica. Por
exemplo, para a distribuigao normal,

2
o) = B gy
a(p)b"(0) = ¢ x1 =02,
v(p) =1
e para a distribuigao binomial,
dlog, (1+ €?) e’ 1

de
" _ 1 e@ e@ 2 _ M(1_M)
a(op™(0) = <1+e9 B (1+e9) > -~ n
v(p) = p(l—p)
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0 logaritmo da fungao de verossimilhanga para uma observagao
individual Y; assume a forma

loge (L(6;,0:¥i)) = W

Para n observagdes independentes, temos

loge (L(6,:¥)) = > (W

i=1

+ c(yi, ¢)-

+ (i, ¢)> :

onde = (61,02 ,0n) = {6}, ey = (y1,y2.- - ,¥n) = {Vi}+.
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Suponha que um modelo linear generalizado use a fungao de
ligacdo g(-), é notacionalmente conveniente escrever 5 para a
constante de regressao «; de modo que,

g(wi) = mi = Bo+ BiXn + BaXio + - - - + BiXik-
0 modelo, portanto, expressa os valores esperados das n obser-

vagdes em termos de um numero muito menor de parametros
de regressao.

Para obter equagdes de estimagao para os parametros de re-

gressao, temos que diferenciar o logaritmo da verossimilhanga
em relacdo a cada coeficiente por sua vez.
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Consideremos que /; represente a i-ésima componente da log
verossimilhanca. Entao, pela regra da cadeia,
ol ot do;  du;  On .
J:inlxﬂxﬂ, para 120,1,"',k‘
o8 00;  dw;  dn; 0B
Depois de algum trabalho, podemos reescrever a equagao acima
como or g
LR AL AN
g ai(e)v(wi)  dn
Somando as observacgoes e definindo a soma sendo zero, pro-
duz as equacgdes de estimagao de maxima verossimilhanga para
os modelos lineares generalizados,

Jxﬂxx,'jzo,

ara j=0,1,--- ,k,
e aiv(p)  dn; P J

onde a; = a — i(¢)/¢ ndo depende do pardmetro de disperséo,
que é constante nas observagoes.
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Simplificagdo adicional pode ser alcangada quando g(-) é a liga-
¢ao canodnica. Neste caso, as equagdes de estimagao de maxi-
ma verossimilhancga tornam-se

n n
Z YiXij Z HiXij
, aj . aj ’

i=1 i=1

definindo a soma observada a esquerda da equagéo paraa soma
esperada a direita.

Observamos esse padrao nas equacgodes de estimagao para mo-
delos de regressao logistica anteriormente. No entanto, mesmo
aqui as equagodes de estimacao sao, exceto no caso da familia
Gaussiana, emparelhados com o ligacao de identidade, fungdes
nao lineares dos parametros de regressao e geralmente reque-
rem métodos iterativos para sua solugao.
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Seja
N R
Zi =ni+i— 'u’)dipv = i+ (Yi — )9 (1i)-
1
Entao
E(Z)) = ni = Bo+ BiXin + B2Xio + - - - + BiXik,
e

Var(Z)) = (gl(ﬂi))zail/(ﬂi)'

Se, portanto, pudéssemos calcular o Z;, seriamos capazes de
ajustar o modelo por regressao de minimos quadrados ponde-
rados de Z nos Xs, usando os inversos da Var(Z;) como pesos.
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Claro, este ndo € o caso porque ndo sabemos os valores de p; e
7, que, de fato, dependem dos coeficientes de regressao que de-
sejamos estimar - ou seja, 0 argumento é essencialmente circu-
lar. Esta observagdo sugeriu a Nelder and Wedderburn (1972) a
possibilidade de estimar os modelos lineares generalizados por
minimos quadrados ponderados iterativos (IWLS), habilmente
transformando a circularidade em um procedimento iterativo:

» Comece com as estimativas iniciais de i e 7 = g(f;), de-

notados ﬁfo) e 77,.(0). Uma escolha simples é definir ﬁfo) =

yi. Em certas configuragdes, comegar com ﬁfo) = y; pode
causar dificuldades computacionais. Para um modelo li-
near generalizado binomial, onde y; = 0, podemos tomar
ﬁfo) = 0.5/n;, e onde y; = 1, podemos tomar ﬁfo) = (nj —

0.5)/n;. Para dados binarios, entéo, todos os ﬁfo) sdo 0.5.
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» Em cada iteragao /, calcule a variavel resposta de trabalho
Z usando os valores de i e 7) da iteragao anterior,

ZI_(/—1) _ 77;(,_1) W _Mlg/—n)gl(ﬂlgl—n)

junto com os pesos

Wi(l—1) _ 1/(9,(,“,(,_1))) aI/( (I 1))

> Ajuste uma regressao de minimos quadrados ponderados
de Z(U=1) nos Xs, usando W=7 como pesos. Ou seja, com-
putar

b _ (XTW(IA)X) _1XTW(I71)Z(I7‘I)7

0]
onde b ;)
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