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Originalmente, escrevemos o logaritmo da verossimilhanga para
um modelo linear generalizado como uma fungéo log, (L(6, ¢; y))
do parametro candnico 6 para as observagdes. Como y; = gL(6;),
para o elo candnico g¢(-), podemos igualmente pensar na pro-
babilidade logaritmica como uma fungéo da resposta esperada
e, portanto, podemos escrever a verossimilhanga maximizada

como log, (L(7, ¢; ¥))-

Se dedicarmos um parametro a cada observagao, de modo que
i = Yyi, por exemplo, removendo a constante do modelo de re-
gressao e definindo um regressor ficticio para cada observagao,
o log-verossimilhanga torna-se log, (L(y, ¢;¥)).
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O desvio residual sob o modelo inicial é duas vezes a diferenca
nessas log-verossimilhancas:

D(y:ir) = 2(loge (L(y,:y)) — loge (L(1i 6:Y)))
_ 22 loge (L(yi, 1)) — loge (L7, 6:7)))
_ zz - (v(90:) ~ 9(7)) ~ b(g) + bl (7)) )

A divisao do desvio residual pelo parametro de dispersao esti-
mado produz o desvio escalonado,

D*(y; i) = %D(Y; 12)-
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Aplicando a equagéo acima a distribuicdo Gaussiana, onde g¢(+)
é o elo de identidade, produz a; = 1e b(#) = 62/2, apés alguma

simplificagao
n

~ ~\2
D(y; i) = Z (vi— 1),
i=1
ou seja, a soma residual dos quadrados do modelo. Da mesma
forma, aplicando a mesma equacgao a distribui¢ao binomial, onde
gc(+) éaligagdo logit, a; = nje b() = log, (1+€”), obtemos, apds
um pouco de simplificagao

D(y; i) = zn:n; (}’iIOge (fi) + (1= yi)loge (11:{71))

i=1
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Estimando o parametro de dispersao

Observe que nao exigimos uma estimativa do parametro de dis-
persao para estimar os coeficientes de regressao em um modelo
linear generalizado. Embora seja, em principio, possivel estimar
¢ também por maxima verossimilhanga, isso raramente é feito.

Em vez disso, lembre-se de que Var(Y;) = ¢ajv(u;). Resolvendo
para o parametro de dispersdo, obtemos ¢ = Var(Y;)/ajv(u;),
sugerindo o método do estimador de momentos

~\2

~ 1 = (v — i)
= n—k—1§ aiv(fij)
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A matriz de covariancia assintotica estimada dos coeficientes é
entdo obtida a partir da ultima iteragao IWLS como

— 1

Var(7) = H(X"WX)

Como o estimador de maxima verossimilhanca 5 é normalmente
distribuido assintoticamente, Var(3) pode ser usada como base
para os testes Wald dos parametros de regressao.
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Como no caso dos modelos lineares, podemos formular umteste
para a hipétese linear geral

Ho : Lgxk+1)Bk+1)x1 = Cqx1;

onde a matriz de hipétese L e o vetor ¢ do lado direito contém
constantes pré-especificadas; geralmente, ¢ = 0.

Para um modelo linear generalizado, a estatistica Wald
Z5 = (LB —c) (LVar(B)L") (LB —¢)

segue uma distribuicao assintética qui-quadrado com g graus
de liberdade sob a hipotese.
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A aplicagao mais simples desse resultado é a estatistica Wald
Zo = Bi/SE(B).

testando se um coeficiente de regressao individual é zero. Aqui,
Zy segue uma distribuigdo normal padrdo sob Hy : 3 = 0 ou,
equivalentemente, Zg segue uma distribui¢cao qui-quadrado com
um grau de liberdade.

Alternativamente, quando o parametro de dispersao é estimado
a partir dos dados, podemos calcular a estatistica de teste
1

Fo = 25,
" g

que é distribuida como F;,__1 sob Hq. Aplicado a um coefi-

ciente individual ty = +/Fg = Bj/SE(Ej) produz um teste t com
n — k — 1 graus de liberdade.
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Ocasionalmente, é interessante testar uma hipétese ou construir
um intervalo de confianga para uma fung¢ao ndo linear dos para-
metros de um modelo linear ou linear generalizado. Se a fungao
nao linear em questao é uma fungao diferenciavel dos coeficien-
tes de regressao, um erro padrao assintotico aproximado pode
ser obtido pelo método delta.

O método delta (Rao, 1973) emprega uma aproximacgao da série
de Taylor de primeira ordem, isto é, linear para a fungao nao lin-
ear. 0 método delta é apropriado aqui porque as estimativas de
maxima verossimilhanga ou quase verossimilhanga dos coefi-
cientes de um GLM sao normalmente distribuidas assintotica-
mente.

Em pequenas amostras, no entanto, a aproximagao do método
delta para o erro padrdao pode nao ser adequada e os procedi-
mentos de bootstrapping fornecerao resultados mais confiaveis.
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Suponha que estejamos interessados na fungao

Y= f(ﬁ) = f(ﬁo;ﬁ‘la"’ 75’()’

onde, por conveniéncia de notagao, usamos 3y para denotar a
constante de regressdo. A fungéo f(3) ndo precisa usar todos
os coeficientes de regressao, veja o exemplo abaixo.

O estimador de maxima verossimilhanca de v é simplesmente
~ = f(3) que, como um estimador de maxima verossimilhanga,
também é assintoticamente normal e a variancia amostral apro-
ximada de ~ é entao

k  k okl
Var ) ~
jk
)~ 2 2 oo
onde gy € 0 (j, k)-ésimo elemento da matriz de covariancia assin-
tética estimada dos coeficientes, Var(j3).
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Para ilustrar a aplicagao desse resultado, imagine que estamos
interessados em determinar o valor maximo ou minimo de uma
regressao parcial quadratica. Enfocando a relagao parcial entre
a variavel resposta e um X em particular, temos uma equagéao
da forma

E(Y) = o B+ BoXP

A aplicacdo do método delta para encontrar 0 minimo ou ma-
ximo de uma curva quadratica foi sugerida por Weisberg (2005).

Diferenciando esta equagdo em relagao a X, obtemos

dlz(;) = B+ 20X
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Definindo a derivada como 0 e resolvendo para X produz o valor
no qual a fungdo atinge um minimo, se 3, for positivo ou um
maximo se [, for negativo,

X - _ Pt
283,
que é uma fungdo nao linear dos coeficientes de regressao ; e

Bo.

Por exemplo, usando dados da Pesquisa Canadense de Dina-
mica de Trabalho e Renda ou SLID ajustamos uma regressao
de minimos quadrados do logaritmo base 2 da taxa de salario
segundo a idade quadratica, um regressor ficticio para sexo e o
quadrado dos anos de estudo, obtendo:
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> SLID = read.table("https://socialsciences.mcmaster.ca/jfox/
Books/Applied-Regression-2E/datasets/SLID-Ontario.txt",

header = T)
> head (SLID)
age sex compositeHourlyWages yearsEducation
1 40 Male 10.56 15
2 19 Male 11.00 13
3 46 Male 17.76 14
4 50 Female 14.00 16
5 31 Male 8.20 15
6 30 Female 16.97 13
> ajuste = 1m(I(log2(compositeHourlyWages)) ~ aget+I(age~2)+

factor(sex)+I(yearsEducation~2), data = SLID)
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> summary(ajuste)

Call:

Im(formula = I(log2(compositeHourlyWages)) ~ age + I(age~2) +
factor(sex) + I(yearsEducation~2), data = SLID)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-3.04688 -0.34263 0.02977 0.36354 2.56370
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 5.725e-01 8.338e-02 6.866 7.62e-12 *x*x*
age 1.198e-01 4.598e-03 26.046 < 2e-16 *xx*
I(age~2) -1.230e-03 5.918e-05 -20.778 < 2e-16 ***
factor(sex)Male 3.195e-01 1.796e-02 17.794 < 2e-16 **x*
I(yearsEducation™2) 2.605e-03 1.135e-04 22.957 < 2e-16 **x*

Signif. codes: 0O ‘**x’> 0.001 ‘x*x’> 0.01 ‘x> 0.05 ¢.” 0.1 ¢ > 1
Residual standard error: 0.5675 on 3992 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.3892,Adjusted R-squared: 0.3886
F-statistic: 635.8 on 4 and 3992 DF, p-value: < 2.2e-16
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Imagine que estamos interessados na idade v = (3;/(202) em
que os saldrios estdao no maximo, mantendo o sexo e a edu-
cagao constantes. As derivadas necessarias sao

dy 1 1

dpils_s 28,  2(-0.001230) 4065
dy B 0.1198
el = 2 - _ = 39.593
dB2 |55 232 2(—-0.001230)2
Nossa estimativa pontual de v é
N = b5 = & = 48.70 anos-

28,  2x0.001230
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Avariancia amostral estimada do coeficiente de idade é\7a\r(§1) =
2.115 x 10°, e do coeficiente de idade ao quadrado, @(ﬁz) =
3.502 x 10%; a covariancia amostral estimada para os dois coe-
ficientes é R

Cov(f1, B2) = 2.685 x 107

A variancia estimada aproximada de ~ é entao
Var(3) ~ 0.3419.

Consequentemente, o erro padrdo aproximado de v é SE(v) ~
v/0.3419 = 0.5847, e um intervalo de confianga de aproximada-
mente 95% para a idade em que a renda é mais alta em média
é

~v € 48.70 £1.96(0.5847) = (47.55,49.85)-
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Vamos escrever o modelo linear generalizado em forma matri-
cial, com preditor linear

Mnx1 = Xnx(k+1)Bk4+1)x1

e funcdo de ligagdo g(n) = n,onde i é a esperanga do vetor de
respostay,

Conforme descrito anteriormente, calculamos o estimador de
maxima verossimilhanga 3 de 3, juntamente com o estimador
da matriz de covariancia assintética Var(3) de S.

Considere que as linhas de X* incluam regressores correspon-
dentes a todas as combinagdes de valores de variaveis explica-
tivas que aparecem em um termo de ordem superior do modelo
ou, para uma variavel explicativa continua, valores abrangendo
o intervalo da variavel, junto com valores tipicos das restantes
regressores.
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A estrutura de X* com respeito as interagdes, por exemplo, é a
mesma que a da matrizdo modelo X. Entdo os valores ajustados

i =X,

representam o termo de ordem superior em questao e umatabela
ou grafico destes valores - ou, alternativamente, dos valores ajus-
tados transformados para a escala da variavel resposta, g'(7*) -
€ uma exibicao de efeito.

Os erros padrao de i* ! disponiveis como entradas diagonais de
raiz quadrada de X*Var(ﬁ)X*T, podem ser usados para calcular
intervalos de confianga pontuais para os efeitos, cujos pontos
finais também podem ser transformados na escala da resposta.
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