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Cadeias de Markov IV. Distribui¢do estacionaria BGverleaf

Se todos os estados em uma Cadeia de Markov forem transientes, as probabi-
lidades de estado em n passos se aproximam de zero €, se a cadeia tiver alguns
estados transientes e outros recorrentes, eventualmente, o processo entra e per-
manece mudando entre os estados recorrentes. Portanto, podemos nos concen-
trar na classe dos estados recorrentes ao estudar as probabilidades limites de
uma cadeia.

Suponha uma fungéo de probabilidade definida em S tal que, se a nossa Cadeia
de Markov comega com distribuicdo inicial 7o = =, entdo nés também temos
m = m. Isto &, se a distribuicdo no tempo 0 é 7, entao a distribuigdo no tempo 1
é ainda 7. Entdo = é chamada uma distribuigcdo estacionaria.

Definigdo (Distribuicdo estacionaria).

Seja {Cn} uma Cadeia de Markov com espaco de estados S e matriz de probabilidades de
transi¢éo I' = (v, ). Se m(x), com x € S satisfaz que € formada de nimeros n&o
negativos que somam um e se

> o a®)v, =7y), yES

X

entdo 7 é chamada de distribuicdo estacionaria (Cadeias ergddicas).
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Suponha que a distribuigdo estacionaria 7 exista e satisfaca que

lim 4" =x(y), yes

n—oo XY

Nesta se¢do vamos determinar qual Cadeia de Markov tem distribuicdo esta-
cionaria, quando esta distribuigéo é unica e quando o limite acima se cumpre.

Exemplo

No caso de uma Cadeia de Markov com espago de estados S = {0, 1} e matriz de
transigao
0 1

0 (1—p p
1 qg 1-q)
sep + g > 0, esta cadeia tem uma Unica distribuigao estacionaria =, dada por
q P
(0)=—— e #n(1)= ——-
© p+q M p+q
Podemos mostrar também que se 0 < p + g < 2, a expressao no limite acima é valida.
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Vamos introduzir a nogao de "fluxo de probabilidade" de um conjunto A de esta-
dos para o seu complemento sob uma distribuigao.

Defini¢do (Probabilidade de fluxo).

Seja {Cn } uma Cadeia de Markov, I' = (v, ,) @ matriz de probabilidades de transic&o e S o
espaco de estados. Definimos a probabilidade de fluxo do conjunto de estados A C S ao
seu complemento, baixo a distribuigdo = como

Vane = Z Z F(X)’YX-Y'
XEA yeAC
Dizemos que (x)v, , € o fluxo de probabilidade entre x e y. Assim Un 1 é o fluxo de prob-
abilidades totais entre cada elemento de A e A°.

Observemos que ao mencionarmos w como uma distribuicao na definicao ante-
rior nos referimos a uma fungéo de probabilidade definida em S, ndo necessaria-
mente sendo a distribuicdo estacionaria. Este conceito é Util para caracterizar a
distribuicdo estacionaria, resultado apresentado a continuagao.
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Teorema

Seja v, ,. a probabilidade de fluxo de uma Cadeia de Markov com espago de estados S. A
funcéo € a distribui¢éo estacionaria se, e somente se, >, g 7(x) =Te

’YAYAC :VAC,Ay V-

No caso de cadeias com um numero de estados grande, utilizar o resultado deste
teorema néo é a melhor forma de verificar se a fungao de probabilidade = é a dis-
tribuicdo estacionaria e a definigao de distribuicdo estaciondria tem a ver com a
probabilidade em um passo. Surge a pergunta, o que acontece com a distribuigao
estacionaria se utilizarmos alguma poténcia da probabilidade de transigao?

Teorema

Seja {Cn} uma Cadeia de Markov com matriz de probabilidades de transicédo I' = (v, ,) e
distribuicdo estacionaria 7. Entao

SN =x(y), yeS
XES
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Suponhamos agora que 7 seja a distribuicdo estacionaria e que nin;o 'y)((n} =7(y),

y € S se satisfaga. Seja mg a distribuicao inicial. Entdo

P(Cr=y) =) m(X)), YyeS ©)

Xes

Utilizando o fato de nin;o wx(”y) = m(y),y € Seoteorema da convergéncia limitada,
podemos fazer n — oo na relagdo acima, obtém-se que

lim P(Ca=y) = mo(x)m(y)-

X€S

Desde que Z mo(x) = 1, concluimos que
Jim P(Ch=y)=7(y), yeS$

A expressdo em acima estabelece que, independentemente da distribuigao ini-
cial, para grandes valores de n a distribuicdo de C, é aproximadamente igual a
distribuicdo estacionaria . Implica que = é a distribuicdo estacionaria Unica.
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Nesta se¢do, vamos considerar duas quantidades descritivas estreitamente rela-
cionadas de interesse para as cadeias ergodicas: o tempo médio de retorno ao
estado e o tempo médio para ir de um estado para outro estado.

Considere uma cadeia irredutivel de nascimento e morte com distribuigao esta-
ciondria 7. Suponha que v,, = 0, x € S, como na cadeia de Ehrenfest de ruina
do jogador. Entdo, em cada transi¢cdo a cadeia de nascimento e morte se move
Ou um passo para a direita ou um passo para a esquerda. Assim, a cadeia pode
regressar ao ponto de partida somente apés um numero par de transigoes.

Em outras palavras, yx(f’x) = 0 para valores impares de n. Para tais cadeias a
expressao
lim 7 =x(y), yeS

n— oo

nao se satisfaz.
Vejamos agora uma nova forma de calcular o nimero de visitas a um estado.

0 numero médio de visitas a um estado € uma quantidade importante estreita-
mente relacionada com a distribuicdo estacionaria.
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Definicdo (NUmero de visitas)

O numero de visitas da Cadeia de Markov {Cp },>q ao estado y nostemposm =1,--- ,né
definido como

Nn(y) = Z 1y(Cm)-
m=1

Seja agora
n
Gn(X7y) = ZPY)S”;L
m=1

entdo o numero esperado de visitas ao estado y a partir de x é determinado de
acordo com a defini¢cdo acima e é dado por

Ex[Nn(¥)] = Gn(x,y)-
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Se y for um estado transiente, entdo

lim Np(y) = N(y) < o0 com probabilidade um,
n— oo

e
lim Gn(x,y) = G(x,y) < oo, xeS
n— oo
Segue entao que
lim No(y) =0 com probabilidade um
n—oo n
e que
lim C1XY) _g ye.
n—oo n

Observe-se que Ny(y)/n é a proporgao de vezes que a cadeia esta no estado y
nas primeiras n unidades de tempo e que Gx(x,y)/n é o valor esperado dessa
proporcao para uma cadeia partindo do estado x.
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No exemplo da compra de pasta de dentes vamos calcular aproximadamente o valor es-
perado da proporgao de vezes que esta cadeia esta em cada estado. A matriz de probabil-
idades de transigao é

A B
p=4 (13 3R)

Utilizando as linhas de comando R a seguir conseguimos calcular aproximadamente, isto
é, para um valor de n finito o valor da fungao Gy (x, y) acima definida.

> library(markovchain)
> estados = c("Marca A"'Marca B")
> Prob.T=matrix(c(1/3,2/3,2/3,1/3), nrow=2,ncol=2,byrow=T, dim-
names=list(estados,estados))
> ProbT = new("markovchain’, states=estados, transitionMatrix=Prob.T,
name="Compras de pasta de dentes")
> Soma = function(M,n=10){mm=0; for(i in 1:n)mm=mm+(M')[]; mm}
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Exemplo (continuagao)

A fungdo Soma serve como aproximacao ao valor de Gn(x, y), quanto maior seja o nimero
de somandos mais aprimorado sera o resultado obtido. Por isso, utilizamos esta fungao
com n=600, a qual produz o seguinte resultado.

> Soma(ProbT,600)/600
MarcaA Marca B

Marca A 0.4997917 0.5002083

Marca B 0.5002083 0.4997917

Como resultados temos que em 50% dos casos a cadeia estara em cada um dos estados
partindo de qualquer um deles.

Suponha agora que y é um estado recorrente. Seja my, = E,(Ty) o tempo de
retorno médio a y para uma cadeia a partir de y, se este tempo de retorno tem
esperanga finita e my = co caso contrario. Vamos denotar por (7, <.} a variavel
aleatéria indicadora do evento {T, < oo} assumindo valor 1se T, < co e 0 se
Ty = oo.
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Teorema

Seja y um estado recorrente. Entdao

7 <00
No(y) = Aly<eo} com probabilidade um

lim
n—oco n my
¢ G
X
lim ul ’y)fm, X€ES
n—oo N my

Uma vez que a cadeia atinge y, retornara a y em média a cada m, unidades de
tempo. Assim, se T, < oo e n é grande, a propor¢do de vezes em que a cadeia
esta no estado y deve ser de cerca 1/my unidades, nas primeiras n unidades de
tempo. Observemos também que a expressao

lim Gn(x, ¥) = M,

n— oo n my
x € S se obtém tomando esperanga em

1y <oo
||m N(.y): {Ty< }7

com probabilidade um-
n— oo n my
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Seja {Cn} uma Cadeia de Markov com matriz de probabilidades de transicao
0 1 2
0 /0.90 0.01 0.09
P=1(0.01 090 0.09 |-
0.01 0.09 0.90

Observamos que

0 1 2
0 (/0.0909090 0.4354067 0.4736842
lim =1 [ 0.0909090 0.4354067 0.4736842 |-
oo 2 \ 0.0909090 0.4354067 0.4736842

Isto faz dela uma cadeia regular, ou seja, alguma poténcia da matriz de transigao néao tém
zeros e isso implica que nenhum estado é absorvente, também significa que a cadeia é
ergddica e, portanto, todos os estados sao recorrente.
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Exemplo (continuagao)

Ainda temos que, segundo a primeira expressao, no Corolario 30

s w - mi — 01644622,
0

limn s o0 G”(:’” _ ml — 0.3820475,
1

limn o0 O1%02) _ mi — 0.4534903,
2

qualquer seja x € {0,1,2}. Deste resultado concluimos que

mo = 6.080426,
my = 2.617475,
my = 2.205119-
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Figure: Convergéncia ao tempo de retorno médio.
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Estudamos aqui duas classes de estados recorrentes, os recorrentes nulos e os
recorrentes positivos, de interesse para a distribui¢cdo estacionaria.

Definigdo (Estado recorrente nulo).

Um estado recorrente y é chamado de recorrente nulo se my = oo.

Do Teorema 29 podemos perceber que, se y € um estado recorrente nulo, entdao

n
fim CnO6Y) _ i X Ty

n— oo n n— oo n

=0, xeS )

Teorema

Seja y é um estado recorrente nulo, entdo

lim M =0, xe$

n—oo XY
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Este é um resultado mais forte do que aquele

I|m 7Gn(xy I|m 727” =0, xXesS

Definigdo (Estado recorrente positivo)

|

Um estado recorrente y é chamado de recorrente positivo se my < oo.

Do Teorema 29 se y € um estado recorrente positivo, entao

lim Gn(X'!y) _ l

>0, xXeS: (3)
n—oo n my

Assim, limites anteriores ndo sao validos para estados recorrentes positivos.
Considere y um estado recorrente. Se y for um estado recorrente nulo, entdao
com probabilidade um, a proporgéo de tempo que a cadeia esta no estado y du-
rante as primeiras n unidades de tempo se aproxima de zero quando n — oo.
Por outro lado, sendo y um estado recorrente positivo, com probabilidade um, a
proporcao de tempo que a cadeia estd em y durante as primeiras n unidades de
tempo se aproxima de 1/my, um numero positivo, quando n — cc.

© Fernando Lucambio
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Teorema

Seja x um estado recorrente positivo e suponha que x conduz a y. Entdo, y é um estado
recorrente positivo.

A partir deste teorema e do Teorema 15, vemos que, se C é um conjunto fechado
irredutivel, entdo cada estado em C é transiente, cada estado em C é recorrente
nulo ou cada estado em C é recorrente positivo.

Definigdo (Cadeia recorrente nula e recorrente positiva)

Uma Cadeia de Markov é chamada de cadeia recorrente nula se todos os seus estados
sdo recorrentes nulos. Uma Cadeia de Markov é chamada de cadeia recorrente positiva se
todos os seus estados sdo recorrentes positivos.

Vemos, portanto, que uma Cadeia de Markov irredutivel é ou uma cadeia tran-
siente, ou uma cadeia recorrente nula ou uma cadeia recorrente positiva.
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Nesta segdo vamos determinar quais Cadeias de Markov tém distribuigdes esta-
cionarias e quando had uma unica tal distribuigao.

Seja agora 7 a distribuicdo estacionaria e m um nimero positivo inteiro. Entéo,

sabemos que

> (@i = (%),

zeS
qualquer seja o valor de m. Somandoem m = 1,2, --- ,n e dividindo por n, con-
cluimos que

ZW(Z)M =7(x), xeS

n

Seja 7 a distribuicao estacionaria de uma Cadeia de Markov com espago de estados S. Se
x € um estado transiente ou recorrente nulo, temos que 7(x) = 0.

Decorre disto que uma Cadeia de Markov que nao tenha estados recorrentes pos-
itivos ndo tem distribuicao estacionaria.
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Toerema 37 (Existéncia da distribuigdo estacionaria)

Uma Cadeia de Markov irredutivel positiva tem distribuicdo estacionaria tnica , dada por

7r(X):l7 xeS:

Teorema 42 (Unicidade da distribuigdo estacionaria)

| XS

Seja Sp o conjunto dos estados recorrentes positivos em uma Cadeia de Markov.
(a) Se Sp é vazio, a cadeia no possui distribui¢cdo estaciondria.
(b) Se Sp é ndo vazio irredutivel, a cadeia tém distribuigdo estacionaria tnica.

(c) Se Sp é nao vazio porém nao irredutivel, a cadeia tém um nimero infinito de
distribuicoes estacionarias distintas.
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Temos visto desde o inicio que se {C,} for uma Cadeia de Markov recorrente
positiva irredutivel, sendo 7 sua distribuicao estacionaria, entdo

TS ) Ga(xy)

lim 72’\)” :nILn;O =n(y), X,y €S-

n—oo N n
m=1

Aqui vamos ver quando o resultado mais forte
lim " =n(y), x,yeSs,
n—o0 B

é valido e o que acontece se deixa de cumprir-se.

Lembremos que um numero inteiro positivo d é dito ser um divisor do inteiro
positivo n se n/d é um ndmero inteiro.

Definigdo (Maximo divisor comum).

Seja | um conjunto de inteiros positivos ndo vazio. Definimos o maximo divisor comum de
I, denotado por m.d.c. /, o maior inteiro d tal que d é um divisor inteiro positivo de cada
elementon € I.

© Fernando Lucambio
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Segue-se imediatamente que
T<m.d.c.I<min{n:n¢€l}

Em particular, se 1 € I, em seguida temos que m.d.c.| = 1. Um outro detalhe
interessante é que o maximo divisor comum de um conjunto de inteiros positivos
pares é 2.

Definigdo (Periodo de um estado).

Seja x um estado de uma Cadeia de Markov {Cp },> tal que 'yx(”x) > 0 paraalgumn > 1,

isto é, tal que px = Px(Tx < oo) > 0. Definimos o periodo do estado x, denotado por dy,

como
de =m.d.c.{n>1:~" > 0}.

g

Desta definigdo vemos que
1<dy <min{n>1: 4" >0}

Também, se v,, > 0,entdo dy = 1.
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No Exemplo 24 apresentamos uma Cadeia de Markov com matriz de transi¢ao

0 1 2 3 4 5
0199883
4 2 4
3|oo0o0 ¢ 1 3
41000 ] 0 3
5\0 00 ;7 02

Queremos identificar o periodo de cada um dos estados desta cadeia. Observamos direta-
mente que dx = 1parax = 0,1,2, 3,5 e somente nao é possivel identificar diretamente o
periodo do estado 4.

0 trabalho agora é procurar a menor poténcia de I' na qual a probabilidade de transigao 72’2
seja positiva. Percebemos rapidamente que ﬂ/ﬁ) =1/6,logod, = 2.
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Definicao (Cadeia periddica).

Dizemos que uma Cadeia de Markov irredutivel é periédica, com periodo d, sed > 1e é
aperiodicased = 1.

Uma condigao suficiente simples para uma Cadeia de Markov irredutivel ser aper-
iddica é que pxx > 0 paraalgumx € S.

Teorema 44 (Distribui¢éo estacionaria de uma cadeia recorrente positiva).

Seja {Cn } >0 uma Cadeia de Markov recorrente positiva irredutivel com distribuicéo esta-
cionaria . Se a cadeia é aperiddica entao

lim " =n(y), xyes

n—oo X
Se a cadeia é periddica com periodo d, entao para cada par de estados x,y € S existe um
inteiror, 0 < r < d tal que yx(f’y) = 0 ando ser que n = md + r para algum inteiro nao
negativom e
lim ™) =dn(y), xy€S
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Exemplo

No exemplo de modelo de genes (Exemplo 9) temos uma situagdo de cadeia periddica,
como pode ser apreciado olhando a matriz de probabilidades de transi¢éo

GG Gg g9

GG [(1/2 1/2 0
= Gg 1/4 1/2 1/4 ).

gg 0 1/2 1/2

Pode ser observado também que esta é uma cadeia regular, devido a que

GG Gg ag

GG [0.375 0.500 0.125
r2— Gg [ 0.250 0.500 0.250 |,
gg \ 0125 0.500 0.375

do qual deduzimos que o periodo desta cadeia é d = 2. Nao é dificil obter que

GG Gg ag

GG (0.250 0.500 0.250
lim "= Gg [ 0.250 0.500 0.250 |-
e gg \ 0.250 0.500 0.250
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