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Modelos Ocultos de Markov Introducéo Gverleaf

Os Modelos Ocultos de Markov (HMMs) sdo uma classe de modelos em que
a distribuicdo que gera uma observagao depende do estado de uma Cadeia de
Markov subjacente e ndo observada. Eles se mostram promissores como mod-
elos genéricos de propdsito geral para séries temporais univariadas e multivari-
adas, especialmente para séries de valor discreto, incluindo séries categoricas e
séries de contagens (Zucchini MacDonald, 1998).

Considere, por exemplo, uma série de vendas semanais de um produto especifico
de sabao em um supermercado. As unidades semanais inteiras de um sabonete
de céodigo 3700031165 foram fornecidos pelo Kilts Center for Marketing da Es-
cola de Pés-Graduagao em Administracdo da Universidade de Chicago. O pro-
duto é Zest White Water 15 0z. Uma onga, abreviada oz, ¢ uma unidade de medida
de massa, uma onga equivale a 28.349523125 gramas. Os dados sdo mostrados
na figura a seguir.
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Unidades vendidas

1993 1994 1995 1996 1997
Semanas

Série de vendas semanais de um produto de sabao especifico. Dados
fornecidos pelo Grupo de Marketing da Universidade de Chicago.
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Nesse caso a aplicagdo de modelos de séries temporais padrdo, como 0os mo-
delos ARMA, é restrita pois eles sdo baseados na distribuicdo normal. Em vez
disso, o0 modelo basico para contagens ilimitadas é a distribuicdo Poisson. No
entanto, o modelo Poisson padrdo ndo é apropriado neste caso uma vez que,
como serd demonstrado mais tarde, a série apresenta consideravel superdisper-
sdo em relagao a distribuicdo Poisson e forte dependéncia serial positiva. Além
disso, parecem existir alguns periodos com baixa taxa de vendas semanais e
outros periodos com uma taxa relativamente alta de vendas semanais.

A classe de modelos de séries temporais Ocultas de Markov, que modelam a dis-
tribuicdo de probabilidade S;: na dependéncia do estado ndo observado, ou seja,
oculto C; de uma Cadeia de Markov com m estados e que pode acomodar tanto
a superdispersao quanto a dependéncia serial, parece ser uma ferramenta util
para modelar esta série e tentando entender sua estrutura. O ajuste de um Mo-
delo Oculto de Markov Poisson a série de vendas semanais de sabao constituira
parte integrante desta nota, ou seja, a maioria dos aspectos dos HMMs introduzi-
dos aqui sera demonstrada por meio desta série.
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0Os HMMs tém sido utilizados hd mais de duas décadas em aplicagdes de proces-
samento de sinais, especialmente no contexto do reconhecimento automatico
de voz, mas o interesse na teoria e nas aplicagdes de HMMs estd se expandindo
rapidamente para outros campos, por exemplo:

e todos os tipos de reconhecimento: rostos, fala, gesto, caligrafia e/ou
assinatura,

e bioinformatica: andlise de sequéncias bioldgicas, ambiente: dire¢cdo do
vento, chuvas, terremotos,

¢ finangas: série de retornos didrios.

A bibliografia aqui apresentada lista varios artigos e monografias que lidam com
a aplicagcdao dos HMMs nesses campos e podem ser de interesse para leitura adi-
cional: Durbin et al. (1998), Elliott, Aggoun e Moore (1995), Koski (2001), Rabiner
(1989) e Ephraim e Merhav (2002).

Entre as caracteristicas atrativas dos HMMs estdo sua versatilidade, sua facili-
dade matematica e o fato de que a probabilidade é relativamente direta (Zucchini
e MacDonald, 2001).
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Em detalhe, os HMMs sao caracterizados pelas seguintes propriedades:

e todos os momentos disponiveis: média, variancia, autocorrelagoes,

e probabilidade de facil calculo: calculo linear no tempo,

o distribuicdes marginais disponiveis: observagdes faltantes sem problemas,

o distribuigbes condicionais disponiveis: identificagdo de outliers; previsdao
de k-passos adiante, distribuicdo conjunta de varias previsoes.

Além disso, os HMMs sdo interpretaveis em muitos casos e podem facilmente
acomodar covariaveis adicionais. Além disso, eles sdo moderadamente parci-

moniosos, ou seja, um modelo simples de dois estados geralmente fornece um
ajuste razoavel.

Os principais objetivos ao lidar com Modelos Ocultos de Markov sdo os seguintes:

e revelam a estrutura dos dados, ou seja, tendéncia, variagéo sazonal e
dependéncia serial,

e prever valores futuros, incluindo intervalos de previsao,
e identificar valores incomuns,

e relacionar as observagdes a outras séries, ou seja, covariaveis.
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Esta nota basicamente pretende dar uma introdugao simples ao Modelo Oculto
de Markov (HMM). E simples no sentido de que é restrito a séries temporais esta-
cionadrias, ou seja, sem tendéncia ou variagao sazonal. As observagdes podem
ser de valor discreto ou continuo, mas neste curso vamos supor que elas sejam
univariadas e iremos ignorar qualquer informacgéo que possa estar disponivel nas
covariaveis. Apenas no final desta nota, daremos uma breve visao geral das pos-
siveis extensdes do Modelo Oculto de Markov.

A énfase estara na aplicacdo dos modelos, em particular na especificagcao de
modelos, na estimagao de parametros, na selecao de modelos, na verificagao de
diagnésticos e na previsao.

Como suporte computacional utilizamos a linguagem de programagao e ambi-

ente de desenvolvimento integrado para célculos estatisticos e graficos R, tltima
versao 3.5.2, Eggshell Igloo de 20 de dezembro de 2018.
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Temos por objetivo aqui apresentar uma breve introdugéo a dois conceitos funda-
mentais que sdo necessarios para compreender a estrutura basica dos Modelos
Ocultos de Markov (HMM).

Reconsiderar a série de vendas semanais de sabonetes introduzida na Introdugao
e vamos assumir que nao ha correlagao serial na série, ou seja, as vendas sem-
anais sao contagens independentes. O modelo basico para contagens indepen-
dentes néo vinculadas é a distribuigdo de Poisson com fungao de probabilidade
P(S) = Xe~*/s! e a propriedade restritiva que a variancia iguala a esperanga
E(S) = Var(S).

Para a série de vendas de sab&o, tem-se S = 5.442149 e S? = 15.4012, indicando
uma forte dispersao em relagao a distribuicao de Poisson e, portanto, inapropria-
¢do desta ultima. Isto é apresentado na figura a seguir que apresenta um his-
tograma das observagdes e a distribuicao de Poisson tedrica. Além disso, a dis-
tribuicdo das vendas semanais de sabonetes é bimodal, enquanto a distribui¢cdo
de Poisson tem apenas uma moda.
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contagens e mistura de dois componentes contagens e mistura de trés componentes
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Série de vendas semanais de um produto de sabao especifico e a distribuigao
Poisson estimada.
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Um método de superar as deficiéncias da distribuicdo Poisson em tal caso é usar
um modelo de mistura independente. As distribuicbes de misturas sdo muito
uteis no tratamento de observacdes ou dados superdispersos com distribuicoes
bimodais ou multimodais mais gerais. Os modelos de mistura assumem que a
superdispersao e/ou multimodalidade das observacdes de uma variavel podem
ser devidas a heterogeneidade ndo observada na populacao, ou seja, a populagédo
consiste em grupos diferentes com distribui¢cdes diferentes para essa variavel.
Imagine, por exemplo, a distribuicdo do nimero de pacotes de cigarros com-
prados por um numero de clientes em um supermercado. Os clientes podem
ser separados em varios grupos: ndo-fumantes, pessoas que fumam ocasional-
mente, etc. Isso leva a superdispersdo em relagdo a Poisson e talvez até a uma
distribuicdo multimodal de suas compras.

No caso de duas distribuigdes componentes, a distribuicdo de mistura é carac-
terizada pelas duas varidveis aleatérias X; e X, e suas fungdes de probabilidade
ou fungdes de densidade, respectivamente:

e Variavel aleatodria Xi X>
e funcdo de probabilidade  p; p2
e funcdo de densidade fi 173
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Além disso, para o processo de parametros, é necessaria uma variavel aleatéria
discreta C para realizar a mistura:

c_ { 1, com probabilidade §; )

2, com probabilidade 6, = 1 — &

Pode-se imaginar C como o resultado de jogar uma moeda: Se C assume o valor
1, obtenha uma observagao de X;. De acordo com isso, se C assumir o valor 2,
obtenha uma observagao de X;. A estrutura desse processo para o caso de duas
distribuicdes de componentes continuos é mostrada na figura seguinte.

Em situagbes praticas, ndo sabemos para que lado a moeda pousou. Apenas
as observacgOes geradas por X; ou X; podem ser observadas e, na maioria dos
casos, elas ndo podem ser atribuidas a varidveis aleatdria distintas.

Dada a probabilidade cada componente e as respectivas distribuicoes de proba-

bilidade, a fungao de probabilidade ou de densidade da mistura pode ser encon-
trada.
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Markov chain state—dependent distribution observations
state 1  state 2 3 P1(x) p2(Xx)
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Estrutura do processo de uma distribuicdo de mistura de dois componentes.
Figura retirada do livro Zucchini MacDonald (2009).
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A extensao para o caso de m componentes é simples. Sejam 61,62, - - - , om 0OS pe-
sos atribuidos aos diferentes componentes, p1,p2,m ou fi,fy, - - -, fmn denotando
suas func¢des de probabilidade ou fungdes de densidade, respectivamente. En-
tdo, a distribuicdo da mistura dada pela variavel aleatéria X pode ser facilmente
calculada por uma combinacao linear das distribuicdes componentes:

01pa1(X) + d2p2(x) (caso discreto),
f(x) = &fi(x) + d2f2(x) (caso continuo)-

o
=
>
=

\

Mais geral, o k-ésimo momento E(X¥) de uma mistura é simplesmente uma com-
binagédo linear dos respectivos momentos de seus componentes:

EX) = D GEX), k=12,
i=1

Agora, observe que isto ndo é valido para os momentos centrais, por exemplo, a
variancia de uma mistura:

Var(X) # Zm:&-Var(X,-)-

i=il

Ver o Exemplos |.2 de estimagdo de misturas de densidades.
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Uma Cadeia de Markov é por vezes um modelo probabilistico adequado para de-
terminada série temporal em que a observagdo em um determinado momento
€ uma categoria a qual um individuo corresponde. A mais simples Cadeia de
Markov é aquela na qual existe um numero finito de estados ou categorias, um
numero finito de pontos no tempo equidistantes em que sédo feitas as obser-
vagoes, a cadeia é de primeira ordem e as probabilidades de transi¢cdo sédo as
mesmas para cada intervalo de tempo. Vamos considerar agora como obter es-
timadores da matriz de probabilidades transigao.

A tipica Cadeia de Markov a tempo discreto limita a descrigdo do histérico de
cada sujeito a pontos de tempo igualmente espagados. Em outras palavras, em
vez de modelar a possibilidade de progressao a cada instante no tempo, ou seja,
dia, més ou ano. O intervalo entre esses pontos de tempo é conhecido como o
comprimento do ciclo.

Presume-se que a matriz de transi¢cdo vai ser estimada a partir de dados de
coorte longitudinais, com intervalos de observagdo comuns a todos os sujeitos.
A atencgao é restrita a obtengao da estimativa de maxima verossimilhanga da ma-
triz de transigao no caso em que os intervalos de observagao sao constantes e
coincidem com a duracao do ciclo.
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Vamos considerar {co, c1,- - - ,Ccp} uma amostra de uma Cadeia de Markov com
probabilidades de transigéo p, , e distribuig&o inicial mo. Observe que {co,--- ,cn}
deve seruma sequencia de n+1estados. Entéo, a probabilidade de quecy, - - - , ¢y

seja essa sequéncia é justamente

W(Xo)pco,q o 'pcn71,cn .

Parax,y =1,2,---,d, seja ny, o nimero de transi¢des, assim a matriz (ny,,) vai
ser chamada de matriz de contagens de transi¢cdes da sequéncia. Dado que

TI'(XO)pCO,c1 ...pcn,-\,Cn = XO pry ’

a contagem das transigdes junto com o estado inicial formam uma estatistica
suficiente. Sabemos que a probabilidade de obtiver uma sequéncia em particular,
que comece com com ¢o e tenha matriz de transigéo (p, ,) foi dada acima e, com
o objetivo de encontrarmos a distribuigdo da estatistica é necessario e suficiente
somente contar o nimero de tais sequéncias. Esse nimero de conhece como
Foérmula de Whittle (Whittle, 1955).
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Exemplo

Seja, por exemplo, a sequéncia de 12 valores observados {0,1,1,0,1,0,1,1,1,0, 0, 1}. Esta
sequénciatem u = 0 e v = 1 e matriz de contagens de transigao

(nxy) = (:13 g)

Podemos utilizar a seguinte fungdo R para encontrarmos a matriz de contagens de tran-
sicao

>x =¢(0,1,1,0,1,0,1,1,1,0,0,1)

> library(markovchain); library(matlab); library(matlib)

> Matriz = createSequenceMatrix(x, sanitize=FALSE)

> Matriz
01
0 14
1 33
4 4
Vemos, da expressdo na Formula de Whittle que ny , = 51 15 e Coq =4/5.
2 2
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Exemplo (continuagdo)

Substituindo, temos que

(12) B 5!.6! ‘4 - '
Noy (my) = 3r3rara 5 — ©0

Logo, 80 é o nimero de sequéncias {0, c, - - - , C1g, 1} tendo contagens de transicéo (ny,y),
dada acima. Desenvolvemos uma fungao R para encontrarmos o nimero de sequéncias
{co,c1,- -+, cn} tendo contagens de transicao (ny,y) e satisfazendocy =uecp, = v:
> Whittle = function(M, u, v)

n = length(rowSums(M))

Prod1 =1;

for(i in 1:n) Prod1 = Prod1*gamma(rowSums(M)|[[i]]+1)

Prod2 =1,

for(i in 1:dim(M)[1])

for(k in 1:dim(M)[2]) Prod2 = Prod2*gamma(MI[i,k]+1)

u = which(row.names(M) == u)

v = which(row.names(M) == v)

C = cofactor(eye(n)-M/rowSums(M), v, u)

return((Prod1/Prod2)*C)

> Whittle(Matriz, 0, 1)
80
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Suponhamos que nos seja dado a realizagao de uma Cadeia de Markov e que
se deseja estimar a matriz de probabilidades de transigdo. Uma abordagem é
encontrar as contagens de transicao e estimar as probabilidades de transigao de
uma forma 6bvia, pelo método dos momentos.

Exemplo

Este é uma situagao hipotética. Consideremos uma Cadeia de Markov com trés estados
da qual é observada a sequéncia:

2332111112213132332122223232332222213132332212213232132232
3132332223213232331232223232331222123232132123233132332121

Por simples contagem, segue-se que, a matriz do nimero de transigoes entre os estados é

4 8 10
(my)= (13 17 22,
6 26 9

onde ny y denota o nimero de transigdes observadas desde o estado x ao estado y.

Uma vez que o numero de transi¢des do estado 2 para o estado 3 é 22 e o nimero total de
transi¢oes do estado 2 € 13 + 17 + 22, uma estimativa empirica de p, , € 22/52.
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Exemplo (continuagdo)

Uma estimativa empirica para a matriz de transi¢éo seria entao

4
22
L
52
E
41

=)
Il

1)
2
i
52
26
41

10
22
22
52
9
Y

Este &, de fato, a estimativa de maxima verossimilhanga condicional de I, condi-
cionada a primeira observagao. Suponhamos, entdo, que noés queremos estimar
os d? — d parametros de uma Cadeia de Markov {C,} com d estados a partir uma
realizagdo cg,cy,--- ,cr . A funcdo de verossimilhanga condicional a primeira

observagéo é
d

x=1

d d
{ = Z Nyylogpxy | = Z&"
y=1 x=1

a qual podemos maximizar maximizando cada somando separadamente.
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Exemplo

Fazendo uso do pacote de fungdes markovchain, construimos a matriz de contagens de
transigéo utilizando o comando createSequenceMatrix, como mostrado a seguir:

>x=¢(23,3,2111112271,31,3,2,3,3,21,2,2,2,2,3,2,3,2,3,3,2,2,2,2,2,1,3,1,3,2,3,3,
2,21,2,21,3,2,3,2,1,3,2,2,3,2,313,23,3,22,2,3,21,3,2,3,23,3,12,322,2,3,2,
3,23,31,2,2,2,1,2,3,2,3,2,1,3,21,2,3,2,3,3,1,3,2,3,3,2,1,2,1)

> Matriz = createSequenceMatrix(x, sanitize=FALSE)

> Matriz
17 2 3

1T 4 8 10

2 13 17 22

3 6 26 9

As vezes o nimero de Whittle é impraticavel, como nesta situagdo. Utilizando a fungado
anterior obtemos que:

> Whittle(Matriz, u =2, v =1)
"[1"  8.462769e+44
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Exemplo (continuagédo)

A questao agora é transformar as frequéncias observadas em probabilidades, para isso
utilizamos o comando markovchainFit do qual temos por resposta uma lista com diversas
informacdes. A primeira resposta é a matriz de probabilidades de transigao estimada, a
qual pode ser obtida também digitando:

> markovchainFit(x)[[1]]
MLE Fit
A 3 - dimensional discrete Markov Chain defined by the following states: 1, 2, 3
The transition matrix (by rows) is defined as follows:
1 2 8
1 0.1818182 0.3636364 0.4545455
2 0.2500000 0.3269231 0.4230769
3 0.1463415 0.6341463 0.2195122
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Teremos ocasido de comparar a fungdo de autocorrelagdo (ACF) de um Modelo
Oculto de Markov com a de uma Cadeia Markov. Portanto, discutiremos esta ul-
tima agora. Assumimos, naturalmente, que os estados da Cadeia de Markov s@o
quantitativos e ndo meramente categoéricos. A fungdo de autocorrelagdo (ACF)
de uma Cadeia de Markov {C,} em {1,2,3,--- ,m} assumida estacionaria e irre-
dutivel, pode ser obtida da seguinte forma

p(k) = Corr(Ct, Crix)-

Exemplo

Aplicando uma mistura de distribuigcdes discretas a série de vendas de sab&do, como
mostrado, pode-se pensar em alguns estados subjacentes ndo observados que determi-
nam de qual componente da mistura extrair uma observagdo. Em um modelo de mistura
independente, esses estados ou as observagdes, respectivamente, devem ser indepen-
dentes. No entanto, esse ndo é o caso da série de vendas de sabao, como pode ser visto
na figura abaixo, que mostra a fungdo de autocorrelagéo dessa série.
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Exemplo (continuagdo)

Series: soap

h média = 5.44214876033058

o] Variancia = 15.4012036624258

Funcgéo de autocorrelagdo da série de vendas de sabao..
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Exemplo (continuagao)

A figura acima foi obtida utilizando os comandos:

> library(astsa)

> acf1(soap, max.lag = 12)

0.390.250.18 0.14 0.04 0.04 0.05-0.03 0.01 0.01-0.01-0.01
> text(8,0.5,paste("'média = ",mean(soap)))

> text(8,0.4,paste("Variancia = ",var(soap)))

A figura acima revela que as observagbes de vendas de sabao estéao significati-
vamente correlacionadas entre um a trés, indicando dependéncia serial na série.
Assim, uma mistura independente ndo é um modelo apropriado aqui, pois nao
considera todas as informagdes contidas nos dados e deve-se pensar em mod-
elos alternativos. Uma maneira de modelar séries de dados de contagem com
correlagdo serial é aplicar um Modelo Oculdo de Markov Poisson, que é um caso
especial de uma mistura dependente.
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Nos casos em que as observagdes sobre um processo com espago de estados
finito parecem nao satisfazer a propriedade de Markov, uma possibilidade que se
sugere é usar uma Cadeia de Markov de ordem superior, ou seja, um modelo {C, }
que satisfaga a seguinte generalizagdo da propriedade de Markov para alguns
1> 2.

Vamos considerar sequéncias {C,} com espago de estados S. No modelo pro-
posto, assumimos que a distribuicdo de probabilidade da sequéncia no tempo n
depende da distribuicdo de probabilidade da sequéncia notempon—1,--- ,n—m.

Definicéo

Seja {Cn} uma sequéncia de varidveis aleatérias categdricas dependentes. Diz-se que a
sequéncia satisfaz a propriedade de Markov de ordem m se
P(Cny1 = ¢py11Co =C0,C1y =cC1,-++ ,Cn =Cn) =
=P(Chi1=Ccny1|Cn—m =cx—m,Ch_mi1=Cn_my1, -+ ,Cn = Cn):
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