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Modelos Ocultos de Markov I11.1 Forward e backward BGverleaf

Como vimos na Segéo 1.3, a verossimilhanca L+ de um HMM com base nas ob-
servagdes s1, S, - - - , St pode ser escrita como pode ser escrita como

Ly = P(S1=s1,---,Sr=87) = 6B1---Bf1",
onde

Ma ot Mm pi(st) - 0

Yma1 o ot Ymm 0 Goc Pm(Sr)

Agora, lembre-se que noinicio da Se¢ao II.1introduzimos a notagao para a historia
de um HMM {S;} até o tempo t, ou seja, S). A mesma notag&o pode ser usada
para o histérico das observagdes e se obtém:

{S1,---, St}
S(t) = {817 e 7St}

@
\

} historia ate ao tempo t-
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Além disso, é possivel introduzir uma nova notagao também para a Lr. A verossi-
milhanca L pode ser reescrita como

Lt = 6By---BBiy1---Br1T = aufy  paraqualquerte {1,2,---,T},
—
ot ’?rT

onde B é definida como 87 = 17 e ag = 4. Note que tanto ax como S séo
vectores com m entradas, nomeadamente

ar = (ar(1),---a(m)) & Be=(B(1),--, B(m)),

respectivamente. No que se segue, a principal preocupagéo € a interpretagao
dos vetores ar e B.

Teorema lll.1

Seja {St,Ct : t € N} um Modelo Oculto de Markov. Entéo o vetor ot = (ew(1), - - , at(m))
contém os seguintes vetores, chamados probabilidades forward:

ar = (P(SW =s ¢ =1),--- ,P(SW = s ¢, = m))-
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0 enunciado do Teorema ll1.1 significa que cada componente a:(i),i = 1,2,--- ,m
do vector a: pode ser interpretado como a probabilidade de a histéria do HMM
até o tempo t e da Cadeia de Markov estar no estado i no tempo t. Por exemplo,
parat =10, o, (2) é a probabilidade do histérico até t = 10 e a Cadeia de Markov
estar no estado 2 quando t = 10.

O vetor
Bt = (/31(1)7 BT(2)7 T >ﬁf(i)7 T 7ﬂt(m))

pode ser interpretado de maneira similar. Ele contém as chamadas probabili-
dades de backward j:(i), onde

Bi(i) = P(St+1 = St11,St42 = Sty2,- -, St =87|Ct = i)' (1
Isso significa que 3:(i) representa uma probabilidade condicional, isto é, a proba-
bilidade das futuras observagdes s¢.1, - - - , st dado que a Cadeia de Markov esta

no estado i no momento t.
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Um método para estimar os parametros de um HMM ¢ o algoritmo Baum-Welch,
um exemplo do que mais tarde se tornou conhecido como o Algoritmo EM (Baum
et al,, 1970). Para detalhes da descri¢cdo do algoritmo EM e sua implementagéo
no contexto dos HMMs nos referimos a Baum et al. (1970) e MacDonald and
Zucchini (1997).

Originalmente, o algoritmo EM foi desenvolvido para estimar os parametros de
um modelo no caso de dados faltantes. Por exemplo, imagine a situagdo em
gue uma ou mais observagdes estdo faltando para uma certa experiéncia. Seja
Y = (Y°s; y™s) denotando todas as observacdes, Y°*° denota as observagdes
conhecidas e Y™ os valores dos dados em falta. Considere também que o de-
senho do experimento leva a supor que todas as observagdes sdo distribuidas
de acordo com uma fungéo de distribuicdo paramétrica com o parametro 6.

0 algoritmo EM lida com estes problemas da seguinte forma. Primeiramente,
um palpite inicial para o parametro tem que ser feito, denotado por 6°. Ele pode
basear-se na experiéncia ou ser uma escolha aleatéria. Entao, os dois passos
seguintes tém de ser executados alternadamente.
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Passo E

Calcular a esperanga condicional das observacdes em falta, tendo em conta os
dados observados e ', E(Y™® | Y°* ¢"), onde ' = 6° no inicio do algoritmo.
Em seguida, avaliar a log-verossimilhanga dos dados completos, substituindo as
fungdes dependendo de Y™ pelas fungdes correspondentes dependendo da es-
perancga condicional; isto produz a esperada log-verossimilhanga. Para ilustrar o
que acontece, pode-se imaginar que os valores em falta sejam substituidos por
valores estimados com base no parametro 6! assumido e das observacées Y°’
conhecidas, mesmo que isso nao seja correto do ponto de vista matematico.

Paaso M

Maximizar a esperanga da log-verossimilhanga em relagédo a . O resultado é um

aumento da esperanga da log-verossimilhanga, bem como um novo parametro
0t+1.

Os dois passos se repetem até que o aumento da log-verossimilhancga caia abaixo
de um determinado limite ou um certo nimero de repeticoes sejam levados a
cabo.
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As estimativas resultantes de 6 convergem para valores que maximizam a vero-
ssimilhan¢a do modelo. A propriedade de maior enderecamento do algoritmo EM
é que a log-verossimilhanga aumenta monotonicamente na sequéncia de itera-
¢Oes e converge para um valor estaciondrio. No entanto, a taxa de convergéncia
pode tornar-se muito lenta se faltarem muitas observagdes.

No contexto dos HMMs, os estados ndo observados ocupados pela Cadeia de
Markov sdo considerados como as observagdes em falta. Entdo, os dois passos
do algoritmo EM podem ser implementados usando as probabilidades de avanco
(forward) e recuo (backward) se solugdes fechadas estiverem disponiveis para o
passo M e os valores em falta ndo ocorrerem.

Outros métodos de estimacao:

e Maximizagao direta da verossimilhanca
e Maximizagao com restrigdes nos parametros
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Exemplo I11.2: Algoritmo EM.

Utilizamos os dados de série de vendas semanais de um produto de sabao especifico para
mostrarmos uma das formas de estimar os parametros de um modelo HMMs Poisson com
dois estados. Neste caso foi utilizada a fungdo depmix, na libraria depmixS4, para especi-
ficarmos o modelos a ser ajustado na forma de Modelo Oculto de Markov, a opgéo nstates
indica quantos estados consideramos na Cadeia de Markov oculta e com a opgao family
que o modelo seja Poisson.

> library(depmixS4)

> (modelo02 = depmix(soap ~ 1, data = dadosl, nstates = 2, family=poisson()))
Initial state probabilties model

prl pr2

0.5 0.5

Transition matrix
toS1 toS2

fromS1 0.5 0.5

fromS2 0.5 0.5

Response parameters
Resp 1 : poisson
Rel. (Intercept)
St1 0
St2 0
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Exemplo 111.2: Algoritmo EM (continuagao).

Agora utilizamos o comando fit para executar o algoritmo EM construido anteriormente
e guardado em modelo02. Posteriormente, com summary mostramos as estimativas da
matriz de probabilidades de transicao e dos parametros A\ das fungdes de probabilidade
Poisson.

> (modelo02.fit = fit(modelo02))
converged at iteration 24 with logLik: -618.4545
Convergence info: Log likelihood converged to within tol. (relative change)
log Lik. -618.4545 (df=5)
AIC: 1246.909
BIC: 1264.354
> summary (modelo02.fit)
Transition matrix
toS1 toS2
fromS1 0.911 0.089
fromS2 0.367 0.633

Response parameters
Resp 1 : poisson
Rel. (Intercept)
St1 1.391
St2 2.429
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Exemplo I11.3: Retornos

S& P 500, abreviagao de Standard & Poor’s 500, trata-se de um indice composto por qui-
nhentos ativos (acdes) cotados nas bolsas de NYSE ou NASDAQ, qualificados devido ao
seu tamanho de mercado, sua liquidez e sua representacao de grupo industrial. No Yahoo
finance, a fonte de dados, o ticker do S& P 500 é "GSPC.

Aqui ndo estamos interessados nem no valor do indice nem no seu retorno, estamos inte-
ressados na codificagéo resultante da Cadeia de Markov subjacente, ndo observada, a qual
deve indicar os periodos de alta, estavel ou baixa do mercado; caso a cadeia seja de trés
estados e alta ou baixa, caso seja de dois estados a cadeia do modelo estimado adequado
aos dados.

Leitura e apresentagdo dos dados obtidos:

> library(quantmod) ; library (mhsmm) ;library (depmixS4)

> getSymbols.yahoo("~GSPC", env=globalenv(), from="2000-02-01", to="2019-12-31",
periodicity="daily")

[1] "~GSPC"

> GSPCr = diff(log(GSPC$GSPC.Close)) [-1] # retornos aproximados

> plot (GSPCr, main="S&P 500 Retornos", type="n")

> lines(GSPCr)
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S$&P 500 Retornos 2000-02-02 1 2019-12-30

0.10 0.10

0.05 0.05
0.00 0.00
-0.05 -0.05

fev 022000  Jan 022003  jan 032006 jan 022009 jan 032012  jan 022015  jan 02 2018

Figura Ill.1: Retornos (log-retornos) do indice S&P 500.
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Exemplo 111.3: Retornos (continuagao).

> Modelo.Data = data.frame(GSPCr) # criar o arquivo de dados para o nosso modelo HMM
> HMM = depmix(GSPC.Close™1, data = Modelo.Data, nstates = 3, family=gaussian())
> HMMfit = fit(HMM, verbose = FALSE)
converged at iteration 82 with logLik: 16331.63
> summary (HMMfit)
Initial state probabilities model
prl pr2 pr3
o 1 0

Transition matrix

toS1 toS2 toS3
fromS1 0.967 0.026 0.008
fromS2 0.023 0.977 0.000
fromS3 0.033 0.000 0.967

Response parameters
Resp 1 : gaussian
Rel.(Intercept) Rel.sd

St1 0.000 0.012
St2 0.001 0.005
St3 -0.001 0.026
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Exemplo 111.3: Retornos (continuagao).

0 ajuste acontece quando executamos o comando fit e, perceba que antes do ajuste deve-
mos indicar o modelo, isto é feito com o comando depmix.

> HMM1 = depmix(GSPC.Close~1, data = Modelo.Data, nstates = 2, family=gaussian())
> HMMfitl = fit(HMM1, verbose = FALSE)
converged at iteration 43 with logLik: 16113.4
> summary (HMMfit1)
Initial state probabilities model
prl pr2
0o 1

Transition matrix

toS1 toS2
fromS1 0.974 0.026
fromS2 0.012 0.988

Response parameters
Resp 1 : gaussian
Rel. (Intercept) Rel.sd
St1 -0.001 0.019
St2 0.001 0.007
> llratio (HMM,HMM1)
log Likelihood ratio (chi~2): 0 (df=7), p=1.
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A maximizagao numérica direta da verossimilhanca tem algumas vantagens so-
bre o algoritmo EM, ndo menos importante sendo a facilidade com que o software
para um modelo especifico pode ser modificado para se adequar a modelos al-
ternativos e mais complexos. Outra vantagem é que o método lida facilmente
com observagdes ausentes. Por sua vez, isto facilita, por exemplo, a verificagdo
de outliers.

No entanto, dois grandes problemas ocorrem quando se aplica a maximizagao
numérica direta da verossimilhanca para estimar os parametros de um HMM.

e Os parametros sao limitados, ou seja, as estimativas de maxima verosimi-
Ihanga para a matriz de probabilidades de transigédo I' e a maioria dos para-
metros da distribuicao de estado dependente, por exemplo, A no caso de um
HMM Poisson, ndo é permitido tomar todos os valores nos reais.

e Ocorre subfluxo numérico, ou seja, a medida que o T aumenta a Lr torna-se
menor e pode ser arredondada a zero pelo software para o T grande.
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Restrigoes nos parametros

Como ja mencionado acima, usando a maximizagdo numeérica direta da verossi-
milhanga para a estimacao dos parametros tem de se considerar que, como a
maioria dos parametros sao restritos, € necessario realizar uma otimizagao li-
nearmente limitada ou reparametrizar o modelo para utilizar algoritmos do tipo
quase-Newton oferecidos nos software estatistico padrdo como o R (Zucchini
and MacDonald, 1998).

Subfluxo numérico

Tendo superado as restricdes dos parametros é preciso lidar com um segundo
problema, ou seja, um subfluxo numérico. A solugdo usual para o problema do
subfluxo numérico, ou seja, a maximizagédo da log-verossimilhanga em vez da
maximizagdo da verossimilhanga, ndo pode ser implementada tdo facilmente
uma vez que a verossimilhanga é um produto de matrizes. No entanto, pode-
se derivar uma férmula fechada para a log-verossimilhanga de um HMM apli-
cando um truque que, basicamente, produz um algoritmo alternativo para avaliar
a verossimilhanga recursivamente via probabilidades escalonadas para frente.
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Exemplo I11.4: Retornos (continuagéo)

Vamos utilizar o Exemplo 111.3 como exemplo da optimizagao direta da verossimilhancga.
Acontece que o comando fit, no pacote depmixS4, ajusta os modelos pelo algoritmo EM
se nao houverem restrigcdes sobre os parametros. Caso contrario, os optimizadores gerais
solnp, o padrédo (do pacote Rsolnp) ou donlp2 (do pacote Rdonlp2) s&o utilizados e lidam
com restricdes gerais de desigualdades lineares. Estes optimizadores sdo selecionados
definindo method="rsolnp’ ou method="donlp’ respectivamente.

Trés tipos de restricoes podem ser especificados nos parametros: restri¢coes fixas, restri-
¢Oes de igualdade, e restricdes gerais lineares de desigualdade. Os vectores de restrigdes
devem ser de comprimento npar(objeto), por exemplo:

> npar (HMMfit1)
[1]1 10

neste caso.

0 argumento de igualdade é utilizado para especificar restricoes de igualdade: os parame-
tros que obtém o mesmo nlmero inteiro neste vector sdo estimados como sendo iguais.
Qualquer nimero inteiro pode ser utilizado desta forma, excepto 0 e 1, que indicam paramet-
ros fixos e livres, respectivamente.
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Exemplo I11.4: Retornos (continuagéo)

Utilizando solnp ou donlp2 é executado o algoritmo Newton-Raphson para estimar os
parametros sujeitos a restrigoes lineares através da imposigao:

b/SAXXSbU¢

onde x é o vetor de parametros, b; € um vector de limites inferiores, b, € um vector de limites
superiores e A é a matriz de restrigoes.

0 argumento conrows é utilizado para especificar diretamente as linhas de A e os argumen-
tos conrows.lower e conrows.upper para especificar os limites das restricdes. conrows
deve ser uma matriz de colunas npar(objeto) e uma linha para cada restri¢gdo, um vector no
caso de uma Unica restri¢ao.

No referido exemplo fixamos a distribuigao inicial da Cadeia de Markov como 0.5 para cada

estado. Os parametros da matriz de probabilidades de transi¢cao foram considerados livres
e os parametros da distribuicdo normal foram considerados fixos.
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Exemplo I11.4: Retornos (continuag&o)

parametros = c(unlist(getpars(HMMfit1))); parametros[1] = parametros[2] = 0.5
HMM2 = setpars(HMMfitl,parametros)

fixos = c(TRUE,TRUE,rep(FALSE,4) ,rep(TRUE,4))

HMMfit2 = fit(HMM2, fixed=fixos, method=’rsolnp’)

Iter: 1 fn: -16113.6081 Pars: 0.98831 0.01169 0.02590 0.97410
solnp--> Completed in 1 iterations

> summary (HMMfit2)

Initial state probabilities model

prl pr2

0.5 0.5

Transition matrix

toS1 toS2
fromS1 0.988 0.012
fromS2 0.026 0.974

Response parameters

Resp 1 : gaussian
Rel.(Intercept) Rel.sd

St1 0.001 0.007

St2 -0.001 0.019

© Fernando Lucambio 18



Modelos Ocultos de Markov lil.4 Erros padrio BGverleaf

Com o conhecimento das segdes anteriores, as estimativas dos parémetros 0=
(T, \) podem ser obtidas maximizando a verossimilhanca dos dados fornecidos,
observe que a definigdo de © implica que se esta lidando com um HMM Pois-
son. Para outros modelos o vetor A, na definicdo de © tem que ser substituido
pelo vetor de parametros apropriado. A precisdo das estimativas ndo pode ser
calculada facilmente, apenas alguns resultados assintoticos estéo disponiveis.
Sob certas condigdes, © é consistente e assintoticamente normal, para detalhes
ver MacDonald and Zucchini (1997). Contudo, para aplicagdes préticas, os resul-
tados levam a alguns problemas.

e A amostra é geralmente de tamanho finito T, portanto a intensidade do com-
portamento assintotico torna-se um aspecto importante.

e Assumindo a normalidade, como pode ser calculado o erro padrao SE(©)?

e As entradas de © estdo correlacionadas. Portanto, a interpretacdo ndo é
trivial uma vez que os parametros estao ligados. Este problema, também
ocorrendo em outros contextos, leva ao fato de que as declaragées podem
ser feitas para os erros padrdo dos parametros individuais, separadamente,
enquanto o erro de todo o modelo, que é mais interessante, ndo pode ser
calculado diretamente.
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Uma solug@o possivel para os problemas acima mencionados é o uso do método
paramétrico bootstrap.

0 bootstrap paramétrico assume que o modelo ajustado com os parametros esti-
mados © € o verdadeiro modelo dos dados. Entéo, a fim de obter as propriedades
distribucionais de © os seguintes passos sdo repetidos parab € {1,2,--- ,B}.

Gerar uma nova amostra b de observagdes de comprimento T a partir do modelo
ajustado com parametros ©, normalmente, 0 comprimento deve ser 0 mesmo
que o numero de observacdes originais. Esta amostra é chamada de amostra de
bootstrap b.

Estimar o vector dos parametros é[,‘ para a amostra bootstrap b.

Este procedimento que produz (:)1* Sy ég, Bvectores de estimativas dos parame-
tros e portanto uma distribuicdo empirica das estimativas dos parametros ©.
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bootstrap sample 1
N
e
original sample bootstrap sample 2 histogram of #
¥ model - .
5 A ‘. o e A,

bootstrap sample B

a

Figura I11.2: Bootstrap paramétrico.
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Exemplo I11.4: Bootstrap.

Utilizando os dados e resultados do Exemplo IIl.2, mostramos como implementar as esti-
mativas bootstrap nesta situagao.

## -- modelo -- ##
modelo = modelo02.fit
## -- MLEs -- ##
para.mle = as.vector(getpars(modelo) [-(1:modelo@nstates)])
## -- Bootstrap -- ##
set.seed(666); n.obs = length(soap); n.boot = 10
para.star = matrix(NA, nrow = n.boot, ncol = (modelo@npars-modelo@nstates))
n.param = (modelo@nstates)"2
respst = para.mle[(n.param+1): (modelo@npars-modelo@nstates)];
trst = para.mle[1:(n.param)]

V VV VYV VYVVYV

\2

for(nb in 1:n.boot){

mod = simulate(modelo02)
y.star = as.vector (mod@response[[1]][[1]]@Qy)
dfy = data.frame(y.star)
mod.star = depmix(y.star~1, data = dfy, respst = respst, trst = trst,

nst = modelo@nstates, family = poisson())

fm.star = fit(mod.star, emcontrol = em.control(tol = le-5), verbose = FALSE)
para.star[nb,] = as.vector(getpars(fm.star) [-(1:modelo@nstates)])
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Exemplo Il1.4: (continuagéo).

Utilizando os dados e resultados do Exemplo IIl.2, mostramos como implementar as esti-
mativas bootstrap nesta situacao.

> permu = matrix(c(0,1,1,0), 2,2)
> SE = sqrt(apply(para.star, 2, var) + (apply(para.star, 2, mean)-para.mle)"2)
> (SE.mtrans.mle = permu¥*jround(t(matrix(SE[1:4],2,2)),3)%*)permu)
[,11 [,2]
[1,]1 0.025 0.025
[2,]1 0.071 0.071
> (SE.norms.mle = round(matrix(SE[5:6], 1,2), 3)%*)permu)
[,11 [,2]
[1,] 1.388 2.572

Observe que, para melhor visualizagdo, B = 10 neste caso, ou seja, 0 nimero de réplicas
bootstraps é 10 um valor pequeno, em situagdes praticas costuma-se utilizar 100, 500 ou
mais réplicas Monte Carlo. O resultado deste exercicio indica que o desvio padrao dos
parametros da matriz de probabilidades de transicdo é 0.025 na primeira linha e 0.071 na
segunda linha. Os desvios padrdo dos coeficientes da distribuicdo Poisson sdo 1.388 e
2.572, respectivamente.
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