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Modelos Ocultos de Markov V.1 Distribui¢ao condicional BGverleaf

Parte IV Previsao e decodificacgao.

Como mencionado, uma caracteristica atraente dos HMMs é que as distribui¢coes
condicionais e as distribui¢cdes de previsdo estdo disponiveis. Isso torna mais fa-
cil, por exemplo, verificar se hé outliers ou fazer previsées por intervalos. Aqui,
primeiro mostramos como calcular as distribuigdes condicionais de um HMM
(Segdo IV.1). Entdo, com base na férmula para a distribuigdo condicional, deriva-
mos a distribuicdo das previsdes de um HMM (Secéo IV.2). Finalmente, na Gltima
segdo (Segdo IV.3), demonstramos como se podem obter informagdes sobre os
estados ocultos da Cadeia de Markov subjacente, dado o valor de HMM. Esta
inferéncia é chamada decodificacao.

Parte V. Selegao e validagao de modelos.

Na Secgédo IV.3, mencionamos a tarefa de selecionar um HMM apropriado para
uma série de observagdes e também a tarefa de verificar o ajuste do modelo
selecionado. Neste capitulo, apresentaremos, na Segédo V.1, uma introdugéo a
selecdao de modelos nos HMMs e ao respectivo diagndstico de modelos usando
pseudo-residuos, isso na Segéo V.2.
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Utilizando a verossimilhanga de um HMM tal como previsto na Segdo I1.3 e a
definigdo das probabilidades para a frente e para tras (ver Segéo Ill.1), é possivel
obter uma férmula para a distribuicdo de S; condicionada as outras observagdes
do HMM.

Primeiro, é preciso introduzir uma nova notagao:

S(_U) = {S'I 7Su717SU+17'“ ’ST}7
S(fu) = {317 ©rr,Su—1, Sy, 7ST}.

Isto significa que S" e s denotam as sequéncias das variaveis aleatérias S; e as
observagdes, respectivamente, com S, e s, excluidos. Entdo, parau = 1,2,,T a
distribuicao condicional de S, dadas todas as outras observagdes é dada por

ayl P(s)B)

PSs =58 =) = T
u—1 u
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Figura IV.1: Distribui¢do condicional de S, parau € {91,--- ,119}.
Figura retirada do livro Zucchini & MacDonald (2009).
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A idéia da previsao é calcular a probabilidade de certas observagbes ocorrerem
no futuro. Ou seja, alguém estd interessado na derivagédo da fungéo de proba-
bilidade condicional de S;,5, dado S = s, em que h é chamado horizonte de
previséao.
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Figura IV.2: Previsao da distribuicdo de um HMM.
Figura retirada do livro Zucchini & MacDonald (2009).
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Como a distribuigdo da previsdo P({St» = s|S(" = s(}) de um HMM é um
caso especial de uma distribuigado condicional, ela pode ser calculada de maneira
semelhante & distribuicdo condicional P(S, = s|S(™% = s(-¥) derivada na
secao anterior:

P({Srsn = 5,8 =sN})
P({SM = sM})
6B1---BrT"P(s)1”
6By ---Br1T
arMP(s)1"

=
OéT1

P({Sren=5]8M =sM}) =

Pode-se mostrar que, a medida que o horizonte de previsdo h aumenta, a dis-
tribuicdo da previsao converge para a distribuicao estacionaria do HMM, ou seja,

lim P({St:n = |87 =s}) = P(s)1"-
h— oo
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Normalmente, a distribuicdo das previsdes se aproxima da distribuigéo estacio-
ndria relativamente rapido. Por exemplo, considere as distribuicdes das previsdes
do HMM Poisson de trés estados da série de vendas de sabdo parah = 1,,6,
isto é, t = 243,,248, mostrados na Figura IV, também retirada do livro Zucchini
& MacDonald (2009).
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Figura IV.3: DistribuicOes das previsoes, série de vendas de sabéo.

© Fernando Lucambio 7



Modelos Ocultos de Markov V.3 Decodificagio Gverleaf

Uma questao muito natural surge no contexto de muitas aplicagdes, por exemplo,
todos os tipos de reconhecimento, quais sa@o, considerando o HMM estimado, os
estados mais provaveis da Cadeia de Markov subjacente?

Por exemplo, no campo do reconhecimento de fala onde os HMMs foram aplica-
dos pela primeira vez, os estados subjacentes da Cadeia de Markov representam
as silabas das palavras que devem ser reconhecidas, enquanto as observagoes
sdo palavras faladas e barulhos. Portanto, a matriz de probabilidades de tran-
sicdo pode ser gerada analisando palavras, por exemplo, de um dicionario e con-
tando a aparéncia de certas sequéncias de silabas. Em seguida, as observagoes
ruidosas devem ser analisadas e uma sequéncia adequada de estados da Cadeia
de Markov, ou seja, uma sequéncia de silabas e, portanto, de palavras, devem ser
encontradas.

Esse tipo de investigacdo de um HMM é chamado de decodificagdo. Distingue-
se entre decodificagdo local que determina o estado mais provavel no tempo t,
independente dos outros tempos, e decodificagéo global que deriva a sequéncia
mais provavel de estados. Esses dois serdo descritos nas se¢des a seguir.
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Reconsidere as probabilidades de avango (forward) e retrocesso (backward), c
e /3, conforme definidas na Segéo Ill.1. Para a derivagao do estado mais provavel
da Cadeia de Markov no momento t, a seguinte declaragao sobre essas probabil-
idades é muito util:

ar(i)Be(i) = P((ST7 = sV, Ccr = i)

Este resultado pode ser interpretado da seguinte maneira. «:(i)G:(i) € a proba-
bilidade conjunta das observagdes S{7) = s(7) e a Cadeia de Markov C; estar no
estado i no momento t. Portanto, a distribuicdo condicional de C;, dadas as ob-
servagdes, P({C; = i| SV = s("}), pode ser obtida como

CtZ .,S(T) = M o i i i
P({Ci=i|s" =s}) = P({P({S(IT) :smi) D (IL)f =

Aqui, o Lt pode ser calculado usando o algoritmo de dimensionamento apresen-
tado na Segdo I11.3. No entanto, para impedir o subfluxo numérico na avaliagdo
do termo (i) 3:(i), € necessario definir um novo algoritmo de escala para o cal-
culo do 5:(i). Isso pode, por exemplo, ser alcangado usando os mesmos fatores
de escala obtidos para o a4(i) no algoritmo da Segéo I11.3.
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Assim, para cada vez que t € {1,---, T} pode-se determinar toda a distribuicdo
do estado C;, dado o HMM observado. Por exemplo, no caso de dois estados, um
tem
1)6:(1)
P({C=1]8M =sM}) = o :
o D)
P({C, = 2SN = g(My) — l&)pls)
({C=2|s™ =57} E
C; o P(Cei | szsm]
1 T
C 5 N - . &:'CT
ke S

Figura IV.: Decodificacao local para um HMM.
Figura retirada do livro Zucchini & MacDonald (2009).
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Em muitas aplicacdes, especialmente em todos os campos de reconhecimento,
ndo estamos interessados pelo estado mais provavel para um tempo separado t,
conforme fornecido pela decodificagdo local, mas pela sequéncia mais provavel
de estados ocultos. Isso significa que, em vez de maximizar o valor da probabi-
lidade condicional de um estado, P({C; = i| S = s()}), tenta-se determinar a
sequéncia de estados (ij, - - - ,i7) que maximiza a probabilidade condicional

Giooe o) argmax  P({Ci =1, ,Cr=ir|ST =sM})

(i i€ e i

ou de forma equivalente e mais conveniente, a probabilidade conjunta

(i, ,i%) = argmax  P({Ci =i, ,Cr =ir, ST =sN})

(i, i) e{1,-- ,m}

- argmax }(51‘1 ’yi1>t2 s ’7’T71"T)(p"1 (31) e ’pr (ST)) :

(i, iE)e{1, - m

© Fernando Lucambio 1



Modelos Ocultos de Markov V.3 Decodificagio Gverleaf

Um método de programagao dinamica eficiente que pode ser aplicado no con-
texto dos HMMs é o algoritmo de Viterbi. Para aplicar esse algoritmo, precisamos
definir uma varidvel auxiliar v (i):

u(i) = max P({Ci=1i1,---,Ciq = ir_1,Ce = i, S = s0}),

L PR . |

te {2,---,T}, onde 1¢(1) é dado por v:(1) = P(C1 = i,$1 = s1).

Isto significa que (i) é a verossimilhanca da distribuicdo conjunta das obser-
vacdes S = s, a sequéncia de estados C; = iy,--- ,Ci_1 = it_q e 0 estado
C: = i, maximizado em todas as sequéncias de estados possiveis i, - - ,it_1.
Pode-se demonstrar que as probabilidades 11(i) satisfazem a seguinte recursdo
parate {2,---, T —1}:

1

via(f) = [max(u.t(i)w,-,j)} (Pj(3t+1))'
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Esta recursao fornece um meio eficiente de calcular a matriz T x m dos valores
n(@),t=1---,T,j =1,--- ,m. A sequéncia necessaria de estados i, - ,iT
pode entéo ser determinada recursivamente a partir de

it = argmax vr(i)
i€{1,--,m}

it = argmaxu(i)y, . , t=T-1,---,1
i€{1,--,m} A

Finalmente, gostariamos de nos referir a Figura IV.1 novamente, onde as cores de
fundo das distribui¢gdes condicionais indicam os estados subjacentes da Cadeia
de Markov. Esses estados foram calculados usando o algoritmo Viterbi, ou seja,
fazem parte da sequéncia de estados mais provavel.
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Figura IV.5: Série de vendas semanais de um produto de sabdo especifico e
estados estimados. Probabilidades de suavizagdo. Histograma dos dados com
as duas densidades estimadas sobrepostas (linhas sélidas).
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Um problema que surge naturalmente ao trabalhar com HMMs é o de selecionar
um modelo apropriado, isto é, de escolher o nimero apropriado de estados m.
Como os resultados assintéticos acerca da ordem m de um HMM ainda néo sao
claros veja, por exemplo, Rydén (1995), é necessario especificar um critério para
a comparagao de modelos.

A escolha da discrepancia de Kullback-Leibler leva ao chamado critério de infor-
macéao de Akaike (AIC), que pode ser calculado da seguinte forma:

AIC = —2log(L) + 2p,

onde log(L) é alog-verossimilhanga do modelo ajustado e p representa o nimero
de parametros do modelo. O primeiro termo é uma medida de ajuste, diminui com
o aumento do numero de estados m. O segundo termo é um termo de penalidade,
aumenta com o aumento de m. O AIC é a escolha candnica para comparagao
de modelos. Para uma introdugdo mais detalhada ao AIC e sua derivagao, ver
Zucchini (2000).

A idéia da segunda abordagem da selegcao de modelos, a abordagem bayesiana,
é selecionar a familia estimada com maior probabilidade de ser verdadeira.

© Fernando Lucambio 15



Modelos Ocultos de Markov V.1 Selegio de modelos BGverleaf

Essa abordagem resulta no Critério de Informagéo Bayesiano (BIC), que tem um
termo de penalidade ligeiramente modificado em comparagdo com o AlC:

BIC = —2log(L) + plog(T),
onde log(L) e p sdo como para o AIC e T é o numero de observagdes.
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~ ° BIC
] .
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Figura V.1: Critérios de selegdo de modelos AIC e BIC, série de vendas de sabao.
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Observemos que: modelo HMM Poisson m = 3 estados, AIC =1239 e BIC = 1270,
enquanto que para o modelo HMM Poisson m = 4 estados, AIC = 1240 e BIC =
1296.

De acordo com a AIC, o modelo com m = 3 é o mais apropriado, enquanto a BIC
seleciona o modelo de dois estados. Assim, o modelo selecionado depende da
abordagem de sele¢do de modelos que se deseja seguir.

Suponha que se considere a AIC como critério de selegéo, ou seja, escolhemos o
modelo de trés estados. As respectivas estimativas de parametros sdo forneci-
das por:

- 0.86 0.12 0.02
= (044 054 002],

0.00 030 0.70

(0.72 022 0.06)
(374 8.44 14.93)

>) o)

As distribui¢cdes do estado dependentes componentes desse modelo, juntamente
com as distribuicdes marginais, séo ilustradas na Figura V.2.
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Figura V.2: Distribuigoes do estado dependentes componentes do modelo HMM
Poisson m = 3 estados nos trés primeiros gréficos, de esquerda para direita.
Ultimo mostrando as distribuicdes marginais. Dados da série de vendas de
sabdo.
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Na secgdo anterior, consideramos dois critérios para a selecdo de modelos nos
HMMs. Esses critérios fornecem uma regra de decisdo para selecionar o melhor
de varios modelos ajustados, no entanto, eles ndo garantem que o modelo sele-
cionado seja realmente apropriado. Portanto, ainda é preciso avaliar o ajuste do
modelo escolhido.

Em geral, os residuos sdo uma ferramenta popular para avaliar o ajuste de um
modelo. No caso ideal, eles séo distribuidos de forma independente e idéntica.
Além disso, é de grande vantagem se, no caso de um modelo valido, eles forem
distribuidos U(0; 1) ou N(0; 1), independentemente do modelo ajustado.

Por exemplo, para procurar outliers ou verificar estruturas e dependéncia especi-
ficas, pode-se desenhar um grafico do indice dos residuos ou plota-los na var-
iavel dependente ou covaridveis. Caso certos padrdes ocorram, o modelo deve
ser revisado e melhorado, por exemplo, adicionando termos quadraticos ou cubi-
cos ou mesmo novas covariaveis. Outra possibilidade é testar as premissas dis-
tribucionais usando histogramas ou graficos qq dos residuos. Algumas dessas
parcelas residuais sao ilustradas na Figura V.4.

© Fernando Lucambio 19



Modelos Ocultos de Markov V.2 Validagio de modelos BGverleaf

indexplot plot agains y histogram qq-plot
= utiier &
+
. e o . H
Gt e v . H
e et AL Ve et ST 5
LRI - L O
ARSI ™ AN :
» - % raty
. L 1
-
& enrescy quantiies

Figura V.4: Graficos de residuos.

0 conceito de pseudo-residuos, que se baseia no conceito de p-valores, satisfaz
as propriedades desejadas dos residuos delineadas no inicio desta secéo pelo
menos aproximadamente, pelo que é um meio adequado para avaliar o ajuste
de um modelo. Os pseudo-residuos podem ser definidos para quase todos os
modelos e, caso o modelo seja valido, sdo distribuidos de forma independente e
idéntica de forma uniforme ou normal.
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Para a construgao de pseudo-residuos consideramos o seguinte teorema: Que
X seja uma variavel aleatéria com fungédo de distribuigdo F. Entdo, U = F(X) é
uniformemente distribuida no intervalo (0; 1), ou seja:

U = F(X) ~ U(0,1)-

Com base neste teorema, uma primeira versao do pseudo-residuo de uma obser-
vagao x; de uma variavel aleatéria continua X; pode ser definida como a probabil-
idade de obter uma observacao inferior a x; no modelo ajustado:

U = P(X,' < X,') = F(X,’)~

Dada a validade do modelo ajustado este tipo de pseudo-residuo é distribuido
U(0; 1), com residuos para observagdes extremas proximas de 0 ou 1 (Zucchini e
MacDonald, 1999). A construgdo do chamado pseudo-residuo uniforme ilustra-
se na Figura V.5.
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Figura V.5: Construcéo de pseudo-residuos uniformemente distribuidos.

Assim, utilizando o conceito de pseudo-residuos uniformes, observagdes de dife-
rentes distribuicdes podem ser comparadas. Suponha ter observagdes x4, - - - , Xn
e um modelo X; ~ Fj, isto &, cada x; tem a sua propria funcédo de distribuigao e
portanto os valores x; ndo podem ser comparados diretamente. No entanto, o
conceito de pseudo-residuos pode ser utilizado para gerar pseudo-residuos u;
que, no caso do modelo estar correto, sdo independentes e identicamente dis-
tribuidos U(0; 1) e, portanto, podem ser comparados.
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Figura V.6: Graficos de diagndstico para pseudo-residuos uniformes.

Se o histograma e o gréafico qg-plot dos pseudo-residuos uniformes ui ndo pare-
cerem como deveriam, pode-se deduzir que os residuos nao sao distribuidos
uniformemente e, portanto, o modelo ndo é valido. Certamente, o conceito de
pseudo-residuos uniformes é muito util, no entanto, pode levar a problemas na
identificagdo externa. Por exemplo, considere o grafico de indice fornecido na
Figura V.6 e observe os valores préximos a 0 ou 1. E dificil ver se um valor é
muito improvavel ou ndo. Como um valor de 0.999 é dificil de distinguir de um
valor de 0.97, o gréfico de indice é quase inttil para uma analise visual rdpida.
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