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Estatistica ndo paramétrica
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Sejam Xj, X, .-+, X, variaveis aleatorias independentes identi-
camente distribuidas com distribuicdo comum L(X) e seja P a
classe de todas as possiveis distribuicoes de X que consiste de
todas as distribuigées absolutamente continuas ou discretas.

Definicao:

A estatistica T(X) é suficiente para a familia de distribuicdes P
se a distribui¢édo condicional de X|T = t é a mesma, seja qual for
a fungao de distribuigéo F € P.
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Exemplo:
Sejam Xj,Xp,---, X, varidveis aleatérias independentes igual-
mente distribuidas com distribuicao absolutamente continua e
seja T = (X(1y, -+ ,X(n)) @ estatistica de ordem. Entao
fxIT=t) = !
(Xl - ) - mu

e vemos que T é uma estatistica suficiente para a familia das
distribuicdes absolutamente continuas.

v

Defini¢ao:

A familia de distribuigbes P é completa se somente a fungao
zero for o estimador ndo viesado de 0, isto &, Ef (h(X)) = 0,
para todo F € P implica que h(X) = 0.

v
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Teorema:

A estatistica de ordem (X(yy,---,X(n)) € uma estatistica sufi-
ciente e completa desde que a amostra X, X5, - - - , X, seja com-
posta de variaveis aleatdrias independentes identicamente dis-
tribuidas do tipo discreta ou continua.

Definicao:

Diz-se que uma fungéo real g(F) é estimavel se tiver um esti-
mador ndo viciado, isto é, se existe uma estatistica T(X) tal que

EF(T(X)) = 9(F),

paratodo F € P.
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Exemplo:

Se P é a classe de todas as distribuicbes para as quais o se-
gundo momento existe, X é um estimador néo viciado de p(F), a
média da populagao. Similarmente

p2(F) = Varg(X),

é também estimavel e um estimador n&o viciado é
.I n
2 _ Y2
§ = 3 > (Xi=X)
i=1
Da mesma forma, X — Y é um estimador n&o viciado de E(X) —

E(Y), :
T(X1, -+, Xp) = E{numero de X > c}

€ um estimador n&o viciado de P:(X > c) e assim por diante.

v

istica ndo paramétrica Fernando Lucambio



Estatistica ndo paramétrica

[e]e]e]e] Jelele)

Definicao:

O grau m, m > 1, de um parametro estimavel g(F) é o menor
tamanho de amostra para o qual o parametro é estimavel, ou
seja, € 0 menor n para o qual existe um estimador nao viciado
T(Xq,---,Xn) com

EF(T(X)) = g(F).

paratodo F € P.

Exemplo:

O pardmetro g(F) = Pe(X > c), c conhecida, tém grau 1. Tam-
bém u(F) é estimavel com grau 1 assumindo que existe ao
menos um F € P tal que u(F) # 0. up(F) é estimavel com
grau 2, ou seja, ao menos duas observagdes sao necessarias.
De maneira similar, 2(F) tém grau 2.

v
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Definicao:

Um estimador nao viciado de algum parametro baseado no
tamanho minimo de amostra, ou seja, com amostra igual ao grau
m é chamado de kernel.

Exemplo:

Seja Xy, - - - , Xp uma amostra aleatdria com distribuicao F. Entao
X; € o kernel de u(F); XiX;, i # j, € o kernel de ;%(F) e cada

T(X”X/):XIZ_X’X]’ i:17"'7na I?éja

é kernel de po(F).
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Teorema:
Existe um kernel simétrico para cada parametro estimavel. J

Demonstragao
Seja T(Xj,- -+, Xm) um kernel para g(F). Também é

1
Ts(X1,---  Xm) = — D> T(Xi,, Xi, -+, Xi,)
m! 5

um kernel para g(F), onde a soma P acontece sobre todas as
m! permutagdes de {1,2,--- ,m}.
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Exemplo:
Seja Xq,- -+, X, uma amostra aleatéria com distribuicdo F. Um
kernel simétrico para pu,(F) é

Ts06.X) = 3(T06X) + (X X))
(XF = XiX;) + 5 (XF = X;X)

2
(Xi —X;)",

Nl= Nl= N=

parai=1,--- ,nei+#j.
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Definicao:

Seja g(F) um parametro estimavel de grau m e X1, X2, , Xp
uma amostra aleatéria de F de tamanho n, n > m. Correspon-
dendo a qualquer kernel T(Xy,---,Xp,) de g(F), definimos a U-
estatistica para a amostra como

U(X'|7X2a ’ =

Z I-|7 Iz,"' 7Xim)7
C

onde o indice da soma C percorre todas as () permutagdes de
m inteiros (i1,l, -+ ,im) escolhidos de {1,2,--- ,n} e Ts € um
kernel simétrico, como definido na demonstragdo do Teorema
anterior.

n
m
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Claramente, a U-estatistica definida é simétrica nos X e
para todo F.

Exemplo:
Seja Xq,--- , X, ~ F. Para estimarmos u(F) a U-estatistica é
dada por

_I n
U(Xq,X2,--+ , Xn) = EZX"'
P

Para estimarmos p»(F), um kernel simétrico é

1

2
= 5 (X = Xp)",

Ts(Xi, Xi,)

paraip =1,2,---,n, iy # iy.

V.
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Exemplo (continuagéo)
A correspondente U-estatistica é

1 1 2
U(X17X27 te ,Xn) = m (Xi1 - Xiz)

g) i1<ip 2
1 < =\ 2
> (X=Xt =8
i=1

I

De maneira similar, para estimarmos py(F) = Varg(X),, o kernel
simétrico é Ts(Xj,, X;,) = X;,X;, e a correspondente U-estatistica

é
o = et S

i<j 1751
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Para estimarmos #3(F), ou seja, o cubo da esperanga popula-
cional, um kernel simétrico seria Ts(Xj,, X,, Xi,) = X;,X;,Xi,. Ob-
serve que

To(Xi, X0 Xi) = XiXiXi,

[EREAI /3]

Ts(Xi, Xi, X)) = X XiXi, = Xi.Xi,Xi,

[LREAN LB

TS (Xi3 bl Xiz 9 Xi1 ) = Xi3Xi1 Xi1 = Xi1Xi2Xi3 ’
Sendo que a U-estatistica é

( ) > XXXy = (n ~ Z XiXiXk:

i<j<k l;éj;ék

0 seguinte resultado mostra a importancia da U-estatistica.
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Teorema:

Seja P a classe de todas as distribuicdes absolutamente con-
tinuas ou discretas. Qualquer fungao estimavel g(F), F € P,
tem um estimador Unico que é nao viciado, simétrico nas ob-
servagoes e uniformemente de variancia minima entre todos os
estimadores nao viciados.

Teorema:

Seja T(Xq,---,Xn) um estimador néo viciado para g(F), F € P.
A correspondente U-estatistica é essencialmente o Unico esti-
mador ndo viciado uniformemente de minima variancia.
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De acordo com os teoremas anteriores precisamos apenas con-
siderar estimadores que sejam simétricos nas observacgoes e
tudo o que devemos fazer é torna-las nao viciados.

Este procedimento leva a um estimador nao viciado com a menor
variancia na classe de todos os estimadores nao viciados do
parametro.

Por exemplo, como consequéncia destes teoremas, X e S2 sdo
os Unicos estimadores nao viciados uniformemente de variancia
minima de u(F) e uy(F), respectivamente.
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Exemplo:
Seja P a classe de todas as distribuicdes absolutamente con-
tinuas e X7, X3, -, X, uma amostra aleatéria de tamanho n.

Para estimarmos
9(F) = Pe(Xq1 >c),

onde ¢ é uma constante fixa, definimos

{1, X,'>C,

Yi = 0, Xj<c

n
Considere agora T(Ys,Y2,--+,Yn) = ) _a;¥j, como um esti-
i=1
mador de g(F). Para encontrar o estimador ndo viciado de min-
ima variancia de g simetrizamos T nos Yy, Yo, .-+, Yy.
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Exemplo (continuagao):

n

Isso acontece se a; = o, Vie T(Y) = a) Y. Para T ser ndo
i=1

viciado, temos que

EF(T) = oaiZ;:EF(Y,-) = ang(F) = g(F), se a= %

Ty, . . . - -
Portanto, _ ) Yié oestimador n&o viciado de minima variancia;
P
também
_9gm(-g(F) _ T

Varg(T) p

N
)
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Seja P a classe de todas as distribuicdes absolutamente con-
tinuas nareta real. Sejam F, G € P e definamos a fungao distan-
cia A(F, G) como segue:

a¢.6) = [ (Fo) - 600)" 0 E g

—o0
Esta funcao satisfaz as seguintes propriedades:
» A(F,G) =0 se, e somente se, F = G.
» A(F,G) = A(G,F).
» A(F,G) > 0.
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Exemplo:

Encontremos um estimador nao viciado de minima variancia
para A(F, G). Sejam X1, X2, - - - , Xm uma amostra aleatériade F e
Y1, Y2, .-+, Y, uma amostra aleatéria de G, independentes. Con-
sideramos que F, G € P. Primeiro mostramos que

g(F.6) = P({max(X1,X2) < min(¥1,Y2)} U
{ max(Yy, Y2) < min(X1,X2)}> = 1+ 2A(F,6)-

Temos que

g(F.G) = P({max(X1,X2)<min(Y1,Y2)})
+P({ max(Y1, Ya) < min(X1,X2)}>-
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ndo paramétrica -estatistica Exemplos
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Exemplo (continuagao):
Para utilizarmos os teoremas acima, vamos definir

1, se max(Xq,X2) < min(Yq,Ys) ouse
SO(X'hXZ? Y17 YZ) = max(Y1, Yz) < min(X17X2)

0, caso contrario

Entdo (X7, X2, Y7,Y2) € um estimador néo viciado de g(F,G) e
de fato é um kernel de g(F, G).
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Exemplo (continuagao):
A U-estatistica correspondente, portanto, deve ser o estimador
nao viciado de minima variancia. Nos temos

UX,Y) = D> X Xiy Yigs Yi)s
(z)(z)

i1<lp ky<ko

de maneira que U é o estimador nao viciado de minima varian-
cia de g(F, G) assim como o estimador ndo viciado de minima
variancia de A(F,G) é

O\\—\

AF.G) = 1 SUX.Y) -
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Exemplo:
Seja P a classe de todas as fungdes de distribuicao absoluta-
mente continuas na reta real e X1,X2,--- . Xm e Y1,Y2,---, Yy

duas amostras aleatdrias independentes de F e G, respectiva-
mente, com F, G € P. Queremos estimar

o(F,G) = P(X < Y).

Com esse objetivo, vamos definir

o 1, X,'<Yj
T 07 XIZY]

paracadaparX;,Y;,i=12,--- mej=1,2,---,n.
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Exemplo (continuagéo):

m n

Entdo )  Z; € o nimero de vezes que X < Yje Y~ Z; é o niimero
= j=1

de vezes que X; < Y.

Mann and Whitney (1947) sugeriram utilizar o estimador -2,
onde
m n
u=> >z
i=1 j=1
e
E(U) = mnE(Z;) = mnP(X <)
Entéo U
p(F,G) = —
pF.G) =

€ nao viciado para p.

v
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