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Suponha temos um conjunto de dados completo com I linhas e
J colunas, com uma entrada em cada uma das / x J células. Sob
a hipétese nula de populagées idénticas, os dados podem ser
considerados como uma Unica amostra aleatéria de tamanho IJ
da populagdo comum.

O paralelo a este problema na estatistica classica é a Andlise
Variancia. Vamos estudar alguns procedimentos analogos nao
paramétricos a Andlise de Variancia tudo paralelo, no sentido de
que os dados sdo apresentados na mesma forma.

Vamos primeiro revisar as técnicas da Analise de Variancia, abor-
dagem para testar a hipotese nula de que os efeitos sao todos
o mesmo. O modelo é geralmente escrito

Xi=p+Bi+06+e, parai=12,---,1ej=12. .., J
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Os termos f; e ; s&o os efeitos por fila e columa, respectiva-
mente. No modelo tedrico, os erros ¢; sdo variaveis aleatorias
independentes, normalmente distribuidas com média zero e va-
ridncia o2. A estatistica de teste para a hipétese nula de efeitos
de coluna iguais ou, equivalentemente,

Ho: 61 =06 ="---=0,,

é arelagao o
(1= 1) (X = X)?
Sicr (X — Xi = X+ X)?

I J
X,-::IJZXU‘, XjZ;Zle e X:[:IJZZX’"'
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Se todas as suposigdes do modelo forem atendidas, esta es-
tatistica de teste tem distribuigdo F-Fisher com graus de liber-
dadeJ—1e(I-T)(J-1).

Os dois primeiros paralelos deste desenho que consideraremos
sdo os problemas de k-amostras relacionadas e o de k-amostras
combinadas. A correspondéncia pode surgir de duas maneiras
diferentes, mas ambas sao de certa forma andlogas aos mode-
los de blocos randomizados.

0 esquema de agrupamento em blocos é importante, uma vez
que o propésito de tal projeto € minimizar as diferengas entre
as unidades no mesmo bloco. Dividindo o campo em [ blocos,
os graficos dentro de cada bloco podem ser mantidos préximos.
Quaisquer diferengas entre parcelas dentro do mesmo bloco po-
dem ser atribuidas a diferencas entre os tratamentos e o efeito
de bloco pode ser eliminado da estimativa do erro experimental.
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Sob a hipétese de populagdes idénticas, temos uma tnica amos-
tra aleatdria de tamanho ZL n; = N da populagdo comum. A
mediana geral § das amostras agrupadas é uma estimativa da
mediana dessa populagdo comum. Portanto, uma observacao
de qualquer uma das k amostras é tao provavel que seja acima
de 6 como abaixo dela.

O conjunto de N observagdes apoiara a hipétese nula se, para
cada uma das k amostras, cerca de metade das observagdes
nessa amostra forem inferiores a mediana da grande amostra.
Um teste baseado neste critério é atribuido a Mood (1950) e
Brown Mood (1948, 1951).
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Como no caso de duas amostras, a mediana geral ¢ sera definida
como a observagéo de classificagao (N +1)/2 na amostra orde-
nada agrupada se N for impar e qualquer nimero entre as duas
observacdes com postos N/2 e (N + 2)/2 se N for par.

Entdo, para cada amostra separadamente, as observag¢des sdo
dicotomizadas de acordo como sdo menores que 4 ou nao. De-
fina a varidvel aleatdria U; como o nimero de observagdes na
amostra i que sdo menores que ¢ e sejat o numero total de ob-
servagdes que sao menores que o.

Entdo, pela defini¢cdo de §, temos

t — i”' _ N/2 caso N seja par
"7 | (N=1)/2 caso N sejaimpar
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Amostra 1 Amostra 2 Amostra k Total
< ) Uy Usg e U, i
=>4 ny — Uy g — Up Ny — Uy N-—t
Total Ty 719 e Ty N

Sob a hipétese nula, cada um dos () possiveis conjuntos de t
observacdes tem a mesma probabilidade de estar na categoria
menor que d e 0 nljmero de dicotomizagbes com este resultado
amostral partlculareH, 1 (§ ) Portanto, a distribuicao de proba-
bilidade nula das variaveis aleatérias é a extensdo multivariada
da distribuicao hipergeométrica ou

- (5)(2) (3)/ ()
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Se algum ou todos os U; diferirem muito de seu valor esperado
n;#, onde 6 denota a probabilidade de que uma observagao da
populagao comum seja menor que 4, a hipétese nula poderia ser
rejeitada.

Geralmente, seria impreciso configurar regides de rejeicao de
juncao para as estatisticas de teste U, - - - , Uy, devido a grande
variedade de combinagdes dos tamanhos de amostrany,--- , ng
e ao fato de que a hip6tese alternativa é geralmente bilateral para
k > 2, como no caso do teste F.

Felizmente, podemos usar outro critério de teste que, embora
seja uma aproximacgao, é razoavelmente preciso, mesmo para
N tao pequeno quanto 25, se cada amostra consistir em pelo
menos cinco observagdes. Esta estatistica de teste pode ser
derivada apelando para a analise do teste de bondade de ajuste.
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Cada um dos N elementos da amostra agrupada é classificado
de acordo com dois critérios, o nimero da amostra e sua mag-
nitude em relacdo a §. Sejam estas 2k categorias denotas por
(i,j),ondei=1,---  kdeacordo comnimero daamostraej =1
se a observagao é menor do que ¢ ej = 2 caso contrario. Vamos
denotar as frequéncias esperadas para a (i,j) categoria por f e
€jj, respectivamente.

Entédo

fo=u, fp=n-u, parai=12-- k
e as frequéncias esperadas quando H é verdadeira estimadas
dos dados como

njt ni(N —1t)

ei'IIWIy eiZITa parai:1727"'7k'
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O teste da bondade de ajuste para essas 2k categorias é entao

K 2 (Fi — )2
Q - Ek;;(je,]) k |

- ;W N ; (ni_LI”;,-(_NnL(Ii\‘I)/_Nt)/N)

k K 9
_ NE(“'—:I':/N)Z +N§(ni—U;;(Z(Nt; t)/N)

k
_ N;W—ZUN)Z(: N ﬁ )

k

- t(NNi t);(Ui_Z;t/N)z
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Q tem aproximadamente distribuicdo do qui-quadrado sob Hy.
Os parametros estimados a partir dos dados sao as 2k proba-
bilidades de que uma observacao seja menor que 6 para cada
uma das k amostras e que ndo sejam menores que 4.

Mas, para cada amostra, essas probabilidades somam 1 e, por-
tanto, ha apenas k parametros independentes estimados. O nu-
mero de graus de liberdade paraQ é entdo 2k —1—kouk —1. A
aproximacgao qui-quadrado para a distribuicdo de Q é um pouco
melhorada pela multiplicagdo de Q pelo fator (N —1)/N. Entdo a
regido de rejeigao é

(N-17)Q

QeR para > Xe_1a°

Assim como no teste de mediana de duas amostras, as obser-
vagdes empatadas nao apresentam um problema. Sugere-se a
abordagem conservadora, segundo a qual a decisao é baseada
nessa resolugao de vinculos que leva ao menor valor de Q.
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Exemplo

Um estudo mostrou que 45 por cento dos que dormem normal-
mente roncam ocasionalmente, enquanto 25 por cento roncam
quase o tempo todo.

Mais de 300 patentes foram registradas no Escritorio de
Patentes dos EUA para dispositivos que pretendiam parar de
roncar. Trés desses dispositivos sdo um squeaker costurado na
parte de trds da roupa de dormir, um empate para segurar os pul-
sos para os lados da cama e uma cinta de queixo para manter
a boca fechada. Um experimento foi realizado para determinar
qual dispositivo é o mais eficaz em parar o ronco ou, pelo menos,
reduzi-lo. Quinze homens que sao roncadores habituais foram
divididos aleatoriamente em trés grupos para testar os disposi-
tivos.
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0 sono de cada homem foi monitorado por uma noite por uma
maquina que mede a quantidade de ronco em uma escala de
100 pontos enquanto usa um dispositivo. Analise os resultados
mostrados abaixo para determinar se os trés dispositivos sdo
igualmente eficazes ou nao.

Squeaker Gravata de pulso Cinta de queixo
73 96 12
79 92 26
86 89 33
91 95 8
35 76 78
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A mediana geral da amostra é 78. Como N = 15 é impar, temos
t =7 e os dados sé@o

Grupo 1 2 3
< T8 2 1 4
=78 3 4

Calculamos Q = 3.75 e (N1)Q/N = 3.50.
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> tabela = as.table( rbind( c(2, 1, 4), c(3, 4, 1)) )
> dimnames(tabela) = list( Mediana = c("Menor", "Maior"),
Patentes = c("Squeaker", "Gravata", "Cinta"))

> tabela
Patentes
Mediana Squeaker Gravata Cinta
Menor 2 1 4
Maior 3 4 1

> (Xsq <- chisq.test(tabela)) # Mostra somente o sumdrio do teste

Pearson’s Chi-squared test

data: tabela
X-squared = 3.75, df = 2, p-value = 0.1534

Estatistica ndo pal trica Medidas de associagdo em classificagdes mdltiplas



de Friedman

Introdugdo Extensé&o do teste da mediana

0000000000080

> Xsq$observed # contagens observadas

Patentes

Mediana Squeaker Gravata Cinta

Menor 2
Maior 3

> Xsq$expected # contagens esperados sob HO

Patentes

1 4
4 1

Mediana Squeaker Gravata C
Menor 2.333333 2.333333 2.333333
666667 2.666667

Maior 2.666667 2.

> Xsq$residuals #
Patentes

Mediana  Squeaker

Menor -0.2182179

Maior 0.2041241

> Xsq$stdres #
Patentes

Mediana  Squeaker

Menor -0.3659625

Maior 0.3659625

residuos de

Gravata
-0.8728716
0.8164966

inta

Pearson

Cinta
1.0910895
-1.0206207

residuos padronizados

Gravata
-1.4638501
1.4638501

Cinta
1.8298126
-1.8298126
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> chisq.test(tabela, simulate.p.value = TRUE, B = 10000)

Pearson’s Chi-squared test with simulated p-value
(based on 10000 replicates)

data: tabela
X-squared = 3.75, df = NA, p-value = 0.2949

Nao ha evidéncias de que as medianas sejam diferentes.
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Neste modelo a amostra sera apresentada sob a forma de uma
tabela com k linhas e n colunas. As linhas indicam nimeros de
bloco, assunto ou amostra e as colunas sao efeitos do trata-
mento. As observagdes em diferentes linhas sdo independentes,
mas as colunas nao sao por causa de alguma unidade de asso-
ciagao.

Para evitar fazer as suposi¢des necessarias para o teste usual
de analise de variancia de que os n tratamentos sdao os mes-
mos, Friedman (1937, 1940) sugeriu substituir cada observacao
de tratamento dentro do i-bloco por um ndmero do conjunto

{’]72’... 7n}

que representa a magnitude do tratamento em relagao as outras
observagdes no mesmo bloco.
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Denotamos as observagdes ranqueadas por Ry, i = 1,2,--- Kk,

j =1,2,---,n de modo que R; é o posto do j-ésimo efeito do
tratamento no i-ésimo bloco. Entdo Ry, Rjp, -+ ,Ri, € uma per-
mutagéo dos primeiros n inteiros e Ry;, Ry, - - - , Ryj 0 conjunto de

postos dados ao j-ésimo efeito do tratamento em todos os blo-
cos.

Representamos os dados em forma de tabela da seguinte forma:

1 2 ... n Totais porlinha
1 Rin Ry - Ry n(n+1)/2
2 R21 R22 R2n n(n+1)/2
k Rai Ree -+ R n(n+1)/2
Totaisporcoluna Ry Ry --- Rp kn(n+1)/2
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Os totais das linhas sdo constantes, mas os totais das colunas
sao afetados pelas diferencas entre os efeitos do tratamento.
Se os efeitos do tratamento forem todos iguais, cada coluna es-
perada é igual e igual a média da coluna dos totais k(n + 1)/2.

A soma dos desvios dos totais por coluna observados em torno
dessa média é zero, mas a soma dos quadrados desses desvios
sera indicativo das diferengas nos efeitos do tratamento. Por-
tanto, devemos considerar a distribuicdo amostral da variavel
aleatodria

K 2

=2 (- 50) -2 (% (w7

j=1 j=1 \i=1

sob a hipoétese nula de nao haver diferenga entre os n efeitos do
tratamento.
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Para este caso nulo, no i-ésimo bloco os postos sao atribuidos
completamente aleatérios e cada linha na tabela bidirecional con-
stitui uma permutacao aleatéria dos primeiros n inteiros, se ndo
houver empates.

Ha entdo um total de (n!)¥ conjuntos de entradas distinguiveis
na tabela k x n e cada um é igualmente provavel. Essas possi-
bilidades podem ser enumeradas e o valor de S calculado para
cada um. A fungao de probabilidade de S é entao
Us
P(S=s) = —,

onde us é o numero dessas atribuicdes que produzem s como a
soma dos quadrados dos desvios totais da coluna.
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Os célculos sdo consideraveis.

Portanto, fora do intervalo de tabelas existentes, uma aproxi-
macao para a distribuigdo nula é geralmente usada para testes
de significancia. Seja 1 = (n + 1)/2, entdo podemos escrever

n k
S = SRR 2Y Y Ry iRy )
=1 i=1 j=1 1<i<p<k
n
. kn(n? —1)
— )2 — .
= kj;(j p)? + 2U m t2
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Os momentos de S entdo sao determinados pelos momentos de
U, que podem ser encontrados usando as seguintes relagdes

n+1 n?—1 n+1
E(RU) = 2 Var(RU) = 12 COV(RIijiq) = - 2 ’
Além disso, pelas suposi¢des de modelo, as observagoes em
diferentes linhas sdo independentes, de modo que, para todo i #
p, o valor esperado de um produto de fungdes de Rjj € Rpq € 0
produto dos valores esperados e Cov(Rj;, Rpg) = 0. Entdo

E(U) = n(’é) Cov(Rjj, Ryj) = 0,

de maneira que Var(U) = E(U?).
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Temos que

£s) = K= sy = n2k(k—1)(r;2_1)(n+1)2.

12
Uma funcgao linear das varidveis aleatorias, definida como

n
12> R?
128 j=1 _
= knn+T) ~ kn(neay oK+,

Q

tem momentos E(Q) = n—1eVar(Q) =2(n—1)(k—1)/k =~ 2(n—
1), os quais sdo os dois primeiros momentos da distribuigao qui-
quadrado com n — 1 graus de liberdade. Os momentos mais al-
tos de Q também sao intimamente aproximados por momentos
superiores correspondentes a distribuicao qui-quadrado para k
grande. Para todos os efeitos praticos, Q pode ser tratado como
uma variavel qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade.
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Exemplo

Exemplo do livro Hollander and Wolfe (1973), p. 140. Compara-
¢do de trés métodos: arredondamento (Round Out), angulo es-
treito (Narrow Angle) e angulo amplo (Wide Angle).

Para cada um dos 18 jogadores e os trés métodos, o tempo mé-
dio de duas corridas a partir de um ponto na primeira linha de
base, 35 pés da placa inicial até um ponto a 15 pés da segunda
base.

> RoundingTimes <-
matrix(c(5.40, 5.50, 5.55,
5.85, 5.70, 5.75,
5.20, 5.60, 5.50,
5.70, 5.65, 5.55,
6.30, 6.30, 6.25),
nrow = 22, byrow = TRUE,
dimnames = 1list(1:22, c("Round Out", "Narrow Angle", "Wide Angle")))
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> friedman.test (RoundingTimes)
Friedman rank sum test
data: RoundingTimes

Friedman chi-squared = 11.143, df = 2, p-value = 0.003805

Com este resultados obtemos forte evidéncia contra o
afirmado na hipoétesis nula, quer dizer, os métodos nao sao
equivalentes em relagao a velocidade.
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[11.3.3 Comparagbes Mdltiplas Nao Paramétricas e Intervalos de
Confianga Simultaneos
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