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Probabilidade condicional

» Fendmenos podem ocorrer em etapas.

» O que ocorre em uma etapa pode
afetar o resultado das demais.

» Podemos ganhar informacao, e
podemos recalcular as probabilidades
de interesse.

» Probabilidades recalculadas recebem
0 nome de probabilidades
condicionais.

Sl o]

= P(B N A)
B

P A
S % P(BSN A)
¥
P(Q)
A P(B N A9
Y
Q) g
4 P(AY) ?\B\A\
P/é?f//,r) P(B N AY)

Figura 1. Ilustracao da arvore de probabilidade.
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Exemplo: Lancamento do dado UFPR

Considere o seguinte exemplo:

» Um dado foi lancado, qual é a probabilidade de ter ocorrido face 4?
0O ={1,2,3,45,6}, n(Q) = 6.

A=face4={4},nA) =1 = P(A):%:%,

» Suponha que o dado foi jogado e, sem saber o resultado, vocé recebe a informacao
de que ocorreu face par. Qual € a probabilidade de ter saido face 4 com essa “nova”
informacao?

Beacepar — {204, 6107(B) 28 - =P(B) =g = 2.
a

C = face 4, dado que ocorreu face par = {4}, P(C) = 57 = 3.
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Definicao: Probabilidade condicional

» Dados dois eventos A e B, a probabilidade condicional de A ocorrer, dado que
ocorreu B, e representado por P(A|B) e dada por

P(AN B)

P(AIB) = =5

para P(B) > 0.

» Caso P(B) = 0, definimos P(A|B) = P(A).

HIANELHITRE IR L\l Probabilidade condicional e Teorema de Bayes

Sl o]



Exemplo: Lancamento do dado (cont.)

Usando a definicao formal:
» P(ANB) =205 _ 1

n( Z
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Regra do produto
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A regra do produto € uma expressao derivada do conceito de probabilidade condicional.
Uma vez que

P(AN B)

PAIB) =55

temos que

P4 B) =iP(A|B) - P(B).

Essa expressao permite calcular probabilidades em espacos amostrais que sao

realizados em sequéncia, onde a ocorréncia da segunda etapa depende (ou nao) da
ocorréncia da primeira etapa.
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Exemplo: Baralho UFPR

» Qual a probabilidade de se obter dois ases em seguida, quando se extraem duas
cartas de um baralho comum de 52 cartas, se:

» A primeira carta é reposta no baralho antes da extracao da segunda carta.

P(A1 01 As) = P(AalA) - PIAI) = PlAa) Pl = = 5.

» A primeira carta extraida nao é reposta antes da extracao da segunda carta.

S 4

P NA7) = P4l A1) - Pl) = = =.
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Independéncia
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Eventos independentes
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» Vimos que, em algumas situacoes, saber que B ocorreu nos da uma informacao
“extra” sobre a ocorréncia de A.

» Porém, existem algumas situagoes nas quais saber que o evento B ocorreu nao tem
qualquer interferéncia na ocorréncia ou nao de A.

» Nestes casos, podemos dizer que 0s eventos A e B sao independentes.

HIANELHITRE IR L\l Probabilidade condicional e Teorema de Bayes



Definicao: Eventos independentes

Os eventos A e B sao eventos independentes se a ocorréncia de B nao altera a
probabilidade de ocorréncia de A, ou seja, eventos A e B sao independentes se

P(A|B) = P(A) etambém que P(B|A) = P(B).

Com isso, e a regra do produto, temos que
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Exemplo: Lancamento do dado

» Considere o lancamento de um dado e os seguintes eventos
A = “resultado é um namero par”
B = “resultado € um numero menor ou igual a 4"

Os eventos A e B sao independentes?
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Exemplo: Lancamento do dado (cont.)

Pela definicao intuitiva:
P(A) =1/2, P(AIB)=P(AN B)/P(B) = % ="

P(B) =213, P(BIA)=P(BNA)PA) =58 = 2/3.
Portanto: P(A|B) = P(A) e P(B|A) = P(B)

Pela definicao formal:

P(ANB) =PA)-P(B) =1 3 =173

P(AN B) = 2 =13, assim P(AN B) = P(A) - P(B)

Portanto, 0s eventos A e B sao independentes. Saber que A ocorreu nao muda a
probabilidade de B ocorrer e vice-versa.

HIANELHITRE IR L\l Probabilidade condicional e Teorema de Bayes

Sl o]



Exemplo: Pecas defeituosas UFPR

Uma empresa produz pecas em duas maquinas | e I, que podem apresentar desajustes
com probabilidade 0,05 e 0,10, respectivamente.

No inicio do dia de operacao, um teste é realizado e, caso a maquina esteja fora de
ajuste, ela ficara sem operar nesse dia passando por revisao técnica.

Para cumprir o nivel minimo de producao, pelo menos uma das maquinas deve operar.
Voce diria que a empresa corre o risco de nao cumprir com suas metas de producao?
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Exemplo: Pecas defeituosas (cont.)
» Primeiro passo é definir os eventos

» Di: Maquina 1 defeituosa; D$: Maquina 1 nao defeituosa.
» D,: Maquina 2 defeituosa; DS: Maquina 2 nao defeituosa.

» Possibilidades:
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Dynigy = 0,05 - 0,10 =|0;005.
Dy n D5) =0,05-0,90 = 0,045.
DinD;) =0,95-0,10 = 0,095.
DC N D5)=0,95-0,90 = 0,855.
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Exemplo: Fabrica de sorvetes UFPR
» Probabilidades informadas:

Suponha que um fabricante de sorvetes re- PP 1) ="0,20;
cebe 20% de todo o leite que utiliza de uma P(F) = 0,30;
fazenda F4, 30% de uma outra fazenda /> e P{E3)=r50;
50% de Fs. P(A|F:) = 0,20;
Um 6rgao de fiscalizagao inspecionou as fa- P(A|F,) = 0,05;
zendas de surpresa e observou que 20% do PAIF;) = 0,02
leite produzido por F; estava adulterado por
adicao de agua, enquanto para F; e f3, essa
proporcao era de 5% e 2%, respectivamente.
Na industria de sorvetes os galoes de leite
sao armazenados em um refrigerador sem Fi F
identificacao das fazendas. Para um galao
escolhido ao acaso, qual a probabilidade do F
leite estar adulterado? )

A= (ANF)U (AN F2) U (AN F)
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Exemplo: Fabrica de sorvetes (cont.) UFPR
» O que queremos calcular?

P(A) = P(ANF)U(ANF)U (AN F3))
= P(A[F1)P(F1) U P(A|F2) P(F2) U P(A|F3)P(F3)
» Probabilidades =0,20-0,20 + 0,05 - 0,30 + 0,02 - 0,50 = 0,065.
informadas:

» P(F)=0.20;
P(F) = 0,30;
P(F3) = 0,50;
P(A|F;) = 0,20;
P
Pl

AlFz) = 0,05; fat F

AlF3) = 0,02
[

A=(ANF)U(ANF)U AN F)
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Teorema de Bayes
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Particao do espaco amostral UFPR
Dizemos que os eventos Cy, &, ..., G, formam uma particao do espaco amostral, se eles
nao tem intersecao entre si, e se sua uniao e igual ao espaco amostral. Isto €,

k
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Figura 2. Particao do espaco amostral.
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Teorema de Bayes UFPR
Suponha que os eventos Gy, G, .. ., Cr formem uma particao de Q e que suas
probabilidades sejam conhecidas. Suponha, ainda, que para um evento A, se conhecam

as probabilidades P(A|C) paratodo i =1,2,..., k. Entao, para qualquer j,

P(G) - P(AIG)

B e

I 0 B <

» Demonstracao: trivial usando a definicao de probabilidade condicional.

P(C; nig 12 N =

P(GlA) = % — (Definigdo de probabilidade condicional)
P(AIC) - P(C;

P(G|A) = % — (Regra do produto)

i GilA) 5 kP(C/) PACG) — (Particao do espaco amostral)
i1 P(C) - PAIC)
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Exemplo: Fabrica de sorvetes (cont.) UFPR

» Suponha agora que estamos interessados tambéem na probabilidade de uma
amostra adulterada ter sido obtida a partir da fazenda F4, ou seja, P(F1|A).

» Note a ideia de inversao das informacoes.

» Como proceder para este calculo? USE A DEFINICAQ!

P(F|A) = w — (Definicao de probabilidade condicional)
P(F1|A) = w — (Regra do produto)
5 P(AIF) - P(F1) :
P(F1|A) = PR P T PAIR) P(R)  PAIF) PF) (Exemplo anterior)
0,20-0,20
P(F1]A) = T 0,615.
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Consideracgoes finais
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Consideracoes finais

Revisao

» Probabilidade condicional.

» Regra do produto.

» Eventos independentes.
» Particao do espaco amostral.
» Teorema de Bayes.

Figura 3. Foto do Pixabay no Pexels.
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