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Motivacao
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Multiplas caracteristicas UFPR

» Nosso estudo até aqui se restringiu a
apenas uma variavel de interesse.

» Interesse no comportamento conjunto
de mais de uma variavel de interesse.

» Explorar relagoes e determinar a
existéncia de associagao entre as
variaveis de interesse.

Figura 1. Exemplo de distribuicao conjunta continua.
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Exemplo: Nimero de vestibulares

Uma amostra de 20 alunos do primeiro ano de uma faculdade foi escolhida.
Perguntou-se aos alunos se trabalhavam, variavel que foi representada por X, e o
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numero de vestibulares prestados, variavel representada por Y. Os dados obtidos estao

na tabela abaixo.

X Y—X \
Nao 1 Nao 2
Sigl 1 BENEoc B
ge] -BESIm
50 1@ Nao B
lae 1= Sim D
Bim 2= Nao 2
Sim & ¢ Nao 2
Nao 1 Nao 1
Sim 1 Sim B8
Sim g Nao B
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Exemplo: Nimero de vestibulares (cont.)

» Comportamento conjunto.

X ) 3= Total
Nab=5 6 - 12
Sim=%4 22 8
TOtald =0 < SN 20
» Comportamento marginal de X.
X Nao Sim | Total
Freg. 12 8 20
» Comportamento marginal de Y.
Y! 1 &2 B | Tital
Freqg.! 9 W8 8 20
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Exemplo: Pacientes HIV positivo UFPR

Um estudo envolveu 345 pacientes HIV positivos, acompanhados durante um ano, pelo
setor de doencas infecciosas de um grande hospital pudblico. Os dados apresentados
contém as ocorréncias relacionadas as variaveis nimero de internacoes (/) e nimero de
crises com infeccoes oportunistas (C).

N wmE e
Gy 2EmeN 2 0
POl S59pEEE 1458
bl 1N 28 SN

N = O

Obtenha as marginais de / e C.
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Exemplo: Pacientes HIV positivo (cont.)

» Marginal de /.

/ 0 1 2 | Total
Freg=giils -~ 1308100 345

» Marginal de C.

C B 1 W28 3 L 4 Hotal

Freadl 1IN0 1 w660y 44 =145= 345
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Distribuicao de probabilidade
conjunta e marginal
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Distribuicao conjunta e marginal UFPR

» Sejam X e Y duas v.a’s discretas originarias do mesmo fendmeno aleatorio, com
valores atribuidos a partir do mesmo espago amostral.

» A funcao de probabilidade conjunta é definida, para todos os possiveis pares de
valores (X,Y), da seguinte forma:

plx.y) =PIX =x)Nn (Y =y)l=PX=xY =y)

» Afungao de probabilidade conjunta também pode ser chamada de distribuicao
conjunta ou simplesmente conjunta das v.a’s.

» Definicao: As distribuicao marginal de X e Y sao dadas por

@) — B pix. g el pif =l pix.y).

y X
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Exemplo: Empresa de encomendas UFPR

Uma empresa atende encomendas de supermercados dividindo os pedidos em duas
partes de modo a serem atendidos, de forma independente, pelas suas duas fabricas.
Devido a grande demanda, pode haver atraso no cronograma de entrega, sendo que a
fabrica 1 atrasa com probabilidade 0.1 e a 2 com 0.2. Sejam A; e A, 0s eventos
correspondentes a ocorréncia de atraso nas fabricas 1 e 2, respectivamente.

Para uma entrega, a industria recebe 200 u.m., mas paga 20 para cada fabrica que atrasar.
Considere que o supermercado que recebe a encomenda fez um indice relacionado a
pontualidade de entrega. Este indice, atribuiu 10 pontos para cada entrega dentro do
cronograma previsto. Denote por X o valor recebido pelo pedido e Y o indice obtido.
Obtenha a distribuicao conjunta de Y e X e as distribuicoes marginais de Y e X.
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Exemplo: Empresa de encomendas (cont.)

» Espaco amostral : Q = {A1A, AJAz, A1AS, AJAST

Eventos | Probabilidades X 3
A1A 0.1-0.2 160 0
A1AS 0.1-0.8 1/{810) =y
ATA; 09-0.2 180 10
AJAS 0.9-0.8 200 20
» Distribuicao conjunta.

X/AE 0 10 20

1602 110.022= 0 0

188511 0 (0] 2407 ]

200 | O 0 0.72
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Exemplo: Pocos e riachos UFPR
Uma regiao foi dividida em 10 sub-regioes. Em cada uma delas, foram observadas duas
variaveis: nimero de pocos artesianos (X) e nimero de riachos ou rios presentes na
sub-regiao (V). Os resultados sao apresentados na tabela a seguir:

Sub-regiao | X Y
1 B 1
2 0l
3 0 W
4 0 po
5 1
6 2
7 O
8 2 il
9 2 ¥2
10 0 2

» Construa a distribuicao conjunta e marginais de X e Y.
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Exemplo: Pocos e riachos (cont.) UFPR

Consideramos que cada regiao tem a mesma probabilidade 1/10 de ser escolhida. Assim
a distribuicao conjunta é:

XY 0 1 2
07010k Z () S8l
), (0) 170E0) (000
ZE0-TOBMOURI0  (ON(0

Para obter as marginais, efetuamos a soma nas linhas para obter a marginal de X, e nas
colunas para obter a marginal de Y. Por exemplo, P(X = 0) é obtida atraves de:

X = Off= POEEC 0, 2= 0) + B{X & 0,7 = 1Jj+ P(X = 0,Y =
= 0.12:0.2 0.2 = (5.
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Exemplo: Pocos e riachos (cont.)

Repetindo os calculos para todos os valores de X e Y, obtemos as marginais:

X p74R 2 [ P(X =x)
0 010 020 020| 050
1 010 040 0.00| 0.20
2 END RO 0.10 | Th.30
P(Y=y) 030 040 030| 1.00
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Distribuicao condicional (caso
discreto)
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Probabilidade condicional para v.a’s discretas UFPR

» A probabilidade condicional de X = x, dado que Y = y ocorreu, é dada pela
expressao:

BET= x e=")

Plge— 1= =

b PR SSE .

» Duas v.a/s discretas sao independentes, se a ocorréncia de qualquer valor de uma
delas nao altera a probabilidade de valores da outra. Em termos de probabilidade

PE= x| YIE= ] = RiX =X).

» Definicao alternativa
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Exemplo: Salarios de estagiarios

» O Centro Académico de uma faculdade de administracao fez um levantamento da
remuneracao dos estagios dos alunos, em salarios minimos (Sal), com relacao ao
ano que estdo cursando (Ano). As probabilidades de cada caso sao apresentadas na

proxima tabela, incluindo as distribuicoes marginais.
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Sal/Ano ) 3 4 5 PSR~}
2 225080 |75y > §0) 5/25

3 2750750 NAZSM 1125

4 1 /258 (23082105 |41259 9/25
P(Ano — [0 5/Z50/2bg 5105 L6/255 1

» Sal e Ano sao independentes?

11=5 11

P(Sal = 3) N (Ano = 4) = 2/25 + P(Sal = 3)P(Ano = 4) = 1!

Nao sao independentes.
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Funcao de densidade conjunta e
marginal
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Densidade conjunta e marginal

» Definicao: A fungao f(x,y) € a fungao
densidade conjunta das v.a. continuas

XeYse
LM, g)>0 para todo (x,y).
ANME YR e T

> P[(X Y) € Al= [ [4f(x.y)dxdy, para
qualquer regiéo A no plano xy.

» Distribuicoes marginais

o) = /00 filx,y)dl e=ty) = /00 f(x,y)dx.

—00 ~(e9)
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Figura 2. Ilustracao fdp conjunta.
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Exemplo: Producao UFPR

» Uma empresa atua com dois métodos para produzir um certo produto. Para um certo
dia de operacao, sejam X e Y, as proporcoes de produtos produzidos pelos métodos
A e B, respectivamente. Suponha, que a distribuicao conjunta de X e Y é dada por

£2x+3y), 0<x<1,0<y<,
treulie -
0 Caso contrario.

1. Verifique se f(x,y) € uma distribuicao de probabilidade.
2. Encontre as distribuicoes marginais de X e Y.
3. Encontre a probabilidade P[(X,Y) € A, onde A = {(x,y)|0 < x < 0.5,0.25 < y < 0.5}.
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Exemplo: Producao (cont.) UFPR
Grafico da funcao densidade probabilidade bidimensional.

S
—

X

Figura 3. Funcao densidade probabilidade conjunta.
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Exemplo: Producao (cont.)

» Condicao (1) é trivial.
» Verificando condicao (2)

/ / 2x+3gdxdg—// (5x+59 dxdy
z 6 4
[ o= [ E el 5] - [ Lo

6 4 6y Bl 4=
5/ ydy+1o 1d9—[2]+m[y]o—m+m_1.
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Exemplo: Producao (cont.) UFPR
» Obtendo as marginais

1 271
v 47x+67gd :[4xy 6g] :4x+3’
0

= g 5

para 0 < x < 1, e 0 caso contrario.

fly) = 01 4—; %’Idx 5 269
para 0 < y < 1, e 0 caso contrario.
» Obtendo a probabilidade
? 7 4x by 15
P[(X,Y)EA]=/O ) €+€dgdx=@.
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Distribuicao condicional
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Distribuicao condicional: caso discreto ou continuo

» Sejam X e Y duas v.a. discretas ou
continuas. A distribuicao condicional
deumava. Ydado X =xé

dado que f(x) > 0.

f(x|ly) = f’([(;!) , dadoque f(y)>0.

» Probabilidades condicionais

Pt < b| Y= y) = Zf\y

a<x<b

b
P(a<X<bY=g)=/ f(x|y)dx
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Figura 4. Distribuicao condicional.
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Independéncia estatistica
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Independéncia estatistica UFPR

» Sejam X e Y duas v.a. discretas ou continuas, com distribuicao de probabilidade
conjunta f(x,y) e distribuicoes marginais f(x) e f(y). As v.a’s X e Y sao ditas
estatisticamente independentes se e somente se

fx.y) = f(x)f(y)

para todo par (x,y) em seus respectivos dominios.
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Exemplo: Tempo de prateleira UFPR

» Suponha que o tempo de prateleira, em anos, de um certo produto perecivel &€ uma
variavel aleatoria com distribuicao de probabilidade dada por

. G Y
fly) = { 0  caso contrario.

Sejam Y4,Y5> e Y3 o tempo de prateleira de trés destes produtos selecionados
independentemente. Encontre P(Y4 < 2,1 < Y2 < 3, Y5 > 2).
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Exemplo: Tempo de prateleira (cont.) UFPR

» Usando a independéncia, tem-se

Hyr.y2.y3) = fy1)f(y2)f(ys) = e e 92792 = e 9179279

P <2,1<v,<3,¥3>2) =

oo SN 2
/ / / oY dys dyodys = 0.0372.
2 1 0
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Pontos importantes UFPR

» Como construimos a distribuicao de probabilidade para um fendmeno?
» Por observacao do fenomeno por longos periodos.
» Natureza do fendomeno sugere uma certa forma de distribuicao.

» Em geral nao sabemos qual distribuicao de probabilidade pode ser uma boa escolha
para um dado fenomeno aleatorio.

» Existem muitas distribuicoes de probabilidade que podem ser avaliadas como uma
boa aproximacao para o fendmeno em estudo. Vamos ver as mais importantes:

» Bernoulli, binomial e Poisson (caso discreto).
» Normal, exponencial e Gama (caso continuo).

» Mas antes precisamos entender como resumir a informacao gerada pela
distribuicao de probabilidades.
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Consideracgoes finais
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Consideracoes finais

» Variaveis aleatorias bidimensionais.
» Distribuicao conjunta.
» Distribuicao marginal.
» Distribuicao condicional.
» Independéncia estatistica.
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Figura 5. Foto de Isabella Mendes no Pexels.
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