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Conteddo UFPR

Neste video

» Principais modelos probabilisticos ol
discretos.

» Uniforme Discreta. L
» Bernoulli.
» Binomial.
» Poisson.

» Fundamentacao e propriedades.

» Exemplos de aplicacao. R
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Distribuicao Uniforme Discreta
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Distribuicao Uniforme Discreta

E a variavel aleatoria discreta mais simples,
pois apresenta um numero finito de valores
possiveis com igual probabilidade.

Uma variavel aleatoria Y tem uma distribui-
cao Uniforme Discreta se cada um dos m va-
lores em seu suporte, isto &, y1,y2, ..., Yl
apresentar igual probabilidade, no caso

1
plyi) = -
Figura 1. A face resultante do lancamento de um

Denotamos por Y ~ UD(m). dado tem distribuicao UD com m = 6. Foto de

fotografierende no Pexels.
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https://www.pexels.com/photo/person-about-to-catch-four-dices-1111597/

Exemplo de v.a. com distribuicao Uniforme Discreta UFPR
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» O resultado de lancar um dado. [ Beidas ) /"

» Ultimo digito da placa de um veiculo.

» Um numero de sorteio de Bingo.
Um ndmero de sorteio de Mega Sena.

v

v

A posicao da 1° lampada que queima
em uma fita de luzes pisca-pisca.

Figura 2. Equipamento para jogo de bingo.
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Exemplo
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O ultimo digito de uma imagem de CAPT-
CHA de um site é igualmente provavel de ser
qualquer um entre 0 e 9. Sendo assim, se Y
representa o Ultimo digito, entdo tera dis-
tribuicao Uniforme Discreta com p(y) = 1/10 Figura 3. Exemplo de CAPTCHA. Extraido de

para qualquer y € {0,1,...,9}. http://tecnodrom.com.br/146/ captchas-
numencos—e—o—google—street—wevv.
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Média e variancia UFPR
Suponha que Y tenha suporte definido no conjunto de nimeros inteiros consecutivos

,,,, b—1,b, para a < b. Dessa forma, o numero de valoresém = b —a +1,
cada um com probabilidade p = 1/m.

Dessa forma, tem-se que

» A médiaé

b
y=a

a+1 2

» Avariancia é

A 1 b—a+ 1248
UZ_V(Y)_Z(y_“)Z'(b—aH):( a1+2) '
y=a
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Graficos da distribuicao
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Figura 4. Graficos para a distribuicao Uniforme Discreta.
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Distribuicao de Bernoulli
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Distribuicao de Bernoulli
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A variavel aleatoria Y tem distribuicao de Bernoulli se apresenta apenas dois resultados
possiveis, representados por 0 (fracasso ou negativo) e 1 (sucesso ou positivo). O

parametro 0 < p < 1 € a probabilidade de sucesso. Dessa forma, a funcao de
probabilidade é

1—p se“fracasso”ouy =0
ply) = y ,
p se “sucesso” ou y =1,

=p? - (1=p)'7Y, ye{01}

Denotamos por Y ~ Ber(p).

Com isso, Y apresenta:
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Exemplos de v.a. com distribuicao de Bernoulli UFPR

=5

Se a face resultante do lancamento de uma moeda: se face cara — y = 1.

Se um anuncio para um cliente é convertido em venda: se converter — y = 1.
Se uma semente germina: se germinar — y = 1.

Se o retorno mensal de um investimento &€ positivo: se lucro — y = 1.

Se o jogador faz ponto no arremesso a cesta: se acerto — y = 1.

Se um robo consegue resolver um CAPTCHA: se resolver — y = 1.

Se o paciente é diagnosticado com Covid-19: se sim — y = 1.

Se um réeu é condenado apos julgamento: se condenado — y = 1.

CA\ RO 1 B oD

*Nem sempre o que & convencionado como “sucesso” (y = 1) é algo positivo. E apenas
uma convencao.
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Grafico da distribuicao de Bernoulli UFPR
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Figura 5. Graficos para a distribuicao de Bernoulli.
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Importancia da v.a. com distribuicao de Bernoulli UFPR

§

A Bernoulli € a base para definicao de outras variaveis
aleatorias.

1. Nimero de sucessos em determinado nimero de
tentativas (n > 0).
Niamero de arremessos que acertou no total de 3
arremessos livres.

2. Nimero de tentativas até r > 0 sucessos ocorrerem.
Nimero de arremessos até acertar 3 vezes.

3. Nimero de ocorréncias de cada classe y1, Yo, - . ., Y,
K I
Nimero de arremessos errados, de 1, 2 e 3 pontos  Figura 6. Jogador de basquete
(k = 4) marcando ponto. Foto de Wallace

Chuck no Pexels.
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Distribuicao Binomial

MO AENNEWEVERIN Distribuicoes discretas: Uniforme Discreta, Bernoulli, Binomial e Poisson 14



Caracteristicas de uma v.a. com distribuicao Binomial UFPR

Um experimento aleatorio consiste em
n > 0 tentativas de Bernoulli, de modo
que

1. As tentativas sejam
independentes.

2. Cada tentativa apresente apenas
um de dois resultados possiveis (0:
fracasso ou 1: sucesso).

3. A probabilidade de um sucesso em

cada tentativa, 0 < p < 1, € Figura 7. Arremesso em uma partida de basebol. Foto
constante. de Pixabey no Pexels.
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Distribuicao Binomial
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A variavel aleatoria Y, que é igual ao numero de tentativas que resultam em sucesso, ¢
uma v.a. Binomial com parametros p e n. A funcao de probabilidade de Y é

Ply) = (Z) ¥ (L=gplist “USEHD - Sl

Denotamos por Y ~ Bin(n, p).

Dessa forma, Y apresenta: Lembre-se:
> u=E(Y)=n-p. (n)_cg_ n!
> g2 =N(Y)=n- p(1—ph y " glln =)
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Grafico da distribuicao Binomial
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Figura 8. Graficos para a distribuicao Binomial.
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Exemplos de v.a. com distribuicdo Binomial UFPR

1.

O CZIE RO

NUmero de caras ao se lancar 10 moedas.

NUmero de ovos danificados em uma caixa com uma duzia de ovos.
NUmero de pecas defeituosas por lote de 100 pecas.

NUmero de confeitos de cor azul em 25 confeitos de M&Ms.

NUmero de arremessos a cesta que acertou no total de 3 arremessos livres.

NUmero de clientes que participaram de uma promogao de 1000 clientes que
receberam o anuncio.

7. NUmero de intengoes de voto para o candidato A em 2000 entrevistados.

8. NUmero de processos judiciais concluidos em um meés do total de processos que

foram submetidos.
NUmero de dias com chuva em um ano.

*As suposicoes precisam ser atendidas.
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Exemplo: transporte de ovos de galinha UFPR

Uma empresa desenvolve embalagens para armazena-
mento e transporte de produtos alimenticios. Nos en-

saios sob condigoes extremas de transporte e manuseio,
a nova embalagem desenvolvida para ovos de galinha 2\ T
o By
protegeu mais que as concorrentes apresentando apenas 5 o]
10% (p = 0.10) de ovos danificados por caixa com uma g o
> "N [+
dazia (n = 12). =] A | Sy
O Ty T T Yww
" i 0 2 (4% 6 8 1T0=i7
1. Qual a probabilidade de 1 caixa ter 2 ovos
danificados nas condicoes acima? hUmegsYis BYos danifieasiasy)
2. Considere que em condl_gloes normais de transporte Figura ok N sl bvos
p = 0.01. Qual a probabilidade de, um carregamento danificados por dizia em
de 100 caixas, ter 90 ou mais delas sem ovos condicoes extremas de

danificados? transporte e manuseio.
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Solucao UFPR

1. Basta aplicar a formula
p(2) = (‘2)}-0a2° (1 =0:1)">2 = 0:2301.
2. A probabilidade de uma cartela sem ovos danificados é
p(0) = (F) - 0.01° - (1 = 0.01)"?-0 = 0.8864.
Assim, determina-se a probabilidade de 90 ou mais cartelas intactas por
P(Y > 90) = Y4255 (5) - p¥ - (1= p)"¥ = p(90) + p(97) + -+ + p(100).
Aplicando-se a formula, tem-se

P(Y >90) = Y/=o5 ™" (') - 0.8864Y - (1 — 0.8864)'Y — 0.4082.
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Para pensar sobre as suposicoes UFPR

» Os ovos tem a mesma resisténcia a
impactos?

» Todas as posicoes na caixa oferecem
mesmo risco de quebrar?

» Eles quebram de forma independente
uns dos outros ou existe dependéncia
espacial?

» E se as suposicoes p constante e
tentativas independentes nao forem Figura 10. Caixa com uma dizia de ovos.
atendidas?
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Distribuicao de Poisson
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Caracteristicas de uma v.a. com distribuicao de Poisson UFPR

Uma variavel aleatoria Y apresenta distri- i o
buicao de Poisson se as seguintes suposi- :

¢oes sao atendidas.

1. NUmero de eventos em um dominio. LR

2. Taxa de ocorréncia constante. e, SEN AL
3. Independéncia entre dominios ) Lo

disjuntos.

4. Taxa proporcional ao tamanho do

dominio. , I
Figura 11. Ocorréncia de eventos no espaco

continuo.
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Caracteristicas de uma v.a. com distribuicao de Poisson UFPR

Uma variavel aleatoria Y apresenta distribuicao de Poisson se as seguintes suposicoes
sao atendidas.

1. Consistir no namero de eventos que ocorrem em um certo dominio como intervalo
de tempo, area, volume, distancia ou outra unidade de medida (pessoa, website,
bairro).

2. A probabilidade de que um evento aconteca € a mesma para qualquer unidade de
mesma dimensao — taxa de ocorréncia constante.

3. O nimero de eventos que ocorrem em uma unidade é independente do nimero de
eventos que ocorrem em outra unidade mutuamente exclusiva.

4. A probabilidade do evento ocorrer em um subdominio é igual para todos os
possiveis subdominios de mesma dimensao e é proporcional a dimensao do
subdominio.
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Exemplos de v.a. com distribuicao de Poisson

NUmero de novos casos de Covid-19 por dia em Curitiba.
NUmero de interrupcoes de operacao das maquinas por més em uma fabrica.

=5

NUmero de insetos por armadilha em uma lavoura.

NUmero de chutes a gol em uma partida de futebol.

NUumero de reclamacoes de clientes em um dia se servico no SAC.

NUmero de links para outras paginas em uma pagina do wikipedia.

NUmero de referéncias bibliograficas em um artigo publicado.

NUmero de compartilhamentos de uma postagem de rede social em um dia.

NUumero de pessoas alcancadas com uma campanha de marketing digital nas
primeiras 6 horas.

RSl O o1 = Con

*As suposicoes precisam ser atendidas.
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Distribuicao de Poisson UFPR

A variavel aleatoria Y tem distribuicao de Poisson com parametro (taxa) A > 0 quando
sua funcao de probabilidades é expressa por

exp{—A} - AY

ply) = J

y c10ah @
Denotamos por Y ~ Pois(A).

Assim, Y tem média e variancia dadas por

a média de eventos por unidade.

Ou seja, y = o” e isso é equidispersao.

MO ANENNEWEVERIE Distribuicoes discretas: Uniforme Discreta, Bernoulli, Binomial e Poisson 26



Grafico da distribuicao de Poisson UFPR
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Figura 12. Graficos para a distribuicao de Poisson.
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Exemplo: niumero de clientes de um restaurante

Como parte de uma iniciativa para melhorar o servico
prestado por um restaurante local, a gerente monitorou
a chegada de clientes para o almoco em varios dias. A
conclusao foi de que o nimero de clientes que chegam
a cada 10 minutos segue uma distribuicao de Poisson. As
probabilidades, segundo a distribuicao, sao dadas na ta-
bela.

1. Determine A
2. Calcule as probabilidades faltantes na tabela.

3. O dono do restaurante diz que o nUmero médio de
clientes por hora é maior que 60. Esta correto?

Sl o]

Tabela 1. Distribuicao de
probabilidades para o nUmero de
clientes a cada 10 minutos.

g P =yF%y  RiEERY)
0 000267" 7 YRR
1 00124 8  0.1104
2 W9 —§0767
3 0.0800 10 -
4 012480 0.0268
5  014ANER1 0.GAS%
6 AQAER 0,000
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Solucao UFPR
1. Como sao dadas as probabilidades, resolva alguma delas em A, por exemplo

P(Y = 0) = W = 4 = —In(P(0))

A= —1[n(0.002) = 6.2146.

2. Use a funcao de probabilidades

exp{—6.2146} - 6.21465

P(Y = 6) = 5

=0.16

3. Se a cada 10 minutos a média € y = A = 6.2146, entao em 60 minutos sera

60

Hhora = ﬁ “ tho minutos = 37.2876.
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Distribuicao de Poisson para unidades de dimensao variavel
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Como propriedade da distribuicao de Poisson, se a dimensao da unidade de observacao
em que ocorrem os eventos for multiplicada por uma constante ¢t > 0, entao a v.a.
resultante tera distribuicao de Poisson com a funcao de probabilidade da seguinte forma

= It)A
ply) = X! yt.} o

RO > T

A média e variancia sao

= E(Y) = At para unidades de tamanho t.
Viper= At
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Para pensar nas suposicoes

» Considere o nimero de crimes por
bairro em New York, NY.

» Como acomodar bairros de dimensao
diferente:
» Area territorial ou
» NUmero de habitantes?
» A taxa de crime é constante ou

depende, por exemplo, da
concentracao de riquezas?

» A ocorréncia de um crime é
independente das ocorréncias em
localidades vizinhas e datas vizinhas?

Sl o]

Figura 13. Crimes em New York para o periodo de
1a 30/Jul/2020. Extraido de
https://maps.nyc.gov/crime/.
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UFPR

ao meédia variancia

Tipos dispersao e relag

Agrupado: V(Y) > E(Y)

Aleatério : V(Y) =E(Y)

Regular: V(Y) <E(Y)

A Wa eAIR[a) BPRUSPIO0D

Coordenada relativa em x

Figura 14. Padroes de dispersao espacial e a relacao de média e variancia da contagem.
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Relacao entre Binomial e Poisson

Considere que Y; ~ Bin(n, p) e Y2 ~ Pois(A) de tal forma que A = np. Dessa forma,
pode-se escrever

y n—y
o= oo ) (4]

Agora considere que n — oo a0 mesmo tempo que p — 0 mas de tal modo que A
permaneca constante. Com algum trabalho pode ser mostrado que

y n—y Lo
i 1) 4" (13- e
n—oo \ Yy n n y!
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Relacao entre Binomial e Poisson UFPR

0 que isso quer dizer na pratica?
1. Que a distribuicao de Poisson pode ser vista como um caso limite da distribuicao
Binomial.

2. Que podemos aproximar a distribuicao Binomial pela distribuicao de Poisson
sempre que n for grande e p for pequeno.

Exemplo

» n: nUmero total de tacas em uma grande festa de formatura. n € muito grande.
p: probabilidade de uma taca quebrar. p € muito pequeno.

Y;: nimero de tagas quebradas do total de tagas em circulacao (n).

Y>: nimero de tagas quebradas na festa de formatura.

Yq ~ Bin(n, p) — Y2 ~ Pois(A = np).

v

v

\4

v
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Consideracgoes finais
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Consideracoes finais UFPR

Revisao

» Principais modelos probabilisticos o
discretos: Uniforme Discreta, Bernoulli,
Binomial e Poisson. B

» Fundamentacao e propriedades — as
suposicoes de cada fenomeno.

» Sao de extrema importancia: Binomial
e Poisson.

» Exemplos de aplicagao. R
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