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Conteddo UFPR
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Distribuicao Geometrica
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Caracteristicas de uma v.a. com distribuicdo Geométrica UFPR

Um experimento aleatorio consiste em fazer tentativas de
Bernoulli, de modo que
1. As tentativas sejam independentes.

2. Cada tentativa apresente apenas um de dois
resultados possiveis (0: fracasso ou 1: sucesso).

3. A probabilidade de um sucesso em cada tentativa,
0 < p < 1, é constante.

4. Seja Y avariavel aleatoria que conta o namero de
tentativas feitas até o primeiro sucesso.

5. Definida nestas condicoes, Y tem distribuicao
Geomeétrica com parametro p.

Figura 1. Cena de um jogo de bets.
Extraido de gazetadopovo.com.br.
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Distribuicdo Geometrica UFPR

A variavel aleatoria Y tem distribuicao geomeétrica de parametro 0 < p < 1 se sua fungao
de probabilidades é dada por alguma das duas parametrizacoes a seguir.

1) Parametrizacdo do nimero de 2) Parametrizacdo do nimero de
tentativas fracassos
ply) = (1=p)~"-p, ply) =(1=p)? p,
= B y € {0
Essa parametrizacdo apresenta: Fssa parametrizacao apresenta:
> p=Ey) =1 > p=EYy) =1L
» o2 =V(Y) =2 » o2 =V(Y)= £

P p

Denotamos por Y ~ Geom(p).
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Grafico da distribuicao Geométrica UFPR
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Figura 2. Graficos para a distribuicao Geométrica na parametrizacao de niumero de tentativas.
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Propriedade da falta de memoria UFPR

» Uma das propriedades da distribuicao geométrica é
a falta de memoria, segundo a qual

P(Y > y+a|Y > a) =P(Y > y), para qualquer a > 0.

» Assim, sob distribuicao geometrica, a probabilidade
de sucesso para a proxima tentativa apos ter feito
a = 10 tentativas € a mesma se ja tivesse feito
a = 100 tentativas ou ap0s a primeira tentativa
(a=1).

Figura 3. Maquinas de aposta em
um cassino. Foto de
https://www.needpix.com/.
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Exemplo: algoritmo para quebrar CAPTCHA UFPR

Uma estatistica precisa consultar informacoes publicas
disponibilizadas em um site governamental que é prote-
gido com um sistema de CAPTCHA. Para isso, ela programou
um algoritmo baseado em OCR (optical character recogni-
tion) que resolve corretamente as CAPTCHAS com p = 0.5.

1. Qual a probabilidade de quebrar a CAPTCHA na
segunda tentativa? Figura 4. Exemplo de CAPTCHA.
2. Se o site tiver uma regra de bloquear o acesso apos 7
ou mais tentativas erradas, para evitar acao de robo,
qual a chance dela ser bloqueada?

B n -
SR . ( reCiPTCHA
Privacy & Terms [IPS an

RO AENNEJUWEVERIN Distribuicoes discretas: Geométrica, Binomial Negativa e Hipergeométrica 8



Solucao UFPR

1. Usando a funcao de probabilidade, tem-se

p(2) = (1—0.572"".05 = 0.250.

2. Aplicando a formula, obtem-se pela regra do complementar

7—1
P(v>27)=1=P¥Y<7)=1=> (1—p)"-p

y=1

== (p(15+ - + plb))

= 0/ 1ox
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Distribuicao Binomial Negativa
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Caracteristicas de uma v.a. com distribuicao Binomial Negativa urer
E uma generalizagdo da distribuicdo Geométrica.

Um experimento aleatorio consistem em fazer tentativas
de Bernoulli, de modo que

1. As tentativas sejam independentes.

2. Cada tentativa apresente apenas um de dois
resultados possiveis (0: fracasso ou 1: sucesso).

3. A probabilidade de um sucesso em cada tentativa,
0 < p < 1, é constante.

4. Seja Y avariavel aleatoria que conta o namero de

tentativas feitas até r-@simo sucesso. Figura 5. Dardos em um alvo. Foto
de Hasan Albari no Pexels.

5. Definida nestas condicoes, Y tem distribuicao
Binomial Negativa com parametros p e r.

6. Quando r = 1, obtém-se a distribuicao Geomeétrica.

RO AENNEJUWEVERIN Distribuicoes discretas: Geométrica, Binomial Negativa e Hipergeométrica 1


https://www.pexels.com/photo/close-up-photo-of-dart-pins-on-dartboard-1424745/

Distribuicao Binomial Negativa

A variavel aleatoria Y tem distribuicao Binomial Negativa com parametros r > 0 e

0 < p < 1sesuafuncao de probabilidades e dada por alguma das duas parametrizacoes a
seguir.

Sl o]

1) Parametrizacao do niumero de 2) Parametrizacdo do namero de

tentativas fracassos
= i, r r+y—1
P(y)=(y )ﬂ—p)” PN p<y)=( )'(1—p)”'pr.
r—1 y
ye{r,r+1,r+2,...}. === {0,1,2,...}

Essa parametrizacao apresenta:

Essa parametrizacao apresenta:
¥ u—H(Y) - <. > p=Ey) =122
> o2 =V(V) = =LA, > 0% =V(y) =12,

Denotamos por Y ~ BNeg(r, p).
Distribuicoes discretas: Geométrica, Binomial Negativa e Hipergeométrica



Grafico da distribuicao Binomial Negativa
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Figura 6. Graficos para a distribuicao Binomial Negativa com a parametrizacao do nimero de tentativas.
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Exemplo: vitorias no video game UFPR

Um jogador de video game é confrontado com uma série
de oponentes independentes em um jogo online. Dada
sua experiéncia, ele tem 25% de chance de perder para um
oponente. O jogador continua a enfrentar oponentes até
perder 3 vezes para entao o jogo encerrar. O resultado com
cada oponente é independente de confrontos prévios.

1. Qual a probabilidade de sair do jogo sem uma
vitoria?

2. Qual a probabilidade de enfrentar 5 oponentes para
sair do jogo?

3. Qual 0 nimero esperado de oponentes em um jogo?

Figura 7. Jogo de futebol no video
game. Foto de EVG Culture no
Pexels.
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Solucao UFPR
1. Fazendo uso da funcao de probabilidade, tem-se
> = 22 3 3
plaf= e 30 25)°=> 0. 20a=0i25" 6.
2. Novamente, aplicando a funcao de probabilidade
5 543 3
G - IR (1 0%25° 1 - 0i° = 0.053.

3. O nUmero meédio de oponentes usa a expressao para o valor esperado

' = r/iE=310.25 = 124
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Relacoes com a Binomial Negativa UFPR

» Adistribuicao Binomial Negativa tem importante aplicacao como alternativa a
distribuicao de Poisson na modelagem de niamero de eventos por unidade de tempo,
espaco, etc.

» Observe a dualidade entre Binomial e Binomial Negativa. Na primeira, o nimero de
tentativas € fixo e a v.a. € o nimero de sucessos. Na segunda, o nimero de sucessos é
fixo e a v.a. € 0 nUmero de tentativas.

» Como visto, a distribuicao Geometrica é caso particular da distribuicdo Binomial
Negativa quando r = 1.

» Pela propriedade da falta de memoria da Geometrica, a distribuicao Binomial
Negativa pode ser obtida considerando a soma de r v.a. independentes de
distribuicao Geomeétrica de parametro p (soma das tentativas),

Yen=Y1+ - +Y, Y~ Geo(p),entao
Yy ~ BNeg(r, p).
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Distribuicao Hipergeométrica
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Caracteristicas de uma v.a. com distribuicao Hipergeométrica urer

» Considere o experimento aleatorio de retirar sem
reposicao r > 0 elementos de um conjunto de m + n
elementos em que m > 0 sao de um tipo (sucesso) e
n > 0 de outro (fracasso).

» Considere que todos os elementos tém igual
probabilidade de serem retirados.

» Defina Y como o nadmero de elementos de um tipo,
e.g. sucesso, contidos na amostra retirada.

» Sob essas condicoes, Y tem distribuicao Figura 8. Cartas de um baralho.
hipergeométrica com parametros m, n e r. Foto de MighegiisE® Pexu
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Usos da Hipergeométrica UFPR

» Uma das principais aplicacao da distribuicao
hipergeomeétrica é em situacoes envolvendo
amostragem aleatoria simples sem reposicao.

» Na area de Controle Estatistico de Qualidade,
aplica-se em problemas de amostragem de
aceitagao de lotes.

» Uma aplicacao bastante interessante é na estimagao
de tamanho de populacao usando captura e
recaptura, como visto no video de motivacao desta
Unidade Didatica.

» Na pesca: tamanho de cardumes ou estoque Figura 9. Pescador puxando a
pesqueiro. rede. Foto de Quang Nguyen Vinh
» Na seguranca plblica: determinar o nimero de no Pexels.

pessoas participando de manifestacoes populares.
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Distribuicao Hipergeometrica UFPR

Uma variavel aleatoria Y tem distribuicao hipergeométrica de parametros m, n e r se sua
funcao de probabilidades é dada por

y € {max(0,r —n), -, min(r, m)}.

Denotamos por Y ~ Hip(m, n, ).
A v.a. Hipergeometrica tem meédia e variancia dadas por

Wi A= B YPE rp emizgue pg —

m+n"*

> o2 =\V(Y) = rp(1 = p) (ﬁ)

(m+n)—1
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Grafico da distribuicao Hipergeomeétrica UFPR
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Figura 10. Graficos para a distribuicao Hipergeometrica.
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Exemplo: questoes no Moodle UFPR

No ambiente virtual de aprendizado Moodle, uma profes-
sora pode selecionar ao acaso sentencas para apresentar
uma questao de verdadeiro e falso. Suponha que para um
assunto, ela tenha 30 sentencas ao todo, das quais 10 sao
falsas.

1. Considere a seguinte amostra de dados:
33 37 41 43 46 47 55 59
Assinale as sentencas verdadeiras.

x| A média € 45,12.
Amediana é 44.

[
1. Qual a probabilidade de um aluno receber na prova HAampmudeé_go_ ’
uma questao com 6 sentencas e todas serem falsas e e
[
[

A meédia geométrica é 44,40.
(e 0 alu no néo ter o q ue marca r)? ] O desvio absoluto médio da mediana € 6.

x| Se ormaior valor for_ aprescido em8 u_nidades,
2. Qual a probabilidade de ter 3 verdadeiras e 3 falsas? (] e e o e ar 5
desvio-padrao sera multiplicado por 4.

3. Qual o nimero médio de questoes falsas na prova?

Figura 11. Uma questao de
verdadeiro ou falso.

RO AENNEJUWEVERIN Distribuicoes discretas: Geométrica, Binomial Negativa e Hipergeométrica 22



Solucao
1. Faz-se o uso da funcao de probabilidade,

(10) - ( 20 )
p(6) = W — 3.5366932 x 10"

6

2. |dem ao anterior,

§ (g B

P(3) 1 (10g20)

3. Usa-se a expressao da esperanca matematica,

mrip) 106 !
m+ - 10+ko T

’U:
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Relacao entre Binomial e Hipergeometrica UFPR
Sejam Y; ~ Bin(r, p) e Y2 ~ Hip(m, n, r). Sabe-se pelas expressoes que

m
E(Y1) =4E@01= rp, send0p=m+ne/\/=m—|—n,
N—r N —r
V(Yz)—V(Y1)(N_1) —rp<1—p)(N_1)

M

A medida que N > r, tem-se que ({=) =~ 1 e com isso V(Y,) = V(V4). O termo (1) é
conhecido como fator de correcao para populacao finita.
0 que isso significa na pratica?

Que a distribuicao Binomial pode ser usada como alternativa a distribuicao
Hipergemomeétrica, de forma a aproxima-la para o calculo de probabilidades, quando o
tamanho da populagao é muito grande (N — o0).
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Consideracgoes finais
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Distribuicoes discretas adicionais
Modelos adicionais

>

Existem muitos modelos probabilisticos
discretos.

Varios sao generalizagées dos modelos
apresentados.

Outros sao construcoes considerando
outras premissas ou necessidades.

Modelos probabilisticos fazem
suposicoes que podem ser limitantes
ou frageis em certos contextos.

O emprego adequado de uma
distribuicao em uma situagao pratica e
fundamental para a utilidade dos
resultados obtidos.

Sl o]

Alguns modelos

>

>

>

v

Lei de Benford.
Beta-binomial.
Poisson-binomial.
Poisson generalizada.
COM-Poisson.
Gamma Count.

Hipergeométrica nao central de
Fisher.

Hipergeométrica nao central de
Wallenius.

E outros.
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Consideracoes finais UFPR

Neste video
» Modelos probabilisticos discretos
adicionais.

» Geomeétrica.

» Binomial Negativa.

» Hipergeometrica. B
» Fundamentacao e propriedades.
» Exemplos de aplicagao.
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