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Conteddo UFPR

Neste video - |

» Modelos probabilisticos continuos.
» Uniforme Continua.
» Exponencial. | 1
» Fundamentacao e propriedades.
» Exemplos de aplicacao.
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Distribuicao Uniforme Continua
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Caracteristicas de uma v.a. com distribuicao Uniforme Continua urer

Uma v.a. tem distribuicao Uniforme Continua se atender
as condicoes abaixo.

1. O resultado é um namero real em um intervalo de
limites conhecidos a e b (b > a).

2. Todos os valores dentro do intervalo [a, b] tém igual
probabilidade de ocorréncia.

Exemplos

» A posicao do pedestre na quadra quando chama um
taxi. Figura 1. Pedestre acenando para

A o o0 taxi. Foto de Alexandros
» O tempo decorrido desde a ultima hora completa Chatzidimo b PR (¢
no momento em que ele chama o taxi.
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https://www.pexels.com/photo/man-in-black-jacket-waiting-for-a-taxi-cab-3652766/
https://www.pexels.com/photo/man-in-black-jacket-waiting-for-a-taxi-cab-3652766/

Exemplos de uma v.a. com distribuicao Uniforme Continua

1. Custo do sinistro em relagao ao valor
da apolice.

2. A posicao na qual a plataforma de
uma colhedora de soja foi danificada
durante a colheita.

3. A longitude de entrada de um
meteorito na Terra.

4. A posicao do ponteiro dos minutos
quando acaba a pilha de um relogio.

5. A posicao de ocorréncia de um
acidente ao longo de uma estrada.

6. A posicao da ruptura do fio de uma
linha de transmissao de eletricidade.

Figura 2. Extraido de www.mamagquinas.com.br.
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http://www.mamaquinas.com.br/page/pt/colheitadeiras/s�rie-s/s780/

Distribuicao Uniforme Continua

Uma v.a. Y tem distribuicao Uniforme Continua quando sua funcao densidade de
probabilidade é dada por

Sl o]

LS = < (<h

Denotamos por Y ~ UC(a, b).

A funcao de distribuicao da Uniforme Continua apresenta forma analitica, obtida por
integracao,

. 1 =
Flyl =Py So) = | gdu= =2

Por fim, a média e a variancia de Y sao

b
u:E(Y)—G;L e o2 = V() =

MO AENINEJWEVERIE Distribuicoes continuas: Uniforme Continua e Exponencial



Grafico da distribuicao Uniforme Continua UFPR

a=0eb=1 a=0eb=2m a=0eb=2 a=leb=5
1.00- —
0.75-
)
kel
3
& 050- ——
c
o)
[a)
0.25-
0.00-
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
Valores de Y

Figura 3. Graficos para a distribuicao Uniforme Continua.
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Exemplo: envase de detergente UFPR

0.006 -

0.004 -
Uma maquina envasa detergente liquido de forma que o
volume tem distribuicao Uniforme Continua com 4900 <
y < 5050 ml. 0000~ ,
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1. Qual a média e variancia do volume de detergente?

2. Qual a proporcao de embalagens com menos de
5000 ml (5L, valor do rétulo)?

3. Se a regulamentacao diz que tolera apenas 10% das
embalagens com volume inferior a 5000 ml, no
B - 5 0.00-
minimo em quanto o fabricante deve deslocar o 4900 4950 5000 5050
intervalo para estar dentro das especificacoes? Volume de detergente (y)
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Figura 4. Graficos da distribuicao
para o exercicio.
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Solucao UFPR
1. Média e variancia sao obtidos aplicando-se as expressoes,

=" o 2
a+b h 4900 + 5050 _ 4975 e o— (b—a) \ (5050 — 4900) _ 1875,

2 2 12 12

2. Pelo grafico da densidade é imediato ver que vale 2/3, mas a conta é

= ~ 5000 — 4900
== = F(8000) = e oos = 0.667.

Fy)

3. Pela inversa da F(y) pode-se determinar o volume y correspondente a proporgao de
0.1,

pi— i) —B0) — = 7= =8 =l y =0 +p (g
y = 4900 + 0.1 - (5050 — 4900) = 4915 ml.

Deve deslocar o intervalo em no minimo m = 5000 — 4915 = 85 ml para ter apenas
10% de embalagens com menos de 5000 ml.
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Geracao de numeros aleatorios

» A mais importante aplicacao de uma v.a. Uniforme
Continua é na Geragao de Niimeros Aleatorios de
outras distribuicoes.

» NUmeros aleatorios sao usados para:

» Embaralhar as cancoes da sua playlist.

» Em filtros do Instagram (jogo das perguntas, que
animal vocé é).

» Calcular probabilidades.
» Realizar integracao de fungoes complexas.

» Fazer simulacoes computacionais de fendmenos
naturais.
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Intuicao sobre a geracao de numeros aleatorios UFPR

F(g) Funcao de distribuicdo de uma v.a. discreta F(y) Funcao de distribuicao de uma v.a. continua
T T T T T T T T T T T T
T i | Le U ~UC(0,1) :
U ~ UC(0,1) (’
=
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Figura 6. Intuicao sobre a geracao de niumeros aleatorios pelo método da inversa da fungao de distribuicao.
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Distribuicao Exponencial
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Caracteristicas de uma v.a. de distribuicao Exponencial UFPR

Uma variavel aleatoria tem distribuicao Exponencial se as seguintes condicoes sao
atendidas.

1. O resultado do experimento aleatorio € uma v.a. nao negativa, ou seja, y > 0.

2. Considerando o caso em que Y é o comprimento do intervalo entre a ocorréncia de
eventos ao longo do tempo (chamadas telefonicas, falhas operacionais, chuva, etc),
0 namero de eventos em intervalos de comprimento fixo e disjuntos tem
distribuicao de Poisson.

3. Decorre de 2 (do processo de Poisson) que a taxa instantanea de risco de um evento
é constante.
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Exemplos de v.a. com distribuicao Exponencial UFPR

1. Tempo de duracao de uma lampada.

2. Tempo até a falha de uma maquina
industrial.

3. Intervalo de tempo entre visualizacoes
de um video no YouTube.

4. O intervalo de tempo entre os pousos
de abelhas em uma colmeia.

5. O intervalo de tempo entre o estouro
de rojoes.

6. Distancia entre fraturas ou buracos no

asfalto de uma rodovia. Figura 7. Explosao de fogos de artificio. Foto de

*As suposicoes precisam ser atendidas. ANrESECEE O Pexcls,
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https://www.pexels.com/photo/photo-of-fireworks-1387577/

Distribuicao Exponencial UFPR
A variavel aleatoria Y tem distribuicao Exponencial de parametro A > 0 se sua funcao
densidade de probabilidade e dada por

fly) = Aexp{—=Ay}, y>0.

Denotamos por Y ~ EXp(A).

A funcao de distribuicao da Exponencial apresenta forma analitica, obtida por integracao,

By =P(Y ) - /9 Aexp{—Au}du =1 —exp{—Ay}.

=9

Por fim, a média e a variancia de Y sao
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Grafico da distribuicao Exponencial
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Figura 8. Graficos para a distribuicao Exponencial.
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Exemplo: duracao de atendimentos

A duracao do atendimento de cada cliente no caixa de um
supermercado tem distribuicao Exponencial com tempo
médio de atendimento de 5 minutos.

1. Determine A.

2. Qual a probabilidade de um atendimento durar
menos de 1 minuto?

3. Se um cliente entra na fila tendo 6 clientes antes
dele, considerando independéncia entre os
atendimentos, em média, quanto tempo ele ira
esperar para ser atendido?

4. Qual a probabilidade de ser atendido antes de 15
minutos?
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Figura 9. Casal passando as
compras no caixa. Foto de Jack
Sparrow no Pexels.


https://www.pexels.com/photo/happy-couple-buying-groceries-4199523/
https://www.pexels.com/photo/happy-couple-buying-groceries-4199523/

Solucao UFPR
1. Aplica-se a formula do valor esperado

=21\ = _A==lilE==l5==0"200);

2. Utiliza-se a funcao de distribuicao
F(1) =1—exp{=0.2-1} = 0.181.

3. Usa-se a propriedade da média. O tempo de atendimento de cada cliente é Y;

(ie{1,..., 6}), assim

E(Yi+--+ Yo) = E(Ya) + - + E(Ys) = 6. E(Y) = 30.

4. A soma de k v.a. Exponenciais independentes € uma v.a. Gama, que sera vista

adiante. Apenas por curiosidade, o resultado é

Ys=Yi+ -+ Y ~ Gama(k, A)
Fy.(15) = 0.084.
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A falta de memoria

» A distribuicao exponencial é empregada na
modelagem do tempo de vida de equipamentos,
componentes, sistemas, etc. em contextos
industriais.

» Da mesma forma, usa-se em contextos méedicos para
modelar o tempo até a cura ou obito de pacientes.

» A distribuicao exponencial tem como caracteristica
a falta de memoria, segundo a qual

P(Y > y+al|Y > y)=P(Y > a), paraqualquera > 0.

Isso também quer dizer que a sua fungao de risco é
constante.
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Figura 10. Celular danificado.
Foto de Skitterphoto no Pexels.


https://www.pexels.com/photo/wrecked-iphone-1388947/

Funcao de risco UFPR

{(y) Funcao de densidade de probabilidade
2, T T T |
. , 4 , — 1)
A funcao de risco de uma v.a. é definida por ke 1— Fly)
07 1 Il T =
f(y) 0 2 4 y
h(y) = E Fungao de distribuicao
o (y)
== L ‘ -
em que f é a funcdo de densidade de pro- ‘! ]
s & . W Je, | | |
babilidade e F a funcao de distribuicao. ; 2 . p
Falta de memoria indica que a propensao hly) e
a falha independe do tempo decorrido. Na 8o |
pratica, a suposicao quer dizer que a chance zi
de um carro velho falhar € a mesma de um ey 5 g b

Carro novo.

Figura 11. Funcao de risco para a distribuicao
Exponencial.
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Relacao entre Exponencial e Poisson
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Se o intervalo entre eventos tem distribuicao Exponencial, entdao o namero de eventos
em intervalos disjuntos de mesmo comprimento tem distribuicao de Poisson.

———f Intervalo entre eventos: Y; ~ Exp(A)

% o O=©OC® } o O=OOGD ©) { o0 O} Tempo

%—/
Nimero de eventos por intervalo: Y5 ~ Pois(A)

Figura 12. Relacao entre Exponencial e Poisson para eventos ao longo do tempo. O intervalo tem tamanho 1.
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Outras relacoes com a Exponencial UFPR

A Exponencial é caso particular de duas outras distribuicoes que serao vistas:

» Distribuicao Gama.
» Distribuicao de Weibull.

Essas distribuicoes generalizam a Exponencial e por isso sao mais flexiveis.

» Tém mais de um parametro.
» Afuncao de risco nao é mais constante.
» Tambem sao aplicadas nos mesmos contextos que a Exponencial.

MO AENINEJWEVERIE Distribuicoes continuas: Uniforme Continua e Exponencial 22



Consideracgoes finais
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Consideracoes finais

Revisao -
» Modelos probabilisticos continuos.

» Distribuicao Uniforme Continua.
» Distribuicao Exponencial. 1

» Fundamentacao e propriedades.
» Exemplos de aplicacao.
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