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Conteddo UFPR

Neste video

» Modelos probabilisticos continuos.
» Lognormal.
» Gama.
» Weibull. Il |
> Beta.

» Fundamentacao e propriedades.

» Exemplos de aplicagao.
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Distribuicao Lognormal

HEOAENNEWEVERIN Distribuicoes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta

Sl o]



Caracteristicas de uma v.a. com distribuicao Lognormal UFPR

A . .. W) (Infy) — 6)°
» Seja Yy uma variavel com distribuicao A W\/ﬂex’){’ 5 }

Normal. Entao, Y = exp{ Yn} tem
distribuicao Lognormal.

» Diferente da Normal, a Lognormal tem
suporte no conjunto dos reais =
positivos e apresenta assimetria. e

» A distribuicao Lognormal, assim como
outras neste material, tem aplicagoes of
na modelagem de variaveis na area de 0 ) 4 6 8 40
confiabilidade e analise de
sobrevivéncia.

T T T
—6=0.00,w=1.00
—0=125w=050 |
—6=075w=025

Figura 1. Distribuicao Lognormal.
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Exemplos de v.a. com distribuicao Lognormal

1. Qualquer variavel que é o exponencial
de uma v.a. Normal.

2. Tempo para a falha de um
equipamento eletronico.

3. Tempo de vida de um paciente apos
um tratamento médico.

4. Intervalo de tempo entre
acionamentos de um gerador de
energia.

5. Intervalo de tempo entre quedas de

Um Servigo web. Figura 2. Interruptores em um quadro de forga.

6. Duracao de um processo judicial. Foto de Pixabay no Pexels.
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Distribuicao Lognormal

Seja Yy ~ N(6, w?). Entdo, Y = exp{ Yy} tem distribuicdo Lognormal com funcéo
densidade de probabilidade dada por

== _(In(y) — 0)°
f(y)—ywmem{ 52 } y > 0.

Denotamos por Y ~ LNor(6, w). 6 € Re w > 0 sao a média e a variancia de uma v.a.
Lognormal e sao chamados de parametros de locagao e dispersao.

A média e variancia de Y sao
w’ 2 2 2
/J=E(Y)=exp{9+2]» e U=V(Y)=exp{29+w}~(exp{w}—1).

A distribuicao nao possui forma fechada para a funcao de distribuicao acumulada.
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Grafico de densidade da Lognormal
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Figura 3. Graficos de densidade para a distribuicao Lognormal.
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Grafico de distribuicao da Lognormal
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Figura 4. Graficos de distribuicao para a Lognormal.
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Exemplo: duracao de atendimentos UFPR

0.20- :
% 0.5-
2 010- :
c 1
N , ) : & 00s- ;
A duracao do atendimento de cada cliente no caixa de um :
4 < o - 0.00-
supermercado tem distribuicao Lognormal com parame- P R
tro de locacao 6 = 1.5 e parametro de dispersao w = 0.5. Tempo de atendimento (y)
1.00- f
[) 1
= - B 2 B os- :
1. Qual a media e variancia da duracao dos 3 '
atendimentos? g i
A ! © 025- !
2. Qual a probabilidade de um atendimento durar & ;
5 0.00-
menos de 5 minutos? PR

Tempo de atendimento (y)

Figura 5. Graficos da distribuicao
para o exercicio.
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Solucao UFPR

1. Aplicam-se as expressoes para média e variancia,

0.5°

0% = exp {2 154 0.52} | (exp {0.52} i 1) R,
2. A probabilidade do referido evento é calculada por

P(Y < 5) = /5 f(y)dy = 0.587.
0

Usa-se algum software de integracao numeérica, planilha eletronica ou linguagem de
programacao, para obté-la.
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Distribuicao Gama
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Caracteristicas de uma v.a. com distribuicao Gama UFPR

» Seja Yy ~ Exp(A) (i e {1,. .., k}) uma fly) = 7y ep{=Ay}
variavel com distribuicao Exponencial.
Entao, Y =Yg + Yoo + - - + Ve tem
distribuicao Gama.

T
031 —r=3A=1 "
G A

— =08, A

02
» A Gama tem suporte no conjunto dos 5

reais positivos, assumindo formas 01f
assimetricas.

» Ela tem aplicagoes na area de =
confiabilidade e analise de i i i M M
sobrevivéncia, assim como a
Lognormal.

Figura 6. Distribuicao Gama.
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Exemplos de v.a. com distribuicao Gama

1.

Soma de v.a. com distribuicao
Exponencial.

. Tempo de carregamento de um navio.

Volume de chuva em dias com
precipitacao.

Tempo de permanéncia de um usuario
em um site.

Distribuicao de idade de animais em
ambiente natural.

Tempo de vida de um paciente apos
transplante.

Distancia dos passes de bola em um
jogo de futebol.

Figura 7. Navio sendo carregado com containers.
Foto de Kai Pilger no Pexels.
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https://www.pexels.com/photo/blue-and-red-cargo-ship-with-crane-1544372/

Distribuicdo Gama UFPR
A variavel aleatoria Y tem distribuicao Gama de parametros r > 0 e A > 0 se sua funcao
densidade de probabilidade e dada por

N
fly) = el y" " exp{—Ay}, y >0,

em que
Nil= / uexpf—u}du com T(r)=(r—1) quandoreN,
0
é a fungao gama (por isso distribuicao Gama).

Denotamos por Y ~ Gama(r, A). Os parametros 4 e r sao chamados de taxa e forma,
respectivamente.

A média e a variancia de Y sao
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Grafico de densidade da Gama
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Figura 8. Graficos de densidade para a Gama.
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Grafico de distribuicao da Gama
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Figura 9. Graficos de distribuicao para a Gama.
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Relacao da Gama com outras distribuicoes UFPR

» A distribuicao Gama tem como caso particular a distribuicao exponencial (4) ao
fixarmos r = 1.

» Dessa relacao, a Gama pode ser obtida como o tempo acumulado para k eventos de
Poisson, uma vez que o intervalo entre eventos € Exponencial.

» A Gama tem mais variedades de formas por ter 2 parametros, permitindo modelar
adequadamente um maior niUmero de variaveis aleatorias que a Exponencial.

» Asoma de v.aa. Gama é Gama, ou seja, se Yq, Y2, - -+, Yk sao variaveis aleatorias
independentes, com distribuicao Gama de parametros r e A, entao

Ysoma = Y1+ Y2+ -+ Y ~ Gama(kr, A).

» A distribuicao Erlang & um caso particular da Gama quando r € um nimero natural,
re{1.2...}

HEOAENNEWEVERIN Distribuicoes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta 17



Exemplo: duracao de atendimentos

A duracao do atendimento de cada cliente no caixa de um
supermercado tem distribuicao Gama com parametro de
forma r = 12 e parametro de taxa A = 2.

1. Qual a média e variancia da duragao dos
atendimentos?

2. Qual a probabilidade de um atendimento durar
menos de 5 minutos?

3. Se um cliente entra na fila tendo 4 clientes antes
dele, considerando independéncia entre os
atendimentos, qual a probabilidade de ser atendido
antes de 20 minutos?
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Figura 10. Graficos da distribuicao
para o exercicio.
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Solucao
1. Aplicam-se as expressoes para média e variancia,

:E:6 B e

> e o 52 S

J7;

2. A probabilidade do referido evento é dada por
5
P(Y <5) = / f(y) dy = 0.303.
0

3. Asomade k va. Y ~ Gama(r, A) independentes € uma v.a. Gama, ou seja,
Yeomb = Y4 + -+ + Yx ~ Gama(kr, A). Dessa forma, sendo r =12e A = 2.

24-12

(4123 —2y}dy = 01 A0
T ) Y exp{—2y} dy

20
P(Veoms < 20) — [0

HEOAENNEWEVERIN Distribuicoes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta
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Parametrizacoes adicionais da Gama UFPR

» Parametrizacao de forma (r) e escala ()

fly) = —Qﬁypwr'f;f{*y/g}, em que A = 1/0.

» Parametrizacao da media (u) e forma (r)

i (r=1). 2
) sl em que = /A,

fly) =

S

» Parametrizacao de moda (y) e desvio-padrao (o)
flg) = % : g(’*” ~exp{—Ay}, emque A= (y +/y2+ 402)/(202) er=1+y-A

» Etem ainda a parametrizacao na forma da familia exponencial de distribuicoes.
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Distribuicao de Weibull
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Caracteristicas de uma v.a. com distribuicao de Weibull UFPR

| . w=5(4)" e {-(4)']
» A Weibull tem suporte no conjunto dos A 9
reais positivos, assumindo formas ]
assimeétricas, com assimetria a direita
e a esquerda.

» Ela tem aplicacoes na area de 2 051
confiabilidade e analise de
sobrevivéncia, assim como a
Lognormal e a Gama. ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

» Tem como caso particular a y
distribuicao Exponencial.
Figura 11. Distribuicao Weibull.
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Exemplos de v.a. com distribuicao Weibull UFPR

1. Duracao de uma cirurgia.

2. Quantidade de residuos industriais na
agua.

3. Altura do nivel da agua de um rio apos
as chuvas.

4. Tempo para eclosao de larvas de
insetos.

5. Tempo para aparecimento de sintomas
de doenca em frutos.

6. Produtividade de leite de um rebanho.

7. Intervalo de tempo entre corridas de Figura 12. Medicos em uma cirurgia. Foto de
£ Pixabay no Pexels.
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Distribuicao de Weibull UFPR
A variavel aleatoria Y tem distribuicao de Weibull de parametros 6 > 0 e B > 0 se sua
funcao densidade de probabilidade € dada por

=5 (5) e~ (§)]. v>0

Denotamos por Y ~ Wei(B, 0). B € chamado de parametro de forma e ¢ € o parametro de
escala.

A média e a variancia de Y sao dadas por

u=E(Y)=6F(1+1) e @°=V(Y)=¢° r(1+2){r(1+1)}2 :
B B B

Diferente das duas anteriores, a Weibull tem expressao fechada para a funcao de
distribuicao acumulada que €

Fly) =1 —exp{—(y/0)°}.
Distribui¢oes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta 24



Grafico da densidade da Weibull
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Figura 13. Grafico da

densidade para a Weibull.
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Grafico de distribuicao da Weibull
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Figura 14. Graficos de distribuicao para a Weibull.
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Exemplo: duracao de atendimentos

A duracao do atendimento de cada cliente no caixa de um
supermercado tem distribuicao de Weibull com parame-
tro de forma 0 = 7 e parametro de escala g = 4.

1. Qual a média e variancia da duragao dos
atendimentos?

2. Qual a probabilidade de um atendimento durar
menos de 5 minutos?

HEOAENNEWEVERIN Distribuicoes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta
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Solucao

1. Aplicam-se as expressoes para média e variancia

u:ﬂ«1+l)=6%5

<,

Sl o]

2. Como a Weibull tem expressao para a funcao de distribuicao acumulada, tem-se

5
P(Y < 5) = /0 fly)dy = (1 — exp{—(5/7)*}) — (1 — exp{—(0/7)*}) = 0.229.

HEOAENNEWEVERIN Distribuicoes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta
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Relacdo da Weibull com outras distribuicoes e parametrizacoes urer

v

A Weibull tem como caso particular a distribuicao Exponencial quando B = 1.

v

A distribuicao de Raleigh também é caso particular quando B = 2.

v

A parametrizacao de média (u) é

fly) =2 (ﬂ)’gf1 -exp{—(y/0)P}, em que 6 = p/(T(1/B) +1).

v

Existem outras parametrizacoes e extensoes para mais parametros.

HEOAENNEWEVERIN Distribuicoes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta 29
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Distribuicao Beta

HEOAENNEWEVERIN Distribuicoes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta 30



Caracteristicas de uma v.a. com distribuicao Beta

» A Beta é uma v.a. continua limitada ao S %
intervalo (0, 1). Dessa forma, serve para "
variaveis que tém essa caracteristica. 30 7

» E uma distribuicdo com 2 parametros
que pode apresentar muitas formas

» Forma simétrica. s
» Assimétrica com moda no interior.

f(y)

» Assimétrica com moda na borda. w ! ! w !

» Forma de banheira. y
» As aplicacoes incluem modelagem de —a=50,=50
variaveis que sao fragdes de nimeros R -
reais como teores vindos de —a=50,8
concentragdes expressas em m/m ou
v/V. Figura 16. Distribuicao Beta.

HEOAENNEWEVERIN Distribuicoes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta
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Exemplos de v.a. com distribuicao Beta

=

Teor de gordura no leite.
Teor de proteina de uma racao animal.
Teor de matéria organica do solo.

Fracao do tempo nadando em uma
prova de triathlon.

5. Fracao de tempo de um jogo de
futebol com bola parada.

6. Concentracao de alcool em uma

cerveja.

>

7. Concentracao de aclcar em um
chocolate. Figura 17. Cerveja sendo servida. Foto de ELEVATE
8. Indices de qualidade de vida. no (e

HEOAENNEWEVERIN Distribuicoes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta 32
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Distribuicao Beta

Sl o]

A variavel aleatoria Y tem distribuicao Beta de parametros a > 0 e B > 0 se sua funcao
densidade de probabilidade é dada por

B )
fly) = B B) Q=fF L 4,
ik . e
(a,B) = m,

é a funcao beta (por isso o nome distribuicao Beta). Denotamos por Y ~ Beta(a, B).

A média e a variancia de Y sao dadas por

i 2l iy ap
F e Al kv(y)*(a+3)z(a+8+1)‘

HEOAENNEWEVERIN Distribuicoes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta
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Grafico da densidade para a Beta

s a=09ep=09
i

a=1eB=09 a=2ePB=09

i

ot

00 025 050 075 100 00 025 050 075 100 O

ot

a=09epB=1 a=lefB=1 a=2eB=1
- B 1.00- B 20- b
. \ 0.75- 15-
3 0.50- 10-
[} - 0.25 - 05-
o - ' ' ' . 0.00-, ' ' ' + 00-y ' ' ' '
g 000 025 050 075 100 000 025 050 075 100 000 025 050 0.75 1.00
‘®
c a=09ep=2 a=leB=2 a=2ef=2
<3 - B 20- B 15- b
Q 4 13- 10-
- 6‘52 05-
- 0.0-, " \ | w 00- \
0. 00 0. 25 0. 50 0. 75 1.0 000 025 050 0.75 1.00 0. OO 0. 25 0. 50 0. 75 1.00
a=09eB=10 a=1eB=10 a=2ef=10
10.0- 4-
10+ 25- i-
0-, T g . 00-, g 0 d 0- 0 T 0
00 02 04 0.6 00 02 04 0.6 00 02 04 0.6
Valores de Y

Figura 18. Grafico da densidade para a Beta.
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Grafico de distribuicdo da Beta UFPR
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Figura 19. Graficos de distribuicao para a Beta.
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Exemplo: teor de gordura no leite

O teor de gordura no leite de um rebanho bovino € uma
variavel com distribuicao Beta com parametros a = 2 e
B = 50.

1. Qual o teor médio de gordura no leite?

2. Qual o percentual de amostras que tera teor de
gordura menor que 10%?

HEOAENNEWEVERIN Distribuicoes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta
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Figura 20. Graficos da
distribuicao para o exercicio.
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Solucao

1. Aplica-se a expressao para a média,

2

2. A probabilidade de referido evento é dada por

0.1
HY§0U=/—fWMy=O%9
0

HEOAENNEWEVERIN Distribuicoes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta
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Notas adicionais

HEOAENNEIWEVERIN Distribuicoes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta
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Reparametrizagoes UFPR

» Como visto, € comum as distribuicoes terem varias parametrizagoes.

» Adistribuicao ainda € a mesma mas a interpretacao dos parametros, expressoes
para média e variancia, mudam conforme cada parametrizagao.

» Aléem de mudar o significado dos parametros e expressoes, muda as propriedades
dos estimadores para os parametros.

» Veja o caso da Exponencial
1 y :
fily) = Aexp{—Ay} e HhHly) = ; exp Ak pois p =jLA

» Esteja atento a isso, portanto, ao usar softwares que tem as distribuigoes
implementadas.

» Faca testes até determinar a parametrizacao que esta sendo utilizada para nao
cometer erros.
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Funcao de risco UFPR

{(y) Funcao de densidade de probabilidade
2, T T T |
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Figura 21. Funcao de risco para a distribuicao
Exponencial.
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Funcoes de risco da Lognormal, Gama e Weibull

Lognormal
f(y)

03-
02-
01-
00- ~ 7 ;

F(y)

1.00-
075~
050-
0.25-
000~/ ' . .

h(y)
04-
03-
0.2-
0.1-
00- ; v i
0 10 20 30
Valores de Y

Gama
f(y)
0.2-
01-
00- | v v ;
0 10 20 30
F(y)
1.00-
0.75-
050~
0.25-
0.00- ; ‘ ' ‘
0 10 20 30
h
03 v
0.2-
01-
00- | i i i
0 10 20 30
Valores de Y

Weibull
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Figura 22. Grafico das fungoes de risco das distribuicoes Lognormal, Gama e Weibull.
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Distribuicoes continuas adicionais

» Behrens-Fisher. » Log-logistic.

» Beta generalizada. » Logistic.

» Birnbaum-Saunders. » Normal Inversa.
» Box-Cox. » Simplex.

» Gama Inversa. » Trapezoidal.

» Gumbel. » Triangular.

» Kumaraswamy. » Tweedie.

» Laplace. » E muitas outras.

HEOAENNEWEVERIN Distribuicoes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta
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Relacionamento entre as distribuicoes vistas UFPR

Discrete
Geomamb Uniform

Negative Beta- Hyper-
Binomial Binomial geometric
~ N /
~ N\ /
S 4 2
CEPoisson } - —(Binumial | | Bemoulii ]
~
N /

/

Figura 23. Relacao entre variaveis
aleatorias. Extraido de
www.johndcook.com/.

Student Double
[ WL {ExponemiaJ
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https://www.johndcook.com/blog/distribution_chart/

Consideracgoes finais

HEOAENNEWEVERIN Distribuicoes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta
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Consideracoes finais

Sl o]

Revisao
» Modelos probabilisticos continuos.

» Lognormal.
» Gama.
» Weibull. |
» Beta.

» Fundamentacao e propriedades.

» Exemplos de aplicacao.

HEOAENNEWEVERIN Distribuicoes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta
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