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Importancia das distribuicoes
multivariadas
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Importancia das distribuicoes multivariadas

Descrever o comportamento conjunto
de varias variaveis aleatorias.

Permitir a analisar de forma
simultanea varias variaveis aleatorias.

Investigar a relacao entre elas.

Usar a informacao de uma para inferir
sobre a outra.

Descrever estruturas de dependéncia
temporal, espacial, genética, etc.

Condensar a informacao de varias
variaveis em um numero reduzido de
fatores latentes.
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Figura 1. Correlacao entre os escores para 0s
estilos de aprendizado determinados para os
alunos de Estatistica Basica.



A distribuicao Multinomial
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Caracteristicas de uma v.a. Multinomial

» Generalizagao da distribuicao Binomial.
» Binomial: 2 resultados mutuamente exclusivos
{0,1}.
» Multinomial: k resultados mutuamente exclusivos.
» Condicoes:
» Suponha n ensaios independentes que podem

apresentar, em cada, apenas um de k possiveis
resultados {Oq, 05, . . ., O}

» Sejam p1,pz2, .-, Dy, GO =N as
probabilidades de observar O;, O,, . . ., O,
respectivamente, que se mantém constantes.

» Seja Y; o namero de vezes que o resultado O;
0COrre Nos n ensaios.

» Dessa forma,

{Yagt . -, Yi} ~ Multinomial(ps, . . ., D, N).
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Exemplos de uma v.a. Multinomial

1. Resultado do arremesso da bola a
cesta:

{errou, fez 1, fez 2, fez 3 pontos}.

2. Acao resultado de uma propaganda
direta por email

{nao viu, acessou, wishlist, compra}.

3. Categoria de veiculo alugado por
cliente em um site

{SUV, Sedan, Hatch, Utilitario, .. .}.
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. Classificacao de um estudante em

relacao a area do Curso

{Exatas, Humanas, Biologicas}.

5. Signo de uma pessoa.
6. Dia da semana de acidente de

trabalho.

7. Grau de uma infracao de transito.
. Estado civil de uma pessoa.



A distribuicao Multinomial

Satisfeitas as condicoes apresentadas anteriormente,

tem-se que a distribuicao do vetor aleatorio {Y;, .. ., Y}
é dada por
& n! 91 Yk
Py, Yk) gﬂ_“_g Pt

:|_|L1gl |_|pl

i=1

Esperanca e variancia para cada componente i sao dados
por

E(Oi) = pi logo E(Yi)=n-p:
V(O) = pi(1—pi)  logo V(Yi)=n-pi(1—pi)
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Exemplo: bolas de gude

Em uma urna ha 2 bolas vermelhas, 3 ver-
des e 5 azuis. Sao selecionadas 4 bolas ao
acaso da urna com reposicao. Qual a proba-
bilidade de retirar 2 verdes e 2 azuis.

Figura 2. Bolas de gude. Fonte:
https://cutt.ly/QhzaxKs.
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Solucao

» Sao n = 4 ensaios independentes.
» As probabilidades sao:

_ 2 e
P1—1O, /32—10 P3—10~

» Deseja-se a probabilidade do
resultado

y1=O, g2=2 = g3=2.
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Usando a funcao de probabilidade, tem-
se

. ik 0 2 2

= Q185



Diferenca entre Multinomial e Binomiais Chon

Multinomial Binomiais
Qual seu chocolate favorito? Qual chocolate o cliente comprou?
Ao leite Meio amargo Branco Ao leite Meio amargo Branco
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A distribuicao Normal Multivariada
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Caracteristicas de um v.a. Normal Multivariada

» Um conjunto de variaveis continuas
nao limitadas.

» Individualmente as variaveis sao
Normais, portanto simétricas.

» Variaveis apresentam relacao linear
entre si.

» Resultam da combinacao de muitos
fatores de pequena contribuicao.

» Caracteristicas genéticas e
morfologicas.

» Tracos latentes.
» Indices econdmicos.
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Figura 3. Diagramas de dispersao para 4
variaveis continuas.



Exemplos de v.a. com distribuicao Normal Multivariada

>

Peso de massa seca, altura de planta e
altura da primeira espiga em uma
planta de mitho.

Peso, comprimento e circunferéncia de
uma banana.

Comprimentos no cranio de um fossil
ou animal.

Variacao de um conjunto de indices
economicos ou mercadorias:
e.g. combustivel.

Traco latente para resolucao de
problemas de fisica, matematica,
guimica, etc.
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Figura 4. Distancias medidas em um peixe para
estudo morfométrico. Fonte:
https://cutt.ly/AhlsOWo.
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Importancia da Normal Multivariada

» Modelar a estrutura de correlacao ou
dependéncia.

» Modelos de séries temporais:
correlacao entre datas.

» Modelos geoestatisticos: correlacao
entre pontos no espaco.

» Modelos genéticos: correlacao entre
caracteristicas.
» Técnicas de analise multivariada.
» Analise de discriminante linear.

» Analise fatorial exploratoria e
confirmatoria.

» Analise de correlacao canonica.
» Analise de variancia multivariada.
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Figura 5. Grafico de valores observados de

matéria organica do solo e o mapa com a
predicao para todo o terreno.



A distribuicao Normal Multivariada UFPR
Um vetor aleatorio continuo Y (p x 1) tem distribuicao Normal multivariada se sua
densidade conjunta é dada por

pl2 1
fly) = () det(Z)~""” exp {—2(9 ) A (TR u)} ,

21
em que
Y1 L 012 (71p
S O B e :
2
Yp Hp g - | b

Denotamos por Y ~ Np(y, L).

A média e variancia do vetor aleatorio sao dados por

BiY)=u e V(Y)£E
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Distribuicdes marginais e condicionais (caso bivariado) UFPR

Distribuicao marginal: A distribuicao marginal de cada elemento de um vetor aleatério
Normal é também Normal. Isto &,

Vi~ N(uirod) i e4ia2).

Distribuicao condicional: A distribuicao condicional de cada elemento de um vetor
aleatorio em relacao ao outro tambem é Normal. Isto é,

RIViSgYs b )| 08 (1.2],

em que
gij 22 oE G Tj
B =it —gbi — B e o F G —
9% 9
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Exemplo: altura de maes e filhas

A altura de maes e filhas adultas segue dis-
tribuicao Normal bivariada com parametros

s 5 49 35
H=l165]" =7 [35 49|
» Dado que uma mae tem 172 cm de

altura, qual a estatura esperada para a
filha quando adulta?

» Qual a probabilidade da filha ter mais
de 180 cm?
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Figura 6. Mae com sua filha. Foto de Pixabay no
Pexels.
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https://www.pexels.com/photo/woman-wearing-black-jacket-holding-girl-508948/

Solucao

» A altura esperada para a filha é
0
Hflm = Hf + %(ym — Um)
=165+ %(172 — 165) = 170.

» Avariancia de Y¢|Y, =172 ¢

2 2

= Ofm * Omf
Uf\m — 0 il

2
Om

Bb - 38
=40 4= ——— 4757,
49

» Eassim@P(Y; > 180|Y,{[=]172)l= 0.074.

HEOAENNESUWAVERIN Distribuicoes Multivariadas

Sl o]

1 1 1 1 1 1
190 o -
0004
180 =
=
£
<
P 0003
[uof — -
g
=
1%}
fuf
S 160 N 0002
©
g
3
=
< 150 o L 0001
140 o - 0,000

T T T T T T
140 150 160 170 180 190

Altura das maes (cm)

Figura 7. Distribuicao Normal bivariada para o
problema da altura de maes e filhas.
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Figura 8. Distribuicao Normal bivariada para o problema da altura de maes e filhas.
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Distribuicdes marginais e condicionais (caso geral) UFPR

Considere a particao do vetor aleatorio Y em dois subvetores complementares de
tamanho p e g. Ou seja,

Y u 2= =
k) B
Yq Hgq Lop Lqq

Distribuicao marginal: A distribuicao marginal de Y, € Normal. Isto &,
Yp ~ Np(pp, Zpp)-

Distribuicdo condicional: A distribuicao condicional de Y, em relacao a Y, € Normal. Isto
él
YolYq =Yg ~ Nplkpjg. Zplq). €M que

i 1
Hplg = Hp + Lpgloq(Ug —Hg) € Ypjg = Xpp — LpgkyqLlop

aq
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Algumas propriedades UFPR

» Correlagao 0 (zero) implica 17)
independéncia. F— B
» Variaveis individualmente o
apresentarem distribuicao Normal 4
nao implica em distribuicao e

Normal conjunta.

Vi

Figura 9. Graficos da densidade da Normal bivariada
com diferentes valores para a correlagao.
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A distribuicao de Dirichlet

HEOAENNESUWAEVERIN Distribuicoes Multivariadas

Sl o]

23



Caracteristicas e exemplos da distribuicao de Dirichlet UFPR

» Generalizacao da distribuicao Beta. 8

» Usada para representar variaveis
continuas limitadas que representam
composicao: variaveis composicionais.

» Teores de argila, silte e areia do solo.

» Composicao de um alimento: % de
carboidrato, proteina, gordura e

-

outros. o
= = . 107 S6rg /

» Distribuicao de valores em uma , L5 1w
carteira de investimento: % em renda 100 90 80 70 60 S0 40 30 20 10 0
fixa, fundos de investimento, COEs. Sand(z:0.05mm)

» Distribuicdo do custo de vida: % Figura 10. Diagrama ternario do solo. Fonte:
alimentagao, moradia, educacao, https://cutt.ly/ohldjs).
saude.
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A distribuicdo de Dirichlet UFPR

Um vetor aleatorio Y tem distribuicao de Dirichlet se a funcao de densidade é dada por

k k
1
f(y i k:Bil—] : y[>OeZy[:1,
i=1 i

em que

k

< o

Big = M, B (o) I el ), o, > 0
r (Zz=1 O(i)
A média e variancia de cada componente do vetor sao
o &l — &) a £
E(V)=2—"—pe W ="2—" &+~ a=) |a

Z/& Qj a+1 " a
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Exemplo: analise de texto UFPR

Topics Documents Topic proportions & assignments

gene 0.04
dna 0.02 s : - sas
Taie 0.0 Seeking Life’s Bare (Genetic) Necessities
e COLD SPRING HARBOR, NEW YOR! “are not all that far apart,” especially in
How many senes does an BRGNS negd to comparison to the 75,000 genes in the hu

——— SRS Lo weck ot the genome meding cagqe. notes Si Anderssay g

here,* two genome researchers with radically  University i STrtwetiimrived 10Wg

different approaches presented complemen- K0 Tt coming up with weT \
life 0.02 cary views of the basic genes needed for i us answer may be more than just o
evolve 06.01 One research team, using computer analy-— numbers TmespazgicullyweTore and

ses 0 compare kiown cenomes, concluded  more e

organism 0.01

that Y\)\] W SIERRIISINS can be sustained with  sequenced. *It may be a way of o
enes, and that the earliest lifeforms any newly sequenced genome,

cquired a mere 128 sones. The s Musheian, a computi o mo
I ather rescarcher mapped genes /7

e biologist at the Nati
in 4 simple parasite and est

arepleney todothe |

brain 0. job—but that anything short
neuron 0. of 100 wouldn't be enough.
nerve 0. Although the numbers don't

- mach precisely, those predictions | e (e
S 3 N / —
Genome Mapping and Sequenc- —
ing, Cold Spring Harbor, New York, Stripping down. Compuler analysis yields an esti-
May 8 1o 12 mate of the minimum modern and ancient genomes
data 0.02

SCIENCE & VOL. 272 ® 24 MAY 1996

number .02
computer 0.01
a00 S

\_/——

Figura 11. llustracao do uso da distribuicao de Dirichlet em modelagem de topicos. Fonte:
https:// cutt.ly/uhzYoWF.
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Alguns cenarios UFPR

Draws from a 3-dimensional Dirichlet with different a

o= (10,10,10)

0y ®o

o E e
L R R
™

o=(10.3,5)

Figura 12. Alguns cenarios para uma variavel de 3 componentes. Fonte:
https://www.r-bloggers.com/2015/0s4/the-non-parametric-bootstrap-as-a-bayesian-model/.
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Consideracgoes finais
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Consideracoes finais

Revisdao
» Importancia das distribuicoes
multivariadas.
» Distribuicao multinomial.
» Distribuicao Normal.
» Distribuicao de Dirichlet.
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Outras distribui¢es multivariadas

| 2

v

v

v

v

v

Multinomial negativa.
Wishart.

Von Mises—Fisher.

t multivariada.
Laplace multivariada
Além de outras.
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