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Estimacao estatistica

Falar sobre populagao Y ~ Dist.,(6)
a partir da observacao da amostra
O(y1,....yn) ~ Dist. Am.4(6).
1. Como expressar incerteza?
Estimacao pontual e intervalar.

2. Amostra? De qual tamanho?
Determinacao do tamanho da
amostra.

3. O que é “estimar bem"?
Propriedades dos estimadores.

4. Como estimar?
Métodos de estimacao.
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Figura 1. Distribuicao amostral de diferentes
estimadores de um parametro.



Estimacao estatistica

1. Estimagao pontual e intervalar.

N

. Propriedades dos estimadores.
» Vicio (ou ndo tendenciosidade).
» Variancia.
» Erro quadratico médio.
» Consisténcia.

w

4. Métodos de estimacao.
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. Determinacao do tamanho da amostra.

Figura 2. Foto de Karolina Grabowska no Pexels.



Notacao e definicoes
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Notacao e definicoes (relembrando) UFPR

(Y, ... Y,): v.a/s independentes e identicamente distribuidas.

» Y; ~ f(6) onde f denota a funcao densidade de probabilidade ou funcao de
probabilidade e 68 = (64, . .., 6,) & um vetor de p parametros populacionais.

T (e - yn) denota o vetor de valores observados da v.a. Y.

v

Uma estatistica 7(Y) pode ser um estimador & de um pardmetro 6 da populacao.

A distribuicao de probabilidade de T(Y) é a distribuicao amostral.
Objeto de inferéncia (frequentista).

v

\4

Objetivo: O que caracteriza bons estimadores? — Propriedades dos estimadores.
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Questoes UFPR

v

O que torna um estimador “bom” em
termos praticos?

» Existe “erro” na estimacgao? Como
medir?

» Quais as propriedades desejaveis de
um estimador?

» Como comparar dois (ou mais)
estimadores?

Figura 3. Foto de cottonbro no Pexels.

AT GRS RIELCNMIM Propriedades dos estimadores 6



Vicio de um estimador
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Estimadores nao viciados

» Um estimador deve fornecer valores
proximos do valor verdadeiro do
parametro que esta sendo estimado.

» Um estimador é nao viciado para 0 se
o valor esperado de 6 for igual a 6.

» Isso quer dizer que a média da
distribuicao amostral de 0 é 6.

» Em certos casos, é possivel determinar
o vicio de um estimador de forma
analitica.

» Em situacoes mais complexas, pode-se
determinar de forma computacional,
por meio de simulacao.
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Figura 4. Foto de icono.com no Pexels.



Definicao

Né&o viciado

O estimador pontual & = To(y1, y2, ..., yn) €
um estimador nao viciado para o parametro
0 se

N

E(0) = 6. S S,

Viciado
Se o0 estimador for viciado ou tendencioso,
entao a diferenca

B(B) = E(B) — 6

é chamada de vicio (bias) do estimador b. C i ———e

Figura 5. Exemplo de estimador viciado e nao
viciado.
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Exemplo: vicio da variancia amostral (analitico)
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Sobre os estimadores da variancia UFPR

» Em Estatistica Descritiva, apresentou-se duas expressoes para a variancia

7: 45 Z?:ﬂyi —7)2 oy Z?:ﬂyi _7)2
n—1 n

v

O denominador n — 1 na expressao da variancia amostral (S?) é o que o torna um
estimador nao viciado para ¢°.

» Portanto, 6% é um estimador viciado.
» Neste caso, o vicio depende do tamanho da amostra
A Il 1
B(6?%) = 100l 0= = ¢
n n

v

Pode nao ser possivel determinar o vicio do estimador de forma analitica.
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Exemplo: vicio de estimadores da variancia (computacional)

Também é possivel determinar o vicio de es-
timadores por simulagao.
Neste caso, procedeu-se da seguinte forma:

1. Extraiu-se kK = 100 amostras de
tamanho n = 6 de uma populagao com
variancia conhecida ¢? = 1.

2. Para cada amostrai e {1,...,k},
determinou-se a estimativa da
variancia usando: S? e 2.

3. Obteve-se a média das estimativas ao
longo das k amostras que é o
equivalente computacional da
esperanca do estimador.
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Valor das estimativas pontuais de cada estimador

Figura 6. Simulacao computacional para o vicio
dos estimadores da variancia.



Exemplo: estimador da meédia com mediana e média aparada urer

v

A distribuicao Normal é simeétrica, Media 10% aparada Mediana
entao média e mediana coincidem.

» A mediana e a média aparada sao
menos influenciadas por valores
extremos.

» Seriam entao bons estimadores?

» Qual o vicio de cada um destes
estimadores?

» Ao lado, simulagao computacional com

1] 110 I S 11 1]
k = 500 amostras aleat()rias de Valor das estimativas pontuais de cada estimador
tamanho n = 20. Figura 7. Simulacio computacional para o vicio

dos estimadores da média: mediana e média
10% aparada.
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Variancia de um estimador
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Variancia de um estimador

» Sejam 0, e 6, estimadores nao
viciados de 6.

» Entdo, E(0;) = E(B2) = 6.
» No entanto, as variancias destas

distribuicoes amostrais podem ser
diferentes.

» E razoavel escolher o estimador que
apresente a menor variancia.
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Figura 8. Distribuicao amostral de dois
estimadores nao viciados.



Exemplo: estimador da meédia com mediana e média aparada urer

» Na simulacao computacional, Media 10% aparada Mediana
Y ~N(u=0,0° =1) e amostras de
tamanho n = 20.

» Os estimadores média 10% aparada
(6,) e mediana (0,) para p tem
variancias

V(&) = 0.0477 e V(B) = 0.0673.

2 Na SImu"a(;ao Obteve_se V(y) 3 00465 1111 N N MR 10 N SRR A U1 101
¥ 1 A s Valor das estimativas pontuais de cada estimador
» Avariancia teorica da media amostral
=S Figura 9. Simulagao computacional para o vicio
& g’ 1 dos estimadores da média: mediana e média
Y(Y) = T 0t 0.05. 10% aparada.
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Exemplo: estimadores da média para v.a. Uniforme Continua

» Nem sempre o estimador “Obvio” € o
melhor estimador.

» O melhor estimador pode depender da
distribuicao da v.a.

» Estimadores concorrentes:
» Média amostral

ol &

n
» Valor médio
A Yy + Y
. 0 : ()
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Estimador E] Média E Ponto médio

Y ~ Normal(0, 1/3)

Y ~ Uniforme(-1, 1)

-08 -04 00 04
Valor das estimativas pontuais de cada estimador

Figura 10. Simulacao computacional para a
variancia de estimadores da média.
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Erro-padrao

E o desvio-padrao da distribuicao amostral do estimador.

» O erro-padrao de um estimador é a raiz quadrada
da variancia do estimador.

va. Y < Variancia: V(Y) < Desvio-padrao:

Estimador: & < Varidncia: V() < Erro-padrao:

» E frequente reportado acompanhando estimativas
pontuais para representar sua incerteza.

Normal, o erro-padrao

multiplicado por um fator (por exemplo +2) define

o0 intervalo de confianca.

» Como visto, quando &
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Table 1: Dependent Variable: Enrollment
Variable Model 1 Model 2 Model 3

il -0.012 0052 -0.156%*
(0.04) (0.06) (0.06)
minority 0.034 0.097*
(0.05) (0.04)

disting 0.439%%%
(0.06)

cons  0.520%FF  0.530%%F 0518+
(0.03) (0.03) (0.02)

N 196 196 196

R? 0.001 0.003 0.235

“p < 0.01, p < 0.05, p<0.1

Figura 11. Tabela
reportando estimativas
e seus erros-padroes.
Extraido de
stackoverflow.com.

18


https://tex.stackexchange.com/questions/165241/adding-significance-levels-under-regression-result-table

Combinando propriedades

Estimador nao viciado de variancia minima (ENVVM)

Se considerarmos todos os estimadores nao viciados de 6, aquele com a menor
variancia sera chamado de estimador nao viciado de variancia minima (ENVVM).

A média amostral

Se Yoz Y, for uma amostra aleatoria de tamanho n, proveniente de uma v.a.

aleatoria de distribuicdo Normal, entdo a média amostral Y = Y7, Y;/n € um ENVVM
para .
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Erro quadratico médio
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Erro quadratico médio UFPR

» Nem sempre se dispoe de estimadores
nao viciados. 6

» Ha situacoes em que estimadores
viciados tém distribuicao amostral
com menor variancia.

» Como escolher o estimador neste caso 0,
conciliando ambos aspectos, vicio e N
variancia?

Figura 12. Distribuicao amostral de dois
estimadores.
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Decomposicao em vicio e variancia UFPR

v

O erro quadratico médio (EQM) é uma medida que concilia vicio e variancia.
O EQM de um estimador & do parametro 6 é definido como

v

EQM(B) = E(O — 6)°.

» Ele pode ser reescrito como funcao da variancia e vicio
EQM(B) = E[8 — E(O) + [E(B) — 6
= V(d) + B%(D)

v

Portanto, o EQM de um estimador nao viciado € a propria variancia.
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Analogia do tiro ao alvo UFPR

Figura 13. Analogia do tiro ao alvo para o erro quadratico médio e sua decomposicao.

AT GRS RIELCNMIM Propriedades dos estimadores 23



llustracao da decomposicao do erro quadratico medio UFPR

EQM(D) = V(0) + B(D)?

,,,,, | k—»EQM )= Q/n) (b -6y’

::;:7 — > Variancia: V(0) = (1/n) ¥.(0, —E())?

Vicio: B(0) = E(0) - 0

Figura 14. A decomposicao do erro quadratico médio.
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Eficiencia relativa de um estimador UFPR

» O erro quadratico médio é uma métrica importante para comparar estimadores.
» Ele é usado para definir a eficiéncia relativa de um estimador comparado a outro,
~ A EQM(B
Efr(0y, 0)) = QTR
EQM(65)

» Sea Efl’(é1, @z) < 1, conclui-se que 0, & um estimador superior a B> e vice-versa.
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Consistéencia de um estimador
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Consisténcia de um estimador UFPR

6
» Nao viés é uma propriedade
desejavel. >
» Pode ser restrita em situagoes mais 56 A= “Ehe aieq A" > g
gerais.
» O viés de um estimador pode ] "
“sumir” quando a amostra <

aumenta de tamanho.

» Consisténcia € uma propriedade
mais geral. SN LA A >>

» Verifica o que acontece com o
estimador quando a amostra h
aumenta de tamanho.

Figura 15. Consisténcia para dois estimadores.
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Consisténcia de um estimador

Verificar a consisténcia de um
estimador nao é trivial.

Precisam da idéia de convergéncia de
v.a.

Um estimador é consistente em
probabilidade se

P(|6—6] >€¢) >0 quando n — oco.

Um estimador é erro quadratico
médio consistente se

"

E(©@ —6)> -0 quando n — oo.
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» Para consisténcia em probabilidade, a

Desigualdade de Chebyshev permite
dizer que
V(0) — 0,

para n — oo,

entdo O é consistente em
probabilidade para 6.

Existem outras formas de consisténcia
— Fisher consistency.

Mais detalhes estao fora do escopo
deste curso.
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Consisténcia do estimador ¢ da variancia UFPR

n
Estimador da variancia usando 6° = Z (yi-¥)?/n com Y ~ Normal(0, 1)

n=3 n=5 n=8 n=13 n=20 n =50

Figura 16. Ilustracao por simulacao computacional da consisténcia para o estimador 42 da variancia.
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Inconsisténcia do estimador & do desvio-padrado UFPR

Estimador da variancia usando & = (y(») ~y(1)) /4 com Y ~ Normal(0, 1)

n=10 n=20 n =50 n =100 n =200 n =500

Figura 17. Ilustracao por simulacao computacional da inconsisténcia do estimador  do desvio-padrao
baseado na regra empirica da amplitude.

AT GBS MIELCNMIM Propriedades dos estimadores 30



Consideracgoes finais
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Notas finais UFPR

v

O estimador ideal ¢ aquele que
captura a informacao da amostra da
forma mais eficiente.

» Deseja-se que seja nao viciado, com a
menor variancia possivel e consistente.

» A maioria dos estimadores vistos aqui
apresentam tais caracteristicas.

» Estimadores “empiricos” podem nao | ———— :
apresenta-las.

< !T'/a S!tU?gqu em que estimadores Figura 18. Distribuicao amostral de diferentes
obvios” sao superados por outros estimadores de um parametro.

devidamente formulados.
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