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Estimacao estatistica

1. Estimagao pontual e intervalar.

2. Determinacao do tamanho da amostra.

3. Propriedades dos estimadores.

4. Métodos de estimacao.
» Método dos momentos.
» Método da maxima verossimilhanca.
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Figura 1. Foto de Kaique Rocha no Pexels.
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Probabilidades versus estimacao UFPR

Tabela 1. Objeto das distribuicoes de probabilidades e da inferéncia estatistica.

Distribuicao de probabilidades Inferéncia Estatistica
Distribuicao conhecida. Distribuicao desconhecida.

2 Parametros conhecidos. Parametros desconhecidos.

3 Obter probabilidades para valores da Obter estimativas dos parametros
v.a.. usando dados observados.

Estimacao: Especificar a distribuicao e estimar parametros a partir dos dados observados.
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Notacao e definicoes (relembrando) UFPR

= S Y,): v.a/s independentes e identicamente distribuidas.

» Y; ~ f(6) onde f denota a funcao densidade de probabilidade ou funcao de
probabilidade e 6 = (64, . .., 6,) € um vetor de p parametros populacionais.

BTN (e yn) denota o vetor de valores observados da v.a. Y.

v

Uma estatistica 7(Y) pode ser um estimador & de um pardmetro 6 da populacao.

A distribuicao de probabilidade de T(Y) é a distribuicdo amostral.
Objeto de inferéncia (frequentista).

v

v

Objetivo: Como obter estimadores? — Métodos de estimacao.
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Como o obter um estimador?

» Existem estimadores “obvios”.
>y =
> p—p.
> S? g2
» Existem estimadores baseados em
regras fisicas, geométricas, etc.
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Figura 2. Foto de Marko Blazevic no Pexels.
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Como o obter um estimador?

» Existem estimadores “0bvios”.
>y =
= =T
= SZ=" g2
» Existem estimadores baseados em
regras fisicas, geomeétricas, etc.
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Figura 3. Foto de Marko Blazevic no Pexels.
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Exemplo: estimador do comprimento de raizes UFPR

A determinacao exata do comprimento de
raizes (C) de plantas é laborioso.

{

“~Primary root “~ Primary root—"

Figura 4. Extraido de Liao Chengsong no

Figura 5. Exemplo da determinacao de
ResearchGate.

comprimento de raizes pelo método da
interseccao.
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https://www.researchgate.net/figure/Comparison-of-maize-plants-with-different-root-systems-at-harvest-A-Control-plant-with_fig1_50213108

Um estimador para o comprimento das raizes

» Um estimador usado na pratica é o

seguinte
C= g Ploh

em que n é o namero de intersecoes
das raizes (linhas solidas) com a
malha (pontos vermelhos), [ é a
distancia entre linhas da malha (linhas
tracejadas).

» Para o exemplo didatico ao lado,
n==84el=0.1que da a estimativa
¢ = 6597

» O comprimento real & 7.072.
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Reconhecendo os componentes para a inferéncia

» Populacao: as raizes.

» Parametro: comprimento total das
raizes.

» Amostra: a forma como as raizes
ficaram dispostas na malha.

» Estatistica: o nimero de interseccoes.
> Estimador:aformula C =72 (- n

» Estimativa: o resultado de aplicar o
estimador aos dados observados na
amostra, no caso ¢ = 6.597.
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Como o obter um estimador?

» Existem estimadores “Obvios”.
>y — L.
e
> S22,
» Existem estimadores baseados em
regras fisicas, geomeétricas, etc.

» De forma mais geral, existem
parametros que nao possuem
estimadores “imediatos”.
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Figura 6. Foto de Marko Blazevic no Pexels.
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Metodo dos momentos
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Método dos momentos

Método proposto por volta de 1887 por
Pafnuty Chebyshev.

Ideia basica é atribuida a Karl Pearson.

Método dos momentos: igualar os
momentos da populagao, que sao
definidos em termos de valores
esperados, aos correspondentes
momentos da amostra.

Os momentos da populagao sao
funcoes de parametros desconhecidos.
Solucao da(s) equacao(oes) sao os
estimadores dos parametros.
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Figura 7. Karl Pearson. Retirado da Wikipedia.
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Momentos UFPR

Sejam Yq, Y, .., Y, v.a's com fdp ou fp f(y; 6).

O k-ésimo momento da populacao (ou momento de distribuicao) é

EYS) =) y¢* fly;6) — vadiscreta,
yeRry

_/ y“fly;9)dy — va. continua.
yERy

O correspondente k-ésimo momento amostral é

1= B
=—E Ak =2 =
mg n1=1gl, c {2 8
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Estimador de momentos

» Sejam Yq, Y, ..., Y, va'scomfdp ou fp
f(y; 8) com p parametros
6=(61,....6,)

» Os estimadores Tg,, . .., Tg, Sao
encontrados igualando o0s primeiros p
momentos populacionais aos
primeiros p momentos amostrais.

» Tal procedimento resulta em um
conjunto de equacoes que deve ser

resolvido.
E(YY ="
E(Y?) =m;
E(Y3) = m3

Prof. Paulo Justiniano Ribeiro Junior [VEele{el [Nl o]
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Figura 8. Pafnuty Lvovich Chebyshev. Retirado da
Wikipedia.



Exemplo: distribuicao de Poisson e Exponencial UFPR

Poisson
e~ AN
y!

Pl U=

» NUmero de parametros: p = 1

» 19 momento populacional:
E(Y)=p=A

» 12 momento amostral: m; = 7.

» Dessa forma,

A= =¥

» A média amostral é o estimador de
momentos do parametro A (média) da
Poisson.
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Exponencial

fly) = texp{—Ay}

Numero de parametros: p = 1

i

v

19 momento populacional:
EQERS =1/
12 momento amostral: m = 7.

v

v

Dessa forma,

A =mq = LB

v

O reciproco da média amostral € o
estimador de momentos do
parametro A (taxa) da Exponencial.



Exemplo: distribuicao Normal UFPR

12 Equagao
» NUumero de
parametros: p = 2.

» 19 momento
populacional:
E(Y") = 1.

» 12 momento amostral:

m1 :g.

» Dessa forma,

A=Y

23 Equacao

» 202 momento populacional: E(Y?) = 12 + o2,
» 20 momento amostral: my = (1/n)Y_1_; y?.
» Dessa forma,

,I n
2 2 2
Sy = — Y
z N
i=1
e resolvendo em ¢ usando o fato que i = Y,

- 7

n n 2 n
1 1 -
i=1 i=1
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Exemplo: distribuicao Gama

r

5
fly) = r(r)yHeXp{—/\y}

» Suponha que » Os estimadores de momentos sao encontrados
Vo Yoo o Y, v.a’'s com resolvendo o sistema de equacgoes
distribuicao Gama de

Sl o]

parametros r e A. o _ 2 % 0
» Os p = 2 primeiros {E v2 g 1 (n+ 1) 1T 5
momentos ) 22 = o W
populacionais da =
Eay=ag » Com a solucao do sistema, 0s estimadores sao
i
r(r+1) LT . o C , 7
P (/AL Y2 Y (Un e
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Exemplo: tempo de atendimento UFPR

Acredita-se que o tempo de atendimento

seja uma distribuicao adequada para des- S A .«
crever o tempo de atendimento de clientes g = | .
no caixa de um supermercado. Uma amos- N ‘_.’._
tra aleatoria de n = 20 atendimentos foi ob- ¢ : e
tida. Os tempos sao 0s seguintes. Ty :._’
| ik
234 403 485 568 7.41 T
239=4:04"4.90" 5.768 /.48 oY ' ' '
7950447~ 5.20~ 5.8817 68 : i - 4
SE0 F 61 524 6.628 8.62 Tempo de atendimento (min)

Estime 95 parametros da distribuicao Gama Figura 9. Grafico de distribuicao acumulada
pelo método dos momentos. empirica com os dados de tempo de
atendimento no caixa.
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Solucao UFPR

S -
[ J
£
8
o ©
g ©
‘S
Aplicando as expressoes, obtém-se g S
g o |
» 7 =809. £ o7 e
B (S) | |
» A= 1.73. = T T T T
2 4 6 8

Tempo de atendimento (min)

Figura 10. A curva da funcao de distribuicao da
Gama como parametros estimados sobreposta
ao grafico da distribuicao empirica.
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Recomendacoes e limitacoes UFPR

Vantagens Desvantagens

» Concepcao simples e intuitiva. » Dificil de expressar a incerteza

» Facil de obter (desde que os
momentos populacionais estejam
disponiveis).

» Em geral, oferece estimadores
consistentes.

» Suposicoes distribucionais nao sao
essenciais.

» Pode ser usado como guia inicial para
outros métodos.

E a base do método dos momentos
generalizados.

v
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associada as estimativas.

Dificil de generalizar para modelos
e/ou estruturas complexas de dados.
Em geral, nao viés nao é garantido.
Eficiencia é dificil de medir e nao é
garantida mesmo para grandes
amostras.

Pode resultar em estimativas fora do
espaco parameétrico.

Precisa que 0s momentos
populacionais sejam passiveis de
calcular.

20



Método de maxima verossimilhanca
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Metodo de maxima verossimilhanca UFPR

» Proposto por Ronald Fisher em 1922.

» £ 0 método mais popular em
estatistica aplicada.

» Ideia geral: Encontrar o conjunto de
valores para os parametros 6 de uma
distribuicao de probabilidade f(y; 8)
gue maximize a “chance” de observar a
amostra de fato observada.

Figura 11. Ronald Fisher. Retirado do Google imagens.

Prof. Paulo Justiniano Ribeiro Junior [VEele{el [Nl o]
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Funcao de verossimilhanca

» Configuragao: Sejam dados y uma realizacao de um v.a. Y com fp ou fdp f(y; 0).

» Funcao de verossimilhanca
L(B) = f(y; 0),

em que f(y; 8) é a funcao de distribuicao conjunta de Y.
» Supondo que as observacoes sao independentes

L&) =[ |f(yi8).
i=1

» Notacao para enfatizar que a verossimilhanca € com o y ja observado

L(B]y).

HEAET TS IIE NN NIl Metodos de estimagao
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Estimacao de populacao por captura e recaptura

Bidlogos foram a campo, capturaram e mar-
caram 21 macacos (m) em uma reserva eco-
logica. Apos 1 mes, eles retornaram e fize-
ram outra captura igual a primeira. Dos 49
(r) macacos capturados, 5 (y) apresentam a
marca. Qual o tamanho da populagao de
macacos (m + n)?

m =2l 9 e — O8N B

Parametro desconhecido: 6 = n
E se n fosse... qual a probabilidade de ob-
servar este resultado y = 57

Prof. Paulo Justiniano Ribeiro junior VETeIe[eEReEN I El1e}

Figura 12. Foto de Pexels.
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Exemplo da estimacao da populacdao de macacos (cont)

L(n]y) =

Prof. Paul

()
(")

(251 ) ! (49n—5)
(")

o0 Justiniano Ribeiro Junior

0.10 015 0.20

0.05

0.00

T T T T T
100 150 200 250 300

Figura 13. Funcao de verossimilhanga para o problema de estimacao
do tamanho da populacao para o problema de captura e recaptura

dos macacos.

Métodos de estimacao
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Funcao de Probabilidade versus de verossimilhanca UFPR
Interpretacoes da funcao conforme o argumento em uso

Figura 14. Funcao de verossimilhanga com o eixo
para y (funcao de probabilidade) e um eixo para
m + n (funcao de verossimilhanca).
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Funcao de log-verossimilhanca e escore UFPR
» Afuncao de log-verossimilhanga é
[(6;y) = In(L(6:y)).

» No caso de observacoes independentes, tem-se

n

UBiy) =) In(L(6;y).

=1

» Funcao escore: Caso de observacoes independentes

bl |
U(e;Y)=§ ﬁlnf(G,Y[), phralll = {1.. .., p}.
]

i=1
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Estimativa e estimador de maxima verossimilhanca

» Estimativa de maxima verossimilhanga: O valor
6 =6b(y)

é a estimativa de maxima verossimilhanca para 6 se L(8) > L(0), V6.

» Estimador de maxima verossimilhanca: Se O(y) é a estimativa de maxima
verossimilhancga, entao

"

o(Y)

é o estimador de maxima verossimilhanca (EMV).

HEAET TS IIE NN NIl Metodos de estimagao
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Exemplo: distribuicao de Poisson

» Se Y; ~ P(A), entao a fp

» Assumindo observacoes independentes, a verosssimilhanca

n

L(}) = |_| W
i 4

» E, dessa forma, a funcao de log-verossimilhanca

() = In(A) Z i nA £ Z In(y;!).
i= =

HEAET TS IIE NN NIl Metodos de estimagao
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Exemplo: distribuicao de Poisson (cont.) UFPR
» Funcao escore (derivada de [(A) em relacao a A)

:}Zgi—n.
=

» Resolvendo em A, temos
Zi
PRI n

» O estimador de maxima verossimilhanca do parametro A da distribuicao Poisson € a
meédia amostral.
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Exemplo: distribuicao exponencial UFPR
Se Y; ~ Exp(A) e a amostra € iid, entao

fly; A) = Aexp{—Ay}

L) = [ | rexp{—Ayi}
i=1
[(A) = nln(A) — A i yi
i1

n n
U(A)Z;—ZinO
=

| n 1
A= ——— = —.
Z?:HJL‘ y

O estimador de maxima verossimilhanca do parametro A € reciproco da media amostral.
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Exemplo: Distribuicao Normal
» Se Y, ~ N(u, 6%), entdo a fdp

119:6 = (.0%) = s exp{ 1)

» Assumindo observacoes independentes, a verosssimilhanca

|

T 1 5
B |_| #—‘W exp ‘[ng(gi — ) ]’ :
i=1

» Log-verossimilhanca

HEAET TS IIE NN NIl Metodos de estimagao
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Exemplo: distribuicao Normal (cont.)

» Funcdo escore (derivada de ((6) em relacao a p)
Un(6) = = i( ,— 1), que resolvendo i = L. i 4
= g’ = Y= Ll u_n[:1 Yi-

» Funcao escore (derivada de ((0) em relacao a ¢?)

n il d I
L) = =l . 2022 Z(g[ —u)?,  que resolvendo 4% =
i=1 =il

HEAET TS IIE NN NIl Metodos de estimagao
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Exemplo: distribuicao Gama UFPR
» Se Y; ~ Gama(r, A), entao a fdp

r

fly:6 = (r, ) = £y’ exp =2}

» Assumindo observacoes independentes, a verosssimilhanca

n g N
L(Q) = |_| r(r)yt { exp{—)\y[} ;
i1
» Log-verossimilhanca

[(8) = nrln(A) — nn(l(r)) — )\i y; + (r —1) i In(y;).
i=1 i=1
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Exemplo: distribuicdo Gama (cont.)

» Funcao escore (derivada de [(8) em relacdo a r)

U.(6) = nln(A ErH rZ In(y) — N&o tem solucdo analitica.

» Funcao escore (derivada de [(6) em relacao a A)

nr

— Y yi, queresolvendo A= —7—.
'Z > i1 Y

» Conclusao: ndo se tem expressao analitica para os estimadores de maxima
verossimilhanca da Gama.
Métodos numeéricos devem ser utilizados.

HEAET TS IIE NN NIl Metodos de estimagao
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Exemplo: tempo de atendimento (cont.) UFPR

Acredita-se que o tempo de atendimento
seja uma distribuicao adequada para des-

234 4.03 4.85 5.68 7.41
239 4.04 490 576 7.48 —
296 417 520 5.88 7.64 2 . .y
330 461 524 6.62 8.2

o
crever o tempo de atendimento de clientes - ; &
no caixa de um supermercado. Uma amos- £ g &~
tra aleatoria de n = 20 atendimentos foi ob- 2 8- s
tida. Os tempos sao 0s seguintes: % x ._f
[ 3
gy »°
3

Tempo de atendimento (min)

Estime os parametros da distribuicao Gama

pelo método da méxima Verossimilhanga Figura 15. Grafico de distribuigéo acumulada
(use software) empirica com os dados de tempo de

atendimento no caixa.
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Solucao UFPR

= =
e ¥
S
s @ |
% > - S
Usando um algoritio numerico ou software 2 E
- . - g o
estatistico, obtém-se =
&[S
> P = 8.288015. o | &
> A =161 i T T T T
e 2 4 6 8

Tempo de atendimento (min)

Figura 16. A curva da funcao de distribuicao da
Gama como parametros estimados sobreposta
ao grafico da distribuicao empirica.
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Recomendacoes e limitacoes UFPR

Vantagens Desvantagens
» Concepcao intuitiva. » Pode ser dificil de obter em termos
» Propriedades assintoticas desejaveis: praticos.
nao-viés e eficiéncia. » De forma geral, requer métodos
» Estimadores consistentes. numericos.
» Metodologia completa para estimacdo * SUPOsicao explicita de uma
e inferéncia (IC e TH). distribuicao de probabilidade.

» £ o0 método de estimacdo mais popular
em estatistica.
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Inferencia completa com a funcao de verossimilhanca UFPR

m +n =205

il
T T

T 164 268

_moon gm+ng
- p(v)—gjﬁ:ﬁ_yﬁm g YOOl

T
300

Figura 17. Funcao de verossimilhanca usada para obter intervalo de confianca.
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Consideracgoes finais
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Comentario finais sobre estimacao estatistica

» Estimacao de parametros emprega
algebra, calculo e métodos numericos.

» No entanto, os métodos sao
conceitualmente faceis de
compreender.

» Momentos: igualar momentos e
resolver.

» Maxima verossimilhanga: maximizar a
chance de observar a amostra.

» Os estimadores ja foram determinados
para 0s principais parametros e
distribuicoes .

HEAET TS IIE NN NIl Metodos de estimagao

» Existem ainda outros métodos de
estimacao.
» Método de minimos quadrados.
» Meétodo da Inferéncia Bayesiana.
» Metodos de estimacao robustos.
» Equacoes de estimacao
generalizadas.
» FEtc.
» Implementados em softwares
estatisticos.
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