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» Experimentos multinomiais.
» Teste y? para aderéncia.
» Teste y? para associacao.

Yes

Sex

Figura 1. Diagrama de mosaico com dados referentes
a tragédia do Titanic.
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Teste y* para aderéncia
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Testes de aderéencia

» Visa determinar se a populacao da
qual provém a amostra tem a
distribuicao de probabilidades
especificada sob hipotese.

» Verifica se 0 “molde” é a apropriado a
amostra.

» Para v.a. qualitativas, veremos o teste
de qui-quadrado.
» Existem outros testes alternativos.
» Kolmogorov-Smirnov.
» Shapiro-Wilk.

» Anderson-Darling. Figura 2. Extraido de kruegerpottery.com.
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https://kruegerpottery.com/products/cd1182

O experimento multinomial UFPR

1. O experimento consiste em n testes idénticos.

2. O resultado é apenas um de k > 1 possiveis classes ou categorias de uma variavel
qualitativa. Ou seja, os resultados sao mutuamente exclusivos.

3. A probabilidade de ocorréncia de cada uma das k classes € pq,p2, .. ., Pk que sao
constantes em todos os testes, sendo que p1 + ... + pr = 1.

4. Os testes sao independentes.

5. Avariavel aleatoria de interesse é o numero de ocorréncias de cada classe (a
frequéncia absoluta) ny, n2, . . ., k.

6. Quando k = 2 tem-se uma variavel aleatoria Binomial.
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Exemplo de v.a. multinomial

Aplica-se a variaveis qualitativas
nominais e ordinais.

Candidato a vereador escolhido por
um eleitor.

Nota da avaliacao de um produto ou
app.
Signo de uma pessoa.

Bebida do cardapio escolhida pelo
cliente.

Grau de escolaridade de gerente.
Tipo sanguineo de uma pessoa.

# T

Urek

Moodle is a good app to use for posting assignments and even taking tests. It's a simple
user friendly interface that | would recommend. Although it would be nice if the developers
could add more font type and size options, as well as more flexible with the fonts; for exam-
ple if I say something like.

Full Review
i@

-edited. It finally can show Microsoft Stream video!- | love this app, but | have 2 problems.
First, it cannot show Microsoft Stream Video. The second problem is when | upload assign-
ment in browser, | can check submission statement (This assignment is my own work, ex-
cept where | have acknowledged th

Full Review

e ‘

It would need perfomance improvernents because it takes too long to load between pages.
If you could fix the notifications that would be great! Also, dont know if the chat feature be-
longs to you or the University Webpage, but that will also need a performance upgrade be-
cause sometimes it freezes. Mor.

Full Review

Figura 3. Printscreen da Google Play para o app

» Categoria de CNH de um motorista. ¥ Moohle!
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O teste de aderéncia sobre probabilidades multinomiais UFPR

» Sejam as hipoteses nula e alternativa » Rejeita-se a hipotese
nula Hy ao nivel de
Ho : p1 = po1. p2 = po2.- . Pk = Pok- significancia a se

H, : pelo menos um p; # poi, i € {1,. .., k}. ; -

X > Xa

» A estatistica de teste é & Gu ol o quAE
a

P i (n; E(,E(.;[))Z il = E(n1))2+. | _+(nk . E(nk))z’ superior da

distribuicao
= Bl E(ne) qui-quadrado com
y ~— k — 1 graus de
em que E(n;) = npo; € a frequencia esperada, ou liberdad S

seja, 0 nimero esperado da classe i assumindo que
a hipotese nula é verdadeira e
n € o tamanho da amostra.
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Exemplo: preferéncia pela marca de pao

» Um supermercado quer estudar a preferéncia dos
clientes quanto a marca de pao.

» S30 3 marcas: A, B e a C (propria do supermercado).

» Existem n = 150 registros de compras dos paes,
onde apenas 1 deles ocorre (condigao para ser
mutuamente exclusivo).

» Assume-se que 0s n = 150 clientes sao uma
amostra aleatoria da populacao de clientes do
supermercado interessadas em paes.

> e desconhecidos) sao a proporcao de , :
P1., P2i= B3 ( ) PrORRIc Figura 4. Foto de Daria Shevtsova
clientes que preferem cada marca. 6 pa

I RUEUNIPVETGIELPAVERIN Testes Qui-quadrado para aderéncia e associagao 8



Aplicacao: a preferencia e igual pelos paes? UFPR

65
» A hipotese nula é Hy : p1 = p» = p3 = 1/3, ou seja, ’%60- Sob Ho
npo; = 50 para qualquer i. LR 2l - - 0.
» Com os dados do grafico, a estatistica de teste é % o -
(42—50)2  (65—50)% (43 — 50)2 :
2 5 r i o
= =l 710), S
4 T B B E g o
£
» O quantil para a = 0.05 com 2 graus de liberdade é g
Xgo5 = 5:991. N A B ¢
» Portanto, rejeita-se a hipotese nula ao nivel Marca de pao
nominal de 5% de significancia. Figura 5. Frequéncia para cada

marca de pao.
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Condicoes requeridas para um teste y? valido UFPR

1. Os dados devem vir de um experimento multinomial. Isso geralmente é satisfeito
quando tem-se uma amostra aleatoria da populacao.

2. Os resultados devem ser mutuamente exclusivos.

3. O tamanho da amostra n é grande. Isso é satisfeito se cada frequéncia esperada,
E(ny), for igual ou maior que 5.

4. E(n;) > 5 € necessario para que a aproximagao da distribuicao amostral da
estatistica do teste usando a qui-quadrado seja boa.

5. Métodos exatos para a avaliacao destas hipoteses existem mas estdo fora do
escopo deste material.
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Intervalo de confianca para as proporcoes
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Para fazer intervalos de confianga para as proporgoes de cada classe, pode-se usar o
que ja foi visto para o caso Binomial, ou seja,

3 D (1N 5.1 — p;
1C1—a(pi) = (Pi—za/Z' ﬂn—pl)rpﬂrza/z' ;Mr)lJJ)

pamsFe {1, .., k}.
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Teste y° para independéncia
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Testes de associacao UFPR

0.20

» Visam determinar a existéncia de
associacao entre duas ou mais
variaveis. "

» Para um par de variaveis qualitativas
(ou categoricas), pode-se usar o teste

de qui-quadrado para independéncia.

» Para um par de variaveis quantitativas
pode-se usar o teste de correlagao de
Pearson.

0.10

Densidade

0.05

0.00

> As suposigoes precisam ser atendidas.  Figura 6. Exemplo da funcio de densidade
- ASSOCia(;aO nao implica causalidade. conjunta de duas variaveis aleatorias continuas.
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Associacao nao implica causalidade

Aumento dos
ataques de
tubardo (Y2)

LY

Aumento da Aumento de 3
temperatura banhistas :
Y
Aumento das
vendas de

sorvete (Y4)

Figura 7. Exemplo de que associagao nao é causa.

Figura 8. Foto de Guy Kawasaki
no Pexels.
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Independéncia entre v.a. qualitativas UFPR

» Agora o interesse esta em testar a independéncia entre duas (ou mais) v.a.
qualitativas: Y1, Y5, ..., e

» Cada uma delas definida a partir de um experimento multinomial. Para o caso de
k = 2, isto &,
Y ~ Mult(p1 ..... pr) pois Y1 € {1 ,,,,, r} e P(Yh = y1i) =p1i
Yo ~Mult(p1,...,pc)  Poisyz € {1,....c} e P(Y2 = yz) = py;.

» Em cada unidade amostral, observa-se a k-upla (Y4
isso & o par (Y4, Y2).

,,,, Yy). Para o caso de k = 2,

» Por simplicidade, sera apresentado o caso para k = 2 variaveis, mas é valido para
e 7
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Exemplo: fralda e cerveja

» O gerente de um supermercado suspeita de uma
curiosa relacao entre venda de fraldas e cerveja.

» Para avaliar tal hipotese, foram extraidas
informacdes sobre presenca de cerveja (Y;) e
presenca de fraldas (¥) na cesta de compras de
n = 313 clientes ao acaso.

Tabela 1. Nimero de compras conforme a presenca de fralda e

cerveja.

Cerveja=0 Cerveja=1 Sum

Fralda = 0 139 4On) 185
Fralda =1 85 438 128 Figura 9. Fotos de Diego Indriago
Sum 224 89 313 e Polina Tankilevitch no Pexels.
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A distribuicao conjunta

Se as variaveis aleatorias forem indepen-
dentes, entdo a distribuicao conjunta é o
produto das distribuicoes marginais. Exem-
plificando,

185 224 @274

Tabela 2. NUmero esperado para a combinagao das
variaveis sob a suposicao de independéncia.

Cerveja=0 Cerveja=1 Sum

Fralda =0 132.396 52.604 185
Fralda =1 91.604 36.396 @ 128
Sum 224,000 89.000 313
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Fralda =0 ' Fralda = 1

Cerveja =0

Sob independéncia

=1

Cerveja

Figura 10. Grafico de mosaico para a compra de
fraldas e cerveja.
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Teste de independéncia para tabela de contingéncia UFPR

» Sejam as hipoteses nula e alternativa » Rejeita-se a hipotese
W/ s nula Ho ao nivel de
Ho :as duas variaveis sao independentes. significancia a se

H, :as duas variaveis nao sao independentes.
2 2
X" > Xa

» A estatistica de teste ¢ S dg X§ é 0 quantil

I BNE 2 superior da
X—ZZ ’j, distribuicio
i=1 o qui-quadrado com
3 (r—1)(c — 1) graus de
em que £, = lula liberdade.

ij, assumindo que a hipotese nula de
independéncia é verdadeira. R; e C; sao os totais de
linha e coluna e n @ o tamanho da amostra.
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Aplicacao

» Para os dados de fralda e cerveja, tem-se a
estatistica de teste determinada por

(139—132.396)2 (85— 91.604)2
132396 | 91.604

(46 — 52.604)? = (43 — 36.396)?
52,604 36.396

_ 2833

2

» Para o nivel de significancia a = 0.05 e
(2—1)(2—1) =1 graus de liberdade o quantil da

qui-quadrado é g5 = 3.841.

» Portanto, ndo rejeita-se a hipotese nula de
independéncia entre as variaveis.
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Figura 11. Quantil da distribuicao
qui-quadrado.



Exercicio: métodos de estudo e desempenho UFPR

Deseja-se determinar se o método de aprendizado re-
moto tem relagao com a aprovacao dos alunos nas disci-
plinas. Os alunos foram classificados conforme o método
predominante de estudo (Y;): apenas por videos, apenas
por listas de exercicios ou ambos. Concomitante a isso,
tem-se a aprovacao dos alunos na disciplina (Y5). Apli-
que o teste com a = 0.05.

Tabela 3. Alunos conforme método predominante de estudo e
aprovagao.

Videos Listas Ambos Sum '
Reprovado 4O 12 3 o Figura 12. Foto de Julia M
Cameron no Pexels.
Aprovado 80 48 8ed 1210
Sum 120 60 9@l 270
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Analise exploratoria

80-
2
g 00- ¢
2 ) =
% Condigéo
.g 40- . Reprovado
<§ . Aprovado
o
(5
i
20- _‘%
s
<
od
Vl’dleos Lisltas Amlbos
Método de estudo
Figura 13. Aprovacao dos alunos conforme método Figura 14. Relagao entre aprovacao dos alunos é
de estudo. meétodo de estudo.
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Solucao

» Para os dados em questao, tem-se a estatistica de
teste determinada por

, (40—126.67)2 (80 —93.33)2

X S " o333
(6 =202 {8~ 7S
g
—18.

» Para o nivel de significancia a = 0.05 e
(2—1)(3—=1) = 2 graus de liberdade, o quantil da
qui-quadrado é g5 = 5.991.

» Portanto, rejeita-se a hipotese nula de
independéncia entre as variaveis.
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N

Figura 15. Quantil da distribuicao
qui-quadrado.
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Condicoes requeridas para um teste y? valido UFPR

1. Os dados devem vir de experimentos multinomiais. Isso geralmente é satisfeito
quando tem-se uma amostra aleatoria da populacao.

2. Em cada variavel, os resultados devem ser mutuamente exclusivos.

3. O tamanho da amostra n é grande. Isso é satisfeito se cada frequéncia esperada,
Eij, for igual ou maior que 5.

4. Ei; > 5 € necessario para que a aproximacao da distribuicao amostral da estatistica
do teste usando a qui-quadrado seja boa.

5. Existem outros métodos mas que estao fora do escopo deste material.
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Consideracgoes finais
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Consideracoes finais
Revisdao

» Experimentos multinomiais.

» Teste x? para aderéncia.
» Teste x? para associacao.

Uk

Testes y’

» A aproximacao da distribuicao y? é

ruim quando n nao é grande.

Na pratica, considera-se que 0s
valores esperados sejam > 5 para
uma aproximacao satisfatoria.

Ao rejeitar a hipotese nula de
independéncia, cuidar para nao
fazer afirmacgoes causais.

Os testes nao sao capazes de

revelar existéncia de relacao de
causalidade.

Para isso existem os experimentos
planejados.
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