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Estrutura da unidade

» Analise de variancia (ANOVA).
» Regressao linear simples.
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Figura 1. Representacoes esquematicas dos
modelos de ANOVA e regressao linear simples.



Notas preliminares

T
¥i ~ N, 0?)

» Sera feita uma apresentacao introdutoria
enfatizando a intuicao e uso da analise de variancia JN

=Y
(ANOVA: analysis of variance). b
» Os aspectos técnicos sao importantes mas a

M2
compreensao dos conceitos tem precedéncia. s
Ha

» Ela sera vista como generalizagao do teste ¢ para
comparar k > 2 meédias.

Populacdes (i)

» A ANOVA é o método central de inferéncia para
Analise de Experimentos Planejados ou Estudos
Experimentais.

» Nao entraremos no contexto do Planejamento de Figura 2. llustracdo de 4

Experimentos. populacoes com médias
diferentes.
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Terminologia UFPR

Populacao
Observacoes feitas em unidades provenien-

tes de populacoes diferentes.

» Estudos observacionais ou amostrais.
» Sem controle de fatores externos ou

de confundimento.
Tratamentos ! ! ! ! ,
Observacoes feitas em unidades que rece-
beram tratamentos diferentes. m

» Estudos experimentais.

» Fatores externos ou de confundimento Figura 3. Unidades onde sao observadas as
sao controlados. resimiag
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Motivacao - comparar varias medias

» O teste t € usado para comparar a média de duas
populacoes.

» Mas na pratica, deseja-se avaliar simultaneamente
igualdade de k > 2 meédias, ou seja,

150 -

100~

Ho:pn=w=-=pg
VS

50-

NUmero de testes entre pares de médias

H, - “ha diferenca em pelo menos algum par”.

2345 8 10 15 20

» Se for aplicado o teste t para todos os pares Namero de médias
possiveis, tem-se (g) testes a serem realizados — Figura 4. Nimero de testes em
muitos testes e dificil interpretacao. fungao do nimero de medias.

RICIRVEINSH I WLNEGIN étodos estatisticos 5



Motivacao - comparar varias medias

» Se a € nivel de significancia em cada teste t, entao

ax = P(“pelo menos um par diferir”

—1— (148

Ho verdadeira)

é a chance de erro tipo | supondo que sao testes
independentes.

» O problema é:

» O numero de testes de pares se torna grande com k.

» Inflaciona a chance de falso positivo com aumento
de k.

» Os testes nao sao independentes.
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Figura 5. Probabilidade de erro
tipo I.



A analise de variancia para kK medias

» A ANOVA para k médias resolve os dois problemas.

» Independente de k, a hipotese Hj € testada em
apenas um teste.

» O nivel de significancia a é controlado neste teste.

» O teste t para amostras independentes com k = 2

quando ¢f = o7 € um caso particular da ANOVA
para um fator.
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Figura 6. llustracao de 4
populacoes com médias

diferentes.



Relacao da ANOVA com teste t
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Relacao da v.a. t comava. £ UFPR

» Foi visto que a v.a.

Y — Ho Ho
& ~ t,sendov=n—1
S/ﬁ Ve=_1}

- 91— Yy
S(U/nm +1/y/n2)

€ a estatistica de teste para hipoteses sobre a média de v.a. Normais.

H
t 2 t,sendov=ns+n —1

» Fava.
_ St
_522

€ a estatistica de teste para hipoteses sobre a razao de variancias de v.a. Normais.

Ho
F i me/l,ﬂzfll
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Como estao conectadas? UFPR

E uma relacdo bem conhecida em Estatistica que

Set~t, entdo t2~ Fy,.

1. Como essas v.a. estao conectadas no contexto de teste de hipotese?
2. Por que o nome analise de variancia se julga hipotese de igualdade entre médias?

Para esclarecer ambos, precisamos mostrar que a estatistica t? & a razao de duas
variancias.
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O caso de uma populacao UFPR
(T — wo)?
2in
» Sob a hipotese nula Hy : 1 = pg, @ quantidade

» Ja que t2 = F, entdo temos que t2 =
= 2
(G — ko)
é um estimador nao viciado de ¢, pois

2
(0]
E[@— ] == logo 6F = n(F - o)’

é um estimador baseado em um Unico desvio independente (grau de liberdade 1).

» E fato que, para fins de estimacdo, o7 € um estimador i) ndo eficiente e ii) Gtil
apenas quando se conhece g (que nao é o caso aqui).
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O caso de uma populacao (cont.)

» Para estimar ¢ usamos o estimador ndo viciado S2.
» Todavia, para uma mesma amostra de dados, tem-se

com 1 GL

com n — 1 GL

como estlmadores de 02, sendo 67 nao viciado apenas sob Hy.
» Além disso, 67 e S? sdo estlmadores independentes.

» Dessa forma,
> (U= n(g—m)f Uﬁ Ho
t°= = = Fla

s2/n 52

€ a razao de duas estimativas independentes de variancia sob Hy.
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O caso de uma populacao (cont.)

A medida que Hy : y = pp € falsa, entdo
0 numerador sera maior que 0
denominador, levando entao a rejeicao
de /—/0.

» S? & um estimador de o2 que ndo
depende de 1y ou da decisao sobre Hp.

v

» Por isso, ele também é chamado de
estimador puro da variancia.

» E dessa forma, 6/? nao é um estimador
puro pois é viciado se Hy nao for
verdadeira.
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UFER
Estimador da variancia sob Hy.
Fornece evidéncia contra Hy.
A2
12 S X
o 1.n=1" Razdo de
( estimadores
independentes
de o?.

Estimador puro da variancia.
Nao depende de Hy.



O caso de duas populacoes UFPR

» O caso de duas populacoes é analogo.
» Considere o teste na condicdo em que o = a5 com Ho : i = fia.

» Pelos mesmos argumentos, tem-se que
= = - BB ning 77
PR p BU O B (wﬂz) 91— %

= 2 f =18 7 ) [ i
&+ )

2
) 52
0, H,
h 0
= i Y

s2

m n

€ a razao de duas estimativas independentes de variancia sob Hp.
» O raciocinio permanece valido para k > 2 e sera detalhado a seguir.
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Consideracoes até aqui UFPR

» Dessa forma, o teste para Hy : 11 = 1» pode ser visto
como a razao de dois estimadores independentes
da variancia.

» Entdo, um teste t para a média pode ser escrito
como teste entre estimadores da variancia.

» Isso justifica o nome analise de variancia porque a
estatistica para testar a igualdade das k médias
sera expressa como razao de duas variancias.

» Detalhes técnicos a parte, a exposicao foi feita para '
justificar a relagao entre ¢ e £ unificando as Elﬁutra 7 FoFt)o dT Startup Stock
abordagens. otos no Pexels.
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A analise de variancia
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Hipoteses e suposicoes UFPR

» A ANOVA testa a hipotese nula de igualdade Yo N
simultanea entre k¥ médias,

%

Ho:p=1tn="-= 4
,YZ
Vs = JN
.z 9 ” ‘g 2 H2 S
H, : “ha diferenca em pelo menos algum par”. g :
on o ~ ~ 1=3| =
» Assume que as variancias das k populagoes sao ‘ e
iguais, /N
Redi==g = e

Ho =i =p3=1n
L

» E que a distribuicao da caracteristica ¥ € Normal,

Figura 8. Ilustracao da hipotese

2 2 2
Y1~ N, 0%), Y2 ~N(pz, 0%, - Ve~ N, 0%, nula e suposicdes da ANOVA.
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Especificacao de modelo UFPR

» Pode-se considerar que sao dois VNG
modelos concorrentes

.

Ho: Yi~N(u,d? i
Y
vs s A
. '§ 12 ’§
Ho: Y ~ N(uio ), i 11 | £ JN £
» Estes modelos sao especificacoes de i |
“molde” usados para gerar os dados ﬂ\ ]
observados. il
= - Ho === Ha : 3pi + pj
» A questao é: qual molde se mostra : ‘ ]
ipais C?l'[lpatlvel? — 0s dados apoiam Figura 9. Modelos concorrentes conforme as
qual hipotese? hipoteses nula e alternativa.
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Notacao de méedias e notacao de efeitos UFPR

» O modelo pode ser escrito com notagao de efeitos 1; = i/ + T, isto &,
W - 1:-02), il @ k},

com a restricao de que ZL g1}
» E as hipoteses se tornam

Hy: 7 =0paratodoie{1,..., kb — Y . 2=0
Vs

Hq: 1+ 0paraalgumie {1,..., Kk} B ZL 7 >
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Ideia geral

Decompor a variabilidade e suas componentes:
1. Desvios das observagoes (y;;) em relagao a média
geral (7 ).
2. Desvios das observagées (y;;) em relagao as suas
médias (7, ).
3. Desvios das médias (g, ) em relagao a média geral

@ ).
0 que leva a igualdade fundamental da ANOVA:

I e

k
) Y =1V =) G -79)P+> ) (yy—7,)°
=1 f ' i=1

=1 =1 i=1

SQtotal SQtratamentos e tuos
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Tratamentos

N -

Valor observado de Y

Figura 10. Valores observados e
curvas representando o modelo.
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llustracao da ideia - cenario 1

Tratamentos

Valor observado de Y

Figura 11. llustracao da decomposicao da soma de quadrados.

Prof. Walmes M. Zeviani

Métodos estatisticos

Valor observado de Y

Tratamento
- 1
-2
-3

- 4

Uk

21



llustracao da ideia - cenario 2 UFPR

20-
19-
18- O
17-
4- o eme 16- _e
810
< 14 Tratamento
» S 13-
=] o 12- - 1
g 3- ome ﬂ 11-
£ S 5. -2
5 «
< T 9- -3
= 3 - 4
k<]
£
2- emeo o a®.

Valor observado de Y Valor observado de Y

Figura 12. llustracao da decomposicao da soma de quadrados.
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Decomposicao em somas de quadrados UFPR

A decomposicao consiste em calcular 3 quantidades

2

(B Ll
sqtotal =) _ ) (yy—=7 ) =) ) yh—C sendo C=2-,

iy = — |
k 2

k
SQtratamentos = Z g, -7 ) = Z Y
SN :

= i=1

k r
SQresiduos = > > (yy;—7,)° = SQtotal — SQtratamentos,
=

em que y;; € o valor na unidade j do tratamento i, y; € o total do tratamento i, 7, éa
meédia do tratamento i, y_ € total geral, y € a media geral, k € o nUmero de tratamentos
e r € o nimero de unidades ou repeticoes de cada tratamento.
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Valor esperado das somas de quadrados UFPR
» O valor esperado da soma de quadrados de tratamentos é

k
E(SQtratamentos) = (k — 1)o” + r) /.
3

» O valor esperado da soma de quadrados de residuos é
E(SQresiduos) = k(r —1)a?.

» Sob a hipotese nula, o termo Y+, 77 = 0 e tem-se dois estimadores
independentes da variancia.

» Para isolar o2 nas expressoes, divide-se pelos graus de liberdade.
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Quadrados médios UFPR
» O quadrado médio ¢é o quociente da soma de quadrados pelos graus de liberdade.
» Dessa forma, os quadrados meédios e seus valores esperados sao

SQtratamentos g

.
Mtratamentos = E(QMtratamentos) = g2 + —— -
Q — — Q ) U+k—1;T“
. SQresiduos <
QMresiduos = SQreguon —  E(QMresiduos) = ¢°.
(- — M)
» A estatistica de teste ¢
SQtratamentos/(k — 1)  QMtratamentos #,
- - ~ Fk_1kir=1)-

SQresiduos/k(r —1) ~ QMresiduos

» Rejeita-se a hipotese nula ao nivel de significancia a quando Fy > F, para graus de
liberdade k — 1 no numerador e k(r — 1) no denominador.
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O quadro de analise de variancia

Sl o]

Tabela 1. Estrutura do quadro de analise de variancia.
Causa GL SQ QM F p-valor
=
B — N =S50t ~ QMtr.
Trat. k—1 SICGT— ?_1 = C_—OMtr = T e aMr B{===Ez0)
b Sar.
R . k(r—1 .= ; Mr. =
esid (r — 1) S8t —SaiF QMr. AT

Total kr—1  SQt —N yseC
j=1

» O quadro de ANOVA organiza todos os elementos mencionados.

» Contém a estatistica de teste, graus de liberdade e a estimativa de o2 dada pelo
quadrado médio dos residuos (QMr).
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Exemplo: estilo musical na producao de poedeiras UFPR

Os dados a seguir sao de um experimento para verificar o
efeito do estilo musical na producao de ovos de galinhas
poedeiras (VIEIRA, 1999, Tabela 7.2, pag. 74). Faca a analise

de variancia considerando a = 5%.

Tabela 2. NiUmero de ovos observado em cada unidade experimental

conforme os estilos musicais.

sertaneja classica popular testemunha
25 24 2B 20
21 31 18 17
29 30 19 8
26 26 » 16
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30-

25-

Numero de ovos

20~

' ' ' '
sertaneja  classica popular  testemunha
Estilo musical

Figura 13. Diagrama de dispersao
do nimero de ovos conforme os
estilos musicais.

27



Solucao

sertaneja  classica popular testemunha

25 24 25 20
21 31 18 17
29 32 19 23
26 26 22 16
yr-= 101~ ga8=113 3= 64 ys =76

C = 374°/16 = 8742.25.
SQtotal =252 412 B | 2BF 1 16° 2874225 = 345.75:
SQtrat = 1012/4 + 11324 + 8424 + 76%/4 — 8742.25 = 208.25.
SQres = 345.75 — 208.25 = 137.5.

2 =1375/44—1)=1146 = s;=/52/r =169
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Solucao UFPR

Tabela 4. Quadro de analise de variancia para o nimero de ovos conforme o estilo musical.

Causa GL SQ Qam F p-valor

Tratamento 3 20825 6942 6.0582 0.0094
Residuos 12 137.50 11.46

Tabela 5. Tabela com as médias para cada estilo musical e intervalos de confianca (nivel de confianca
individual 1 — a = 0.95, lOgO to.os = 2179)

Mlsica Meédia Erropad. LIIC LSIC

sertaneja  25.25 1.69 2156 28.94
clessica 2825 1.69 2456 31.94
popular  21.00 1.69 17.31 2469

testemunha  19.00 1.6% 1581 22.69
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Questoes adicionais - pressupostos

v

A resposta é discreta. Como verificar se
as suposicoes foram violadas?

» Pode-se inspecionar 0s pressupostos
pela analise de residuos.

» Também é possivel aplicar testes de
hipotese para 0s pressupostos.

» Os pressupostos nao devem ser
violados para validade das inferéncias.
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Residuals

+IStandardized residuals|

Residuals vs Fitted
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o3 2
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Fitted values

Standardized residuals

Standardized residuals

0.5 1.3

-0.5

-1.5

0.5 15

-0.5

-1.5

UFPR
Normal Q-Q
T F5%00
n o
=| o0
7 o
-1 o%°
=1 00
402 o5
T T T
—2_g—i 0 1 2

Theoretical Quantiles
Constant Leverage:

Residuals vs Factor Levels

o ° 30 o
| o

= o °
= Sl

° o o

4 o o
= 05 0

R T T T
musita :

sertaneja popular

Factor Level Combinations

Figura 14. Graficos dos residuos.
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Questoes adicionais - detalhamento UFPR

Questoes adicionais
1. Quais estilos musicais diferem da testemunha? 301

2. Quais estilos musicais diferem entre si?

N
a
'

i 7
Principal preocupacao

NUmero de ovos

» Aplicar teste t para cada par tera nivel de
significancia por teste igual a a. 1
» O nivel de significancia global o fica sendo
15-
k sertaneja  cléssica opular testemunha
1— (1 i O’)(Z) < Qe < WMot . Estilor[r;upsilcal e
/ i ) r-. . Figura 15. Médias estimadas para
» Mas e desejavel manter o nivel de significancia o nimero de ovos conforme cada
global em c. estilo musical acompanhadas do

C f . intervalo de confianca.
» LOMO Tazer ISSO¢
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Comparacoes miultiplas de hipotese
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Métodos de comparacoes multiplas de hipotese UFPR

» Sao aplicados apos a rejeicao de Hy pela estatistica
F da ANOVA.

» Sao métodos para corrigir a inflacao do nivel de
significancia global decorrente do teste de um
grande nimero de hipoteses.

» |sso é feito principalmente de duas formas:

1. Corrige-se o p-valor apos os testes de hipotese
individuais para ter nivel de significancia global oy
desejado.

Figura 16. Cena do filme O
2. Emprega-se uma estatistica de teste de hipotese Exterminador do Futuro 2.
que incorpore o nimero de hipoteses para ter nivel
de significancia global «, desejado.
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Opcoes existentes

| 2

Para cada umas das opcoes existem

varios méetodos e variagoes existentes.

Para este curso introdutorio sera
apresentado um exemplo de cada.

» Teste com correcao de Bonferroni.

» Teste de Tukey da diferenca honesta

significativa.

ANOVA com fatores qualitativos e
comparacoes multiplas sao
concomitantes.
Muitos livros introdutorios abordam
apenas ANOVA.

Aqui sera feita a apresentacao para
contemplar as etapas da analise
completa.
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UFPR
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Correcao do p-valor pelo metodo de Bonferroni UFPR

» Agora serao testadas separadamente Cgona =001 gona =005
um conjunto de hipoteses 001071 el Método
0.0075 004 —— Aproximado
Ho : wi = pj para todo i + j. 00050 . — B0

0.0025- 0,014

» Se as hipoteses forem para todos o0s

Qindividual

pares possiveis de i, j € {1, .., k}, ja 0.100- o 020 e
foi visto que totalizam u = (5). o07s- o15-
» Dado um nivel de significancia global, 0050- 0.0-
para p hipoteses independentes, o 0.025- 0.05-
nivel de significancia individual (a) O S 506 b 1
co rrigi d 0 é NUmero de hipéteses independentes (p)

Figura 18. Nivel de confianca individual como
ay-=1— (1 — a)Pisilogo funcao no nimero de hipoteses e do nivel de

f lobal.
ar= 1 _(1 _O{p)wp = O(p/P. conflanca globa
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Aplicacao UFPR

» Dessa forma, o p-valor do teste t individual &€ multiplicado por p para corrigir pela
quantidade de hipoteses.

» Para o exemplo, k = 4 e, portanto, p = 6 hipoteses considerando a diferenca entre
todos os pares de médias.

Tabela 6. Niveis descritivos (p-valores) sem correlagdo para o nimero de hipoteses e com correcao de
Bonferroni.

Hipotese Dif. Erro pad. t p-val. p-val. Bonf.

classica - sertaneja 3.00 2.39 1.25 0234 1.000
popular - sertaneja —4.25 239 —1.78 0.101 0.607
testemunha - sertaneja —6.25 239 —-261 0.023 0.137
popular - classica —7.25 239 —-3.03 0.010 0.063
testemunha - classica —9.25 239 —386 0.002 0.014
testemunha - popular —2.00 239 —-084 0420 1.000
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Comparacoes multiplas pelo teste de Tukey UFPR

» Outra opcao é trocar a estatistica de teste — outra distribuicdo amostral.
» Pelo teste de Tukey, rejeita-se a hipotese de igualdade de duas médias quando

q abs(y; —7;)  abs(y; —7,) i
U= = ey vk
ep(y; — 7) /252 .

em que g4« € quantil superior da distribuicao da amplitude total studentizada e
ep(.) denota erro-padrao.

» Ou Seja, nao se usa mais a distribuicao t mas sim esta que incorpora o namero de
tratamentos (k) como parametro.

» Pelo uso desta estatistica de teste se faz o controle para manter o nivel de
significancia global no valor desejado.
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Aplicacao UFPR
» Para o exemplo em maos, o valor critico do teste é (de tabela ou software)
4o.0512,4 = 4199 que € maior que  p.02512 = 2.179

fazendo com que a evidéncia necessaria para rejeicao de Hy seja maior.

Tabela 7. Niveis descritivos (p-valores) sem correlacdo para o nimero de hipoteses e pelo teste de Tukey.

Hipotese BN Egismad. Nosval go p-val. Tukey

classica - sertaneja 3.00 239 0.234 iz 0.607
popular - sertaneja —4.25 2139 10161 —251 0.331
testemunha - sertaneja  —6.25 239 =0/028 —3.69 0.092
popular - classica —7.25 239 0010 -—-4.28 0.045
testemunha - classica —9.25 239 0.002 -—5.47 0.010
testemunha - popular —2.00 239 0420 -—-1.18 0.837
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O impacto das correcoes nos intervalos de confianca UFPR

testemunha - sertaneja - L

testemunha — popular - L ; . | y

1
1
o } i ¥ Método
@ testemunha - classica - f 1 :
4 ] ~o~ Bonf.
o) 1
o -t
T I tanej F [ e |
popular - sertaneja I L [ { ~o— Tukey
1
1
fei b "
popular - classica - ' 1
1
1
1
. I T i T i
classica - sertaneja - ! ; 1 i
1
' | '
-10 0 10

Diferenca entre médias

Figura 19. Amplitude dos intervalos de confianca para a diferenca entre médias de acordo com os métodos
de correcao para a multiplicidade.
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Outras abordagens para tratar a multiplicidade UFPR

» Existem varias abordagens similares a de Bonferroni.
» False discovery rate.
Método Holm-Bonferroni.
Método single-step.
Entre outras.
» Existem varios testes com propostas similares ao Tukey.
Teste de Duncan.
Teste de Student-Newman-Keuls.
Teste de Scheffe.
» Entre outros.
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» Detalhes sobre os procedimentos estao fora do escopo deste curso.
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Consideracgoes finais
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Anova com mais de um fator

» A ANOVA é o principal méetodo de
inferéncia para estudos experimentais
ou experimentos planejados.

» Com ela é possivel avaliar o efeito de
mais de um fator além de determinar
existéncia de interagao entre fatores.

» Interacao: o resultado nao é apenas a
soma dos efeitos dos tratamentos —
existe sinergismo, antagonismo, etc.
entre eles.

» Experimentos fatoriais empregam a
combinacao de varios fatores.
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Figura 20. Ilustragao de um experimento que
estuda a combinacao de 3 fatores na remogao
de manchas.
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Planejamento e analise de experimentos UFPR

» Planejamento e Analise de
Experimentos, Delineamento de
Experimentos ou Estatistica
Experimental € uma area da Estatistica
voltada a construcao, implantacao,
conducao, analise e interpretacao de
experimentos planejados.

» Estudos experimentais geralmente
permitem afirmar causalidade.

» Tem origem predominantemente
agricola, mas é usado em todas as
areas da Ciéncia.

» Estuda principalmente os
delineamentos experimentais.
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Figura 21. Ilustracao de um experimento de
campo em delineamento de blocos casualizados
completos.
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Estrutura da unidade

» Analise de variancia (ANOVA).
» Regressao linear simples.
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Figura 22. Ilustracao dos assuntos desta
Unidade.
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