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Estrutura da unidade

» Analise de variancia (ANOVA).
» Regressao linear simples.
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x=10 x=20 x=30 x=40

Figura 1. Representacoes esquematicas dos
modelos de ANOVA e regressao linear simples.



Motivacao

» Problema: Estudar a relacao entre
duas variaveis quantitativas x e y.

» Procura-se uma funcao de x que
aproxime y em algum sentido,

y = f(x; B).

» Em geral, a aproximagao nao sera
perfeita:

» Variacao acidental ou aleatoria.
» Falta de informacao sobre y em x.
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Figura 2. Foto de George Becker no Pexels.



Motivacao
» Cada observacao € decomposta em
duas partes: a previsivel e a aleatoria

(observacao) = (previsivel)+(aleatoria). 0

» Previsivel — reflete o conhecimento .
sobre o fendomeno (uma fungao 0-
matematica). g

-30-

» Aleatoria — deve seguir algum
modelo de probabilidade.

» Em notacao matematica, temos

y="1xpB) +e b

onde e segue alguma distribuicao de Figura 3. Exemplos de modelos matematicos.
probabilidade.
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Exemplo 1

E de interesse entender a relacao entre as
variaveis altura (x) e peso (y). Temos a se-

guinte amostra

Altura

165
168
170
175
178

» Modelo constante: y = p+ e.
» Modelo linear: y = By + BiAltura + e.
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Figura 4. Diagramas de dispersao e exemplos de
modelos para descrever a relacao entre y e x.



Comentarios

v

Peso € a variavel dependente ou resposta que depende linearmente da Altura.

v

A variavel Altura é chamada de explicativa ou covariavel ou independente.

v

Em ambos os modelos temos parametros que precisam ser estimados.
O erro nos modelos é dado por

v

E=Yy—p
e =y — (Bo + BAltura).

v

Note que, o erro no segundo modelo deve diminuir, pois agora
e = f(attera, sexo, idade, pais, . . ),

ou seja, incorporamos uma informagao (extra) para explicar o peso.
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Modelos de Regressao UFPR

» Analise de regressao: Técnica
estatistica que analisa as relagoes
entre uma Unica variavel dependente
e uma ou mais variaveis
independentes.

» Objetivo: Estudar as relacoes entre as
variaveis, a partir de um modelo
matematico, permitindo estimar o 2f
valor de uma variavel a partir da outra.

» Problema: Definir a forma da relacao
existente entre as variaveis.

02 ‘.
04 <
06 (g

Figura 5. llustracao dos modelos de regressao
Normal e nao Normal.

IANELHITS IR E\M Vctodos estatisticos 7



Modelos de Regressao: Descrevendo a variacao da média UFPR

Reta Quadratico
» Algumas possiveis relacoes: 5./ _2:/—\
> Reta y = fy + pix. °l -10-
» Quadratico y = By + Bix + Baox’. ’ msico ‘ : Sazinal :
» Cabico y = By + Bix + Bax? + B3x°. 10 o]
» Sazonal >§33/_/ 2:\/\/\/\/\/\/\N
y = Bo + B cos(2mx/s) + Bo sin(27x/s). R S A
» Exponencial y = By exp(Bix). Eeonciolil ECovitco
» Logistico 2/ g;ﬁ:f
y = exp(Bo + Bix)/(1 + exp(Bo + Bix)). e
» Variavel dependente (y) sera predita a ST T

partir da relagao com x. Figura 6. Exemplos de modelos matematicos.
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Regressao linear UFPR

» No modelo de regressao linear assumimos que a variavel resposta possui relagao
linear com as variaveis explicativas.

» Modelo de regressao linear simples — associa uma Unica variavel explicativa (x) a
variavel dependente (y),
B — NN« e

» Modelo de regressao linear miltipla — associa p variaveis explicativas para
descrever o comportamento da resposta

y=PBo+Bixi+Bxa+ ...+ Baxp+ e
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Regressao linear simples (formulacdo matematica)

» Sejam y; e x; observacoes da variavel resposta e explicativa, para i = 1
O interesse e descrever y como uma funcao linear de x,

v

yi = Bo+ Pixi +€i

v

Note que o erro e € uma funcao dos parametros gy e Bs.

v

Precisamos de um critério para encontrar By e 51 “0timos” em algum sentido.

v

Critério de minimos quadrados: encontrar gy e 5 tal que

n

SQ(Bo. B1) = Y _(yi — (Bo + Bixi))’

i=1

seja a menor possivel.
» Equacao (1) é chamada de soma de quadrados (SQ).
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Regressao linear simples (formulacdo matematica)

» Como obter By e B que minimizam a

SQ?

» Abordagem padrao é usar calculo 40
diferencial.

» Obter o vetor gradiente em relacao a
bo € Bi.

» Resolver o sistema linear resultante
(igualar a zero e isolar By e B1). O}

20 |

y: resposta

T T T
Componente

deterministico

Componente
aleatorio (e)

» Vou mostrar os passos basicos apenas
por curiosidade.

» Em termos praticos usamos as
equacoes resultantes ou softwares
estatisticos.

linear simples.
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2 4 6 8 10

x: preditora

14

Figura 7. Componentes do modelo de regressao



Vetor gradiente UFPR
» Chame y; — (Bo + Bixi) = €.
» Chame By + Bix; = pi.

V1 (Bo.B1) = (‘9’“52;3”1?52;'”“52,“”71?522’) |
em que D
ﬂi@:%;g:z;q
gg; = @iﬁoﬁo + B Sl
gg; = %Bo + Bixi = xi.
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Vetor gradiente

» Vetor gradiente,

—7 Z(y <
i=1

» Resolver o sistema de equacgoes:
_zz(y L

i=1
_zz(y i

i=1
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» Pela Eq. (1), temos

Bo=T7—Bix.

» Substituindo Eq.(3) na

Eq. (2) e resolvendo
em p; (apos muita
manipulagao), temos

3 1 Yty —nX g

TR — nxEll



llustracao do procedimento de minimos quadrados

SSE(Bo. 1)

//—,—.-_\

=)

==
e ————

Figura 8. Superficie da soma de quadrados como funcao dos parametros.
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Exemplo 1 (cont.)

Temos as seguintes estatisticas amostrais
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n n
Y xiyy="5423, ) _x¢ =-46658,
i=1 i=1

b — (VAR () [

Assim, By € B sdo

s | -042388 5 10 -83.20

& — ool

9.5 —1926(1788%

Pt = 26655 =5 (171.20)2

~ 110.80

Bo = 63.20 —1.261733 - 171.20 = —152.8087.

IANELHITS IR E\M Vctodos estatisticos



Exemplo 1 (cont.) UFPR

80-

» Valores preditos 70- :
§ = Bo+Bixi T
60 -
» Qual o peso esperado de uma pessoa 8
de 1.70?
—152.809 + 1.262 - 170 = 61.731. %01
léO léS 17‘0 1;5 léO lé5
Altura

Figura 9. Diagrama de dispersao e reta ajustada.
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Regressao linear simples (formulacado estatistica)

>

Sejam Y; v.a. independentes e x; uma
variavel explicatica conhecida.

Regressao linear simples — modelo
estatistico

Yi ~ N(ui, o).

Note que E(Y;) = u; = Bo + Bix:.
De forma equivalente, temos

Y = Bo+Bixi+e, emque ¢ ~ N(O, o).

Estimagao — minimos quadrados =
maxima verossimilhanca.
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Figura 10. Modelo de regressao linear simples



Interpretacao dos parametros

» B (intercepto) representa o ponto
onde a reta corta o eixo y (na maioria
das vezes nao possui interpretacao
pratica).

» B (coeficiente angular) representa a
variabilidade em y causada pelo
aumento de uma unidade em x. Além
disso,

» By > 0 mostra que com 0 aumento de
x, também ha um aumento em y.

» By = 0 mostra que nao ha efeito de x
sobre y.

» B < 0 mostra que com a aumento de
x, ha um decréscimo em y.
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Figura 11. Interpretacao dos coeficientes de
regressao.
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Avaliacao do modelo de regressao
Quadro de ANOVA para a regressao linear simples
» Note que na formulacdo estatistica obtemos By e B.
» Sao estimativas/estimadores dos verdadeiros parametros Sy e B1.
O principal teste de interesse é verificar se a covariavel influencia na resposta.

v

v

Em termos de teste de hipoteses,

/—/01/9120 VS /—/0231%0.

v

Caso Hy nao seja rejeitada, adotamos o modelo

Modeloo: Yi=By+¢& =i+ €.

v

Caso Hp seja rejeitada, o modelo é
Modelo 1: Y; = By + Bix; + €.
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Quadro de ANOVA para a regressao linear simples UFPR
» Baseado no Modelo 0 obtemos a soma de quadrados total

n
SQT=> (i—-Y~
i—1
» Baseado no Modelo 1 obtemos a soma de quadrados residual

SQRes = Y (¥; — By — Bixi)”.

i=1

» A diferenga SQT - SQRes € o que chamamos de soma de quadrados da regressao

SQReg = SQT —SQRes = 57 > | (x. — X)*.

i=1
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Decomposicao da soma de quadrados

» Note que

SQT = SQReg + SQRes.

» Relagao importante

Yyi—9 = (yi—§)+(:—7) = & +(g:—7).

» Desvio de uma observacao em relagao
a média = desvio da observacao em
relacao a reta de regressao + desvio
do valor ajustado em relacao a média.
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total
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Figura 12. Decomposicao da variagao dos dados
na regressao linear simples.
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Quadro de ANOVA para a regressao linear simples

v

Importante notar que temos somas de quadrados — Qui-quadrado.
Na SQT temos n — 1 graus de liberdade (estimamos apenas Y).

Na SQRes temos n — 2 graus de liberdade (estimamos By e B1).
Assim, chegamos aos chamados quadrados médios

\4

v

v

w il 52 BPOMRAS =

MT =
Q n—1 n—2

e QMReg =

b QMR
Chegamos na estatistica F = QMREE ~ =1 — 28

v
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1
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Quadro de ANOVA para a regressao linear simples UFPR

» Quadro de ANOVA

Fonte de variagao GL SQ QM F

Regressao 1 SQReg QMReg QMReg/QMRes
Residual n-2 SQRes QMRes

Total =1 S

» Coeficiente de determinagao ¢ o percentual da variabilidade da resposta explicada
pelo modelo, ou seja,
R2 _ SQReg.
$QT

IANELHITS IR E\M Vctodos estatisticos 23



Exemplo 1 (cont.) UFPR

Vamos montar o quadro da ANOVA.

» Soma de quadrados da regressao SQReg = B7 Y 7, (x; — X)?
SQReg = 1.261733%((165 — 171.2)% + . .. + (178 — 171.2)%) = 176.3903.
» Soma de quadrados dos residuos SQres = ¥ " (y; — Bo — Bix))%.
SQRes = (55 — (—152.809+1.262-165)) 4 . . .+ (71 — (—152.809 + 1.262-178))? = 16.41.

OBS: Na pratica, pode-se calcular a SQT e SQReg e obter SQRes pela diferenca SQT -
SQReg.
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Quadro da ANOVA

» Interpretacao é feita como qualquer teste de hipotese.

» O F critico para 95% de confianca neste caso € 10.12.
Fonte de variacao  GL SQ QM F
Regressao 1 176.39 176.39 32.24
Residual 52  16.41 5.47
Total 5-1  192.80

v

Concluimos que a covariavel Altura influencia a resposta Peso.
O coeficiente de determinacdo é R? = 12833 = 0.9148.

v
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Exemplo 2

Atabela a seguir relaciona as distancias per-
corridas por carros (km) e seu consumo de
combustivel (litros), em uma amostra de 10
Carros nNovos.

Dist Cons Dist. Cons.
20 1.33 80 6.15
60  5.45 70 41
d5e-=1166 73 [3#5.00
45 = 3.46 28 2095
35 2.92 85 6.54
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Faca um diagrama de dispersao.
Trace um modelo linear
aproximado.

Estime os parametros By e f.
Monte o quadro de ANOVA.

Interprete o resultado. Pode-se
concluir que para percursos mais
longos ha maior consumo de
combustivel?

Faca uma predi¢ao do consumo de
combustivel para uma distancia de
50 km.
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Exemplo 2 (cont.) UFPR

Diagrama de dispersao e reta ajustada

0.5716 + 0.0663 Distancia

Consumo

25 50 75
Distancia

Figura 13. Diagrama de dispersao e reta ajustada.
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Exemplo 2 (cont.) UFPR

Estatisticas amostrais

n

n
> xiyi = 2419.60, x? = 32113
=l i=1

=50 NN — S
Assim, By € By sdo

» 241960 —10-51.10-3.957  397.573
' AN B8 512 T 60089

= 0.0663.

/@0 = 3.957-— 0.0663': 51.10{= 0.5716.
Consumo para distancia de 50km — 0.5716 + 0.0663 - 50 = 3.8841.
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Exemplo 2 (cont.) UFPR

Vamos montar o quadro da ANOVA.

» Soma de quadrados da regressao SQReg = B7 Y 1 (x; — X)?

SQReg = 0.0663%((20 — 51.1)2 + . .. + (85 — 51.2)%) = 26.3383,

» Soma de quadrados dos residuos SQres =Y [, (y; =, — Bm)

SQRes = (1.33 —(0.5715 +0.0663 - 20))* + . . . + (6.54 — (0.5715 4 0.0663 - 85))> = 2.9951.
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Exemplo 2 (cont.) UFPR

» Interpretacao é feito como qualquer teste de hipotese.

» O F critico para 95% de confianca neste caso € 5.31.
Fonte de variacao GL SQ QM F
Regressao 1 26.34 2634 70.35
Residual BR 00 (g7
Total 2D .33

v

Concluimos que a covariavel Distancia influencia a resposta Consumo.

0 coeficiente de determinacdo é R? = 2332 = 0.8980.

v
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Inferéncia completa UFPR

8-
6-
o
1S
34
=
o
o
2
0.
25 50 75
Distancia

Figura 14. Diagrama de dispersao, reta ajustada e intervalo de confianca de predicao
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Resumo

» Modelos de regressao sao as
ferramentas estatisticas mais
populares.

» Aplicacoes aparecem em
praticamente todas as areas da
ciéncia.

» Existem diversas variacoes dos
modelos de regressao:

» Linear maltiplo.

» Modelos lineares generalizados.
» Modelos aditivos generalizados.
>

Modelos para multiplas
respostas.

» Muito mais!!
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Distribuicao
@O+ Normal, blnom\at
Poisson, beta, .
ia Fatores ex| enmentals
Rela Sl ©<Posta B Y‘X s Tals s de?/anagao
@ /,
= n(x, 9
Quantidade ., Parametros
Média, quanm <{, Empiricos, interpretaveis.
parametro
i Fulnc;ao -G Explicativa
sen{.”peaargrﬁi?né’;ea’ Métrica, categorica.

Figura 15. Resumo modelos de regressao.
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Estrutura da unidade UFPR

» Analise de variancia (ANOVA).
» Regressao linear simples.

x=10 x=20 x=30 x=40

Figura 16. Representacoes esquematicas dos
modelos de ANOVA e regressao linear simples.
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