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Modelo Dinamico O modelo dinamico mais simples

O modelo dindmico mais simples

o Yt = 0!’ + v, com vy ~ N(O, Vt)
e t9t = gf)@t_l + wg, com wy ~ N(O’ Wt)
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Modelo Dinamico O modelo dinamico mais simples

O modelo dindmico mais simples

o Yt = 0!’ + v, com vy ~ N(O, Vt)
e t9t = gbet,l + wg, com wy ~ N(O, Wt)

@ Com V;=0e0< ¢ <1 temos um modelo AR1
@ Com ¢ =1 temos um passeio aleatério para 6

o Comop=1e % ~ 0, y; serad parecido com y;_1.
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Modelo Dinamico O modelo dinamico mais simples

O modelo dindmico mais simples na forma geral

@ Modelo Dinamico Linear

@ Observacoes
ye = Fibr + v, ve ~ N(O, V)

@ Estados
0y = Gebr—1 + We, Wi~ N(07 Wt)
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Modelo Dinamico O modelo dinamico mais simples

O modelo dindmico mais simples na forma geral

@ Modelo Dinamico Linear
@ Observacoes
ye = Fibr + v, ve ~ N(O, V)

@ Estados
Or = GeOp1 + we, wy ~ N(07 Wt)
@ O modelo simples

O Observagdes: y; = 0; + v¢, com v; ~ N(0, V;)
@ Estados: 6; = ¢p0;_1 + wy, com wy ~ N(0, W;)

u < Ceantomacda
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Modelo Dinamico O modelo dinamico mais simples

O modelo dindmico mais simples na forma geral

@ Modelo Dinamico Linear

@ Observacoes
ye = Fib: +ve, ve ~ N(O, V¢)

@ Estados
Or = GeOp1 + we, wy ~ N(07 Wt)

@ O modelo simples
O Observagdes: y; = 0; + v¢, com v; ~ N(0, V;)
@ Estados: 6; = ¢p0;_1 + wy, com wy ~ N(0, W;)

e y;: dados observaveis

o F; =1, escalar fixado

o 0;: intercepto variando no tempo
e v;: erro de observagdo no tempo t
o w;: erros do estado latente

o

G; = ¢, escalar controlando evolug3o de 6 (@
=/
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Modelo Dinamico Modelo de crescimento

Modelo de crescimento

@ Observacdes
Yt =ar+ v, ve~ N(O,V)

@ Estados
o ap =1+ Pro1 +wly, wlp ~ N(O,U%)
o B¢ = fe_1+ w2, w2, ~ N(0,03)
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Modelo Dinamico Modelo de crescimento

Modelo de crescimento

@ Observacdes

@ Estados

yt:at+vta VtNN(Oa V)

o ay =1+ Br—1+ wl, wlp ~ N(O,a%)
o B¢ = fe_1+ w2, w2, ~ N(0,03)

o Na formulagdo geral

F=[10], etz[

@ Lembrando
@ Observacdes

@ Estados

PJ, WB, EK e WZ (LEG/UFPR)
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Modelo Dinamico Regressao dinamica

Regressao dinamica

@ Observacdes
ye = Fi0r + vt

@ Estados
0r = Gtbr—1 + wy

No contexto de regressao dindmica, nomeamos:
F: pode ser uma matriz de covaridveis

0: vetor de coeficientes de regressdo

o
]
@ v; vetor de erros das observagdes, v: ~ N(0, V;)
@ w; vetor de erros dos estados, wy ~ N(0, W;)

o

G; matriz de evolugdo dos estados
( 2\
@\1/,
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Modelo Dinamico Regressao dinamica

Regressao dinamica

@ Observacoes
ye = Fi0r + vt
@ Estados
0 = Gelr—1 + wy
No contexto de regressao dindmica, nomeamos:
@ F; pode ser uma matriz de covaridveis
@ 0; vetor de coeficientes de regressdo
@ v; vetor de erros das observagdes, v: ~ N(0, V;)
@ w; vetor de erros dos estados, wy ~ N(0, W;)
@ G; matriz de evolugdo dos estados

Com G =1 e W; =0 — regressdo linear usual.
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Modelo Dinamico Regressao dinamica

Resumindo

@ Modelo dindmico: Duas equacoes
@ Observagdes: Modelo assumido para os dados, condicional a (ou
fung3o de) um estado latente n3o observével
@ Estados: Modelo assumido para o estado latente

\ O | Sacomtomacia
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Modelo Dinamico Regressao dinamica

Resumindo

@ Modelo dindmico: Duas equacoes

@ Observagdes: Modelo assumido para os dados, condicional a (ou
fung3o de) um estado latente n3o observével
@ Estados: Modelo assumido para o estado latente

© Observacdes
yr = Fib: + vy

@ Estados
0 = Gefr—1 + wy

N
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Modelo Dinamico Regressao dinamica

Resumindo

@ Modelo dindmico: Duas equacoes

@ Observagdes: Modelo assumido para os dados, condicional a (ou
fung3o de) um estado latente n3o observével
@ Estados: Modelo assumido para o estado latente

© Observacdes
yr = Fib: + vy

@ Estados
0r = GtOr—1 + wt
v¢ € w; sdo erros Normais e independentes (DLM)
0: n3o é observavel (latente)

0: vetor de estados (modelo de espago de estados)

F: e G; define o tipo de modelo
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Estimacao: Verossimilhanca via filtro de Kalman Suposicdes no Modelo Linear

Suposicoes

@ Independéncia condicional das varidveis observaveis

[velyo:t, Oo:e] = [ye]0¢]
o Estrutura Markoviana dos estados
[0¢]00:¢, yo:¢] = [0¢|0¢—1]
@ No caso linear Gaussiano, temos

[thet] :N(Ft0t7 Vt)
[0t|97t] :N(Gtet,]_, Wt)

@
(leg)®
&/
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Estimacao: Verossimilhanca via filtro de Kalman Suposicdes no Modelo Linear

Verossimilhanca: Produto das condicionais

@ F; conhecido
o ¢y = { Vi, Wi, Gt} = 1) pardmetros de variancia desconhecidos
@ Distribuicdo conjunta
i vl = D ¢llelya ¥ yrlyesoyr—1i 9]
e DLM: Assumimos [yt|...] gaussiano
e médias e variancias condicionais de [y:|...] (Filtro de Kalman)

@

(IF2T0) ) avoratsio se stisicn
\ )< Geantomacio
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Estimacao: Verossimilhanca via filtro de Kalman Predicdo e verossimilhanca

Verossimilhanca: Modelo simples

Q yi=0:+wv: —  yr~ N0, V)
Q 0: = b1+ w; — O ~ N(pO;—_1, W)
‘@z‘z::m:is aaaaaaa
MCIE
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Estimacao: Verossimilhanca via filtro de Kalman Predicdo e verossimilhanca

Verossimilhanca: Modelo simples

Q yi=0t+w = ye~ N(b, V)
Q 0r = b1+ w: = O~ N(¢0;:—1, W)
Filtro de Kalman (Predi¢3o):
e considerando (6o ~ N(69, PY) )
@ para t=1,2,...,T, calcular:
@ Predicdo (0;): [0¢|y1.t—1] (condicional ao passado)

o E(Oclyr—1) = ¢0;_; = 0;"
o V(Oilyrt1) = ¢*Pi{ + W =P

@

(IF2T0) ) avoratsio se stisicn
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Estimacao: Verossimilhanca via filtro de Kalman Predicdo e verossimilhanca

Verossimilhanca: Modelo simples

Q yi=0t+w = ye~ N(b, V)
(2) et = ¢9t—1 + wy — Ht ~ N(¢0t_1, W)
Filtro de Kalman (Predi¢3o):
e considerando (6o ~ N(69, PY) )
@ para t=1,2,...,T, calcular:
@ Predicdo (0;): [0¢|y1.t—1] (condicional ao passado)
o E(Oclyre—) = ¢0;=y = 0;
o V(belyne—1) = ¢’PZ] + W =P
@ Predi¢do (yt): [ye|y1:t—1] (condicional ao passado)

o E(yilyrt—1) = 19?1, e = yr — 6:71 (erro de previsdo)
° V(}/t|)/1:t71) = Ptt_l +V =20Q:
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Estimacao: Verossimilhanca via filtro de Kalman Predicdo e verossimilhanca

Verossimilhanca: Modelo simples

Q yi=0t+w = ye~ N(b:, V)
Q Gt = ¢9t—1 + wy — Ht ~ N(¢0t_1, W)
Filtro de Kalman (Predi¢3o):
e considerando (6o ~ N(69, PY) )
@ para t=1,2,...,T, calcular:
@ Predicdo (0;): [0¢|y1.t—1] (condicional ao passado)
o E(Oilyre—1) = ¢0;-1 = ;"
o V(Oilyrt1) = ¢*Pi{ + W =P
@ Predi¢do (yt): [ye|y1:t—1] (condicional ao passado)
o E(yilyrt—1) = 19?1, e = yr — 6:71 (erro de previsdo)
° V(}/t|)/1:t71) = Ptt_l +V =20Q:

log-verossimilhanca : /(¢|y1.t) = —5 log(2mQ;) — %Qt S e?

ed)
(Y ez
=
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Estimacao: Verossimilhanca via filtro de Kalman Predicdo e verossimilhanca

Verossimilhanca: Caso geral

Q yt=Febe + vt = ye~ N(0:, V)
Q 0 =GOi—1 +w; — O ~ N(GOi—1, W)
Filtro de Kalman (Predi¢do):
e considerando (6o ~ N(63, PY) )
@ para t=1,2,...,T, calcular:
@ Predicdo (0:): [0¢|y1.t—1] (condicional ao passado)
o E(Oclyre—) = GO;=3 = 0,7}
o V(Oelyre—1) = GPIZIG + W = Pt
@ Predi¢do (y¢): [ye|y1.t—1] (condicional ao passado)
o E(yilyri—1) = F8:7, er = yr — F:0L7! (erro de previs3o)
o V(yilyre-1)=FPITF 4+ V =@
log-verossimilhanca

1 ¢ I~ /o
I(lyre) = —§Z|0g|Qt\ ~3 Y eQiter
t=1 t=1
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Estimacdo: Verossimilhanga via filtro de Kalman Inferéncia sobre 0

Inferéncia sobre 6

e Consideremos 6sly; ¢
e s >t predicao

e s =t filtragem

e s < t suavizagdo: calculo de [01.+|y1:¢]

o Considerar (condicionar) 1

(IF2T0) ) avoratsio se stisicn
Uuemmmmazau
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Estimacdo: Verossimilhanga via filtro de Kalman Inferéncia sobre 0

Filtragem: Modelo simples

e considerando (6o ~ N(69, PY) )
@ para t=1,2,..., T, calcular:
@ Predicdo (0;): [0¢|y1.t—1] (condicional ao passado)
o E(Oclyre—1) = @iy = 0;
o V(belyne—1) = ¢*P2] + W =P
@ Predicdo (y:): [Ve|y1:t—1] (condicional ao passado)

o E(yilyri—1) =0:7" et = yr — 017! (erro de previsio)
° V(}/t|)/1:t71) = Ptt_l +V =20Q:

@

(IF2T0) ) avoratsio se stisicn
\ )< Geantomacio
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Estimacao: Verossimilhanca via filtro de Kalman Inferéncia sobre 6

Filtragem: Modelo simples

e considerando (6o ~ N(69, PY) )
@ para t=1,2,..., T, calcular:
@ Predicdo (0;): [0¢|y1.t—1] (condicional ao passado)
o E(Oilyre—1) = ¢0;-1 = 0; "
o V(Oilyrt1) = ¢*Pi_{ + W =P
@ Predi¢do (yt): [ye|ly1:t—1] (condicional ao passado)
o E(yilyrt—1) = 19?1, e = yr — 6:71 (erro de previsdo)
° V(}/t|)/1:t71) = Ptt_l +V =20Q:
© Filtragem (0:): [0¢|y1.¢] (condicional ao passado e presente)
o Ki = Pf_l/Qt
o E(f:|yrs) =0 4 e = 6}
o V(Oelyre) =Pt =PI =P}
Se V=0, entdo: Q; =Pt ebl=y
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Estimacdo: Verossimilhanga via filtro de Kalman Inferéncia sobre 0

Filtro de Kalman: Caso geral

o considerando (6 ~ N(69, PY) )
@ para t=1,2,...,T, calcular:
@ Predicdo (0;): [0¢|y1.t—1] (condicional ao passado)
o E(Oelyre—1) = GO_1 = 6; 7"
o V(Oelyri1) = GPIZIG + W = Pt
@ Predicdo (yt): [ye|y1:t—1] (condicional ao passado)
o E(yilyri—1) = F:0i™, s = yr — F:01! (erro de previsdo)
o V(yilyn) = FPITF +V = @

@

(IF2T0) ) avoratsio se stisicn
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Estimacao: Verossimilhanca via filtro de Kalman Inferéncia sobre 6

Filtro de Kalman: Caso geral

o considerando (6 ~ N(69, PY) )
@ para t=1,2,...,T, calcular:
@ Predicdo (0;): [0¢|y1.t—1] (condicional ao passado)
o E(Oelyre—1) = GO_1 = 6; 7"
o V(Oelyri1) = GPIZIG + W = Pt
@ Predicdo (yt): [ye|y1:t—1] (condicional ao passado)
o E(yilyri—1) = F:0i™, s = yr — F:01! (erro de previsdo)
o V(yilyn) = RPITF +V = @
O Filtragem (0:): [0¢|y1.¢] (condicional ao passado e presente)
o Ki= PR Q!
o E(Oilyre) = 0 + Keer = 0}
o V(Oilyre) = P{' — KeFePH = P}
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Estimacdo: Verossimilhanga via filtro de Kalman Inferéncia sobre 0

Suavizagdo: Caso geral

@ Suavizagdo (retrospectiva): [0¢|0r+1,y1. 7]

@ via teorema de Bayes

[9t+1 |9t] [9t|)/1:t]
[Or+1]y1:e]

[9t19t+1;}’1:T] =

@
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Estimacao: Verossimilhanca via filtro de Kalman Inferéncia sobre 6

Suavizagdo: Caso geral

@ Suavizagdo (retrospectiva): [0¢|0r+1,y1. 7]
@ via teorema de Bayes

[9t+1 |9t] [9t|)’1:t]
[9t+1|)’1:t]

[0¢)0t+1,y1:7] =

o Obtem 0] e P/
o Iniciacom 0] =0t e Pl =Pt emt=T
e Parat=T,T—-1,..., 1

G
L5 = 0+ deal0] )
PLy = Pt Pl — P
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Estimacdo: Inferéncia Bayesiana via MCMC

Inferéncia Bayesiana

@ A inferéncia por Verossimilhanca sobre 6 é condicional a ¥
@ A inferéncia Bayesiana

o possibilidade de inclusdo de informac¢ao a priori
e considerar incerteza de 1 na estimacdo de 0

@

(IF2T0) ) avoratsio se stisicn
\ )< Geantomacio
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Estimacao: Inferéncia Bayesiana via MCMC

Inferéncia Bayesiana

@ A inferéncia por Verossimilhanca sobre 6 é condicional a zﬁ
@ A inferéncia Bayesiana
o possibilidade de inclusdo de informac¢ao a priori
e considerar incerteza de 1 na estimacdo de 0
@ Verossimilhanca: Calculada como visto anteriormente
@ Nos exemplos: G e W diagonais

o 1 = diag{G} = {¢1[1],...,¥1[k]}, k = nrow(G)
o Yo = {diag{W},V} = {42[1], ..., tha[K], o[k + 1]}
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Estimacao: Inferéncia Bayesiana via MCMC

Inferéncia Bayesiana

A inferéncia por Verossimilhanca sobre 6 é condicional a ¢
A inferéncia Bayesiana

o possibilidade de inclusdo de informac¢ao a priori
e considerar incerteza de 1 na estimacdo de 0

Verossimilhanca: Calculada como visto anteriormente

Nos exemplos: G e W diagonais
o 1 = diag{G} = {¢1[1],...,¥1[k]}, k = nrow(G)
o 1y = {diag{W},V} = {4o[1], ..., ¢2[K], tho[k + 1]}
Prioris, conveniéncias: independéncia e conjugacdo
4] wl[ll ~ N(m,-,52,~)
o 1/wo[i] ~ Gamma(a;,b;), i =1,2,.... k

P
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Estimacdo: Inferéncia Bayesiana via MCMC

Distribuicoes condicionais completas
o Y1[illyr. 7,017 ~ N(m?,s2%), i = 1,....k, onde
« 1 P
s2j = (5—2/, +¢2[I];10t[’])

m

2; + o]i] Z 0¢[i10¢-1]1])-
! t=1

m; = 527(5
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Estimacdo: Inferéncia Bayesiana via MCMC

Distribuicoes condicionais completas

o Y1[illyr. 7,017 ~ N(m?,s2%), i = 1,....k, onde

27 = (o +ali) > 6301
! t=1

mi = 2

'Z + i 0:[110:-111]).
! t=1
o Yoli], i=1,.,k
1~ - .
Gamma(a; + 7. bi + 5 ;(et[l] — Giyfeli])).
o Yolillyr.T,0n7, i =k+1

n

n 1
Gamma(aks1 + > b; + 5 Z(yt — F:6;)).
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Estimacdo: Inferéncia Bayesiana via MCMC Algoritmo MCMC para DLM

Amostrador de Gibbs

e Dois blocos, para simular de 1,0|y1.7:

@ considere valores iniciais de 1, wo

Q parai=12,...N
@ simule 9("? de [9|1/)("f1),y1;7] (usando o algoritmo FFBS)
@ simule () de [~ 00 y1.7]
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Estimacdo: Inferéncia Bayesiana via MCMC Algoritmo MCMC para DLM

Algoritmo FFBS

Na suavizacdo temos [0¢|y1.7]
De forma recursiva [0¢|0:41,y1.7]
FFBS: Forward Filtering Backward Sampling

o algoritmo FFBS segue os passos:

@ execute o passo de filtragem
Q simule 0, de O,|y1. 7
Q parai=n—1n-2,..,0simule 6; de 0;|60;11,51.T-

e
(L O bt
N\
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