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Exemplos - motivacao para regressao UFPR
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Regressao linear simples

» Semelhancas e diferencas nos exemplos
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Regressao linear simples

» Semelhancas e diferencas nos exemplos

» Retas de "regressao" nos exemplos:

>

>

»

Como sao obtidas?

Como sao interpretadas?

Como avaliar se descrevem bem os dados?
Como avaliar a incerteza?

Como avaliar se "valem a pena"?

Como utilizar para fazer inferéncia e predicao?
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UFPR

Exemplo energia

vento
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Diagnosticos UFPR
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Bandas de confianca e predicao
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Resultados M

ajuste <- lm(energia ~ vento, data = eolica)

coef(ajuste)

## (Intercept) vento

## -1.3585119 0.7106607

confint(ajuste)

## 2.5 % 97.5 %

## (Intercept) -1.7978782 -0.9191455

## vento 0.6442299 0.7770915

anova(ajuste)

## Analysis of Variance Table

##

## Response: energia

#i# Df Sum Sg Mean Sq F value Pr(>F)

## vento 1 77.551 77.551 489.74 < 2.2e-16 x*x
## Residuals 23 3.642 0.158

#Ht ---

## Signif. codes: @ 'x*x' 0.001 'xx' 0.01 'x' .05 '.' @.1 ' ' 1



Resultados M

summary (ajuste)

##

## Call:

## 1lm(formula = energia ~ vento, data = eolica)

##

## Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -0.74840 -0.31027 0.05951 @.30793 0.57072

##

## Coefficients:

#i# Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

## (Intercept) -1.35851 0.21239 -6.396 1.58e-06 **x

## vento 0.71066 0.03211 22.130 < 2e-16 *x*x

## --—-

## Signif. codes: @ 'xx*x' 0.001 'xx' 0.01 '*x' .05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error: 0.3979 on 23 degrees of freedom

i
##

Multiple R-squared: ©.9551, Adjusted R-squared: 0.9532
F-statistic: 489.7 on 1 and 23 DF, p-value: < 2.2e-16



Notacao especifica UFPR

» O modelo de regressao linear simples € usualmente escrito da forma:

Yi = Bo + Bixi + €
e ~ N(0, %)

» Como a regressao diz respeito a distribuicao [Y|X = x], o modelo define
E[Yi|X = xi] = Bo + Bix;

» Vamos relacionar com o que ja vimos até aqui e a especificacao mais geral.



Notacao mais geral UFPR

Modelos de regressao (linear, simples e gaussiana) para os exemplos

Yijlxi ~ Npij, UZ)
tij = pi = po + Bixi
em que

Y;j :observagao j correspondente ao valor de x;

pij = ti = Bo + Bixi — para mesmo x; tem-se a mesma media

0’ — todas observacdes possuem a mesma variancia



Visualizando o modelo de regressao linear simples UFPR

100

Yij ~ N(/Jijraz)
iy = b = Bo + Bixi

Figura 1. Regressao linear simples
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Modelagem estatistica e regressao UFPR
Estrutura em comum:

» Variavel Y: resposta ou dependente (response, outcome, output or dependent)
» Uma ou mais variavel X, X3, ... X,: preditor, explicativa, independente, covariavel
(predictor, input, independent, explanatory or covariate)
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Modelagem estatistica e regressao UFPR
Estrutura em comum:

» Variavel Y: resposta ou dependente (response, outcome, output or dependent)
» Uma ou mais variavel X, X3, ... X,: preditor, explicativa, independente, covariavel
(predictor, input, independent, explanatory or covariate)

Forma basica:
Objetivo: explicar Y a partir de alguma funcao dos X.
Y = f(X) + ¢

Forma mais geral:
Objetivo: explicar os parametros da distribuicao de Y a partir de alguma funcao dos X.

Vi) ~ Dist(u; = E[Y;), o = Var{Yy)
91(111/) = fi (X[j: B)
92(07) = fa(zij. ¢)
CEo92 2



Mas afinal, de onde vem o0s modelos de regressao? UFPR
» A teoria (fisica) pode sugerir o modelo. Por exemplo, segundo a lei de Ohm a

voltagem aplicada nos terminais de um condutor € proporcional a corrente elétrica
que o percorre. Logo, a relacao entre as variaveis é linear, induzindo o modelo;
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Mas afinal, de onde vem o0s modelos de regressao? UFPR

» A teoria (fisica) pode sugerir o modelo. Por exemplo, segundo a lei de Ohm a
voltagem aplicada nos terminais de um condutor € proporcional a corrente elétrica
que o percorre. Logo, a relacao entre as variaveis é linear, induzindo o modelo;

» Experiéncia empirica. Se um particular modelo proporcionou bom ajuste aos dados
em estudos similares, possivelmente ele vai se ajustar bem aos dados do presente
estudo;

» Nao ha qualquer modelo indicado a priori. A escolha de um modelo pode resultar
da exploragao dos dados e comparacao de diferentes especificagoes.

» Arelacao linear do preditor pode ser substituida por equacoes nao lineares (reg.
nao linear), fungdes suavizadas (reg. splines), dentre outras generalizagoes.



Taylor! UFPR
Série de Taylor:
Uma funcao pode ser aproximada por um polindmio ao redor de um ponto x = q,

(x — a)’
2l

(X = 0)3 (X — g)”

3!

f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + {"(a) + "(a) 4. 4 7))

nl

- e .



Taylor!
Série de Taylor:
Uma funcao pode ser aproximada por um polindmio ao redor de um ponto x = q,

(x—a)’
2!
Um modelo de regressao mais geral seria da forma

a8 f”/(a)(x 310)3 RN f(n)(a)(x —a)’

f(x) = f(a) + '(a)(x — a) + "(a) =

y = f(x)+e.
Modelo de regressao como aproximacao de 19 ordem ao redor de x:

f(x) = f(x) + F'(X)(x = X).

Que pode ser reescrito como:
f(x) =~ Bo + Bix,

em que
Bo=f(x)—f'x)x e B1="rx)

UFPR



Taylor!

Regressao como aproximacao local
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Exemplos - motivacao para regressao UFPR
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Regressao linear simples

» Semelhancas e diferencas nos exemplos

» Retas de "regressao" nos exemplos:

>

>

>

Como sao obtidas?

Como sao interpretadas?

Como avaliar se descrevem bem os dados?
Como avaliar a incerteza?

Como avaliar se "valem a pena"?

Como utilizar para fazer inferéncia e predicao?

» Os modelos e ajustes podem ser "melhorados"?

UFPR



Motivacao para regressao:

exemplo crescimento de planta

UFPR

Linear simples Polinémio Grau 3
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Motivacao para regressao: exemplo crescimento de planta

linear simples
pol. grau 3
pol. grau 6
néo linear
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Motlva(;ao para regressao: exemplo perda de material UFPR
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Motivacao para regressao: exemplo perda de material
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Motivacao para

regressao: exemplo peso do coracao

UFPR
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Motivacao para regressao: exemplo peso do coracao
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Motivacao para regressao: exemplo energia

UFPR
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Tudo junto e misturado: dados cats

Descritiva, Probabilidades, Inferéncia, Modelagem
Variavel de interesse: peso do coracdo de animais (gatos)
Informacoes acessorias: sexo e peso corporal dos animais
O que se pode inferir sobre o peso do coracao dos animais?

UFPR

. °
o o o
N ~N N
© | o | o
- = =
. —
- ‘N
© ©o l ©o
— e — .« —
.. o) e
57 & £7 i 57
[58
At !!s T oo Pa i ET=
& o 2% ~
— ': — _-'.,‘ —
3o 7t "
. de
o Sessee o 4 o 4
A a ) I
]
¢ L _s.% |
© — eees © — bl A © -
H o
o o« ® e
V0.
03 —_—
© - © — © —
T T T T T T
F M 2.0 25 3.0 35
Sex Bwt

25



Exemplo cats:

Hwt

estimando a meédia
Descritiva, Probabilidades, Inferéncia, Modelagem

Vi ~ N, 0%)
i =i i € {F.M}

pij = Hj = Bo + Bix;

UFPR

Hwt

16 18 20

14

4

TR

Hwt

E[Y|x] = Bo+B1x

26



Estimacao
Modelos podem ser escritos como:

Modeloo: YV, =1 + ¢
Modelo 1: Vi, = 1 + ¢
Modelo2: Y = By + Bix; + ¢;

parametros: y e o
parametros: i, 1 € o
parametros: By, By € ¢

UFPR

27



Estimacao UFPR
Modelos podem ser escritos como:

Modeloo: YV, =1 + ¢ parametros: p e o

Modelo 1: Vi, = 1 + ¢ parametros: i, 1 € o

Modelo2: Y, = By + Bix; + ¢ parametros: fy, B € o

Parametros podem ser estimados por minimos quadrados, por exemplo no Modelo

SQres(u Ze —Z -—u)z

i=1

SQres
900 1000 1100 1200 1300 1400 1500

dSQres(p)

—0
dy

n 1 :
ﬁ:@:g | i ‘

n o 10 11 12




Estimacao UFPR
Modelos podem ser escritos como:

Modeloo: YV, =1 + ¢ parametros: p e o

Modelo 1: Vi, = 1 + ¢ parametros: i, 1 € o

Modelo2: Y, = By + Bix; + ¢ parametros: fy, B € o

Parametros podem ser estimados por minimos quadrados, por exemplo no Modelo

SQres(u Ze _Z ,_u)z

i=1

SQres
900 1000 1100 1200 1300 1400 1500

dSQres(y) 0
du I

N i |
F _ 3 | | ‘ |

° 10 11 12
n [T

=

Neste caso, estimadores sao 0s mesmos obtidos pelo método da verossimilhanca.



Exemplo cats: expressando incerteza UFPR
Descritiva, Probabilidades, Inferéncia, Modelagem

Yij ~ N(ug, 0°)

pij = H e M) pij = Hj = Bo + Bix;
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Exemplo cats: comparando modelos iniciais UFPR

Modelo 0 Modelo1 Modelo 2

loglLik -332.0 -318.7 -257.1
@i 3 3

AIC 667.9 643.4 520.1

BIC 673.9 652.3 529.0

Ajustes e penalizacoes

—2log(Lik) + k - (#par)
usuais: k = 2(AIC) ou k = log(n)(BIC)



Especificacao

UFPR
O modelo de regressao linear simples € usualmente escrito da forma:

Yj:BO+31Xj+€j
¢ ~ N(0, 0?)

Equivalentemente, pode ser expresso na forma:

¥iby ~ Ny o)
Hi = Bo + 131)(/
em que

Y; :observacao j correspondente ao valor de x;

p; = Bo + Bix; — para mesmo x; tem-se a mesma média

0’ —s todas observacdes possuem a mesma variancia

30



Predicao por Regressao Linear Simples

20
1

18
1

16

| EDYIX =+ B, 355

Hwt

12

A A A
EY[X] = Bo 4B, 270

2.0 2/5

3.0
Bwt

35

Y; ~ N(yj, 0°)
Hj = po + Bix;

UFPR

31



Regressao Linear Simples UFPR

o _| —— Modelo ajustado
ok - Intervalo de Confianga
- Intervalo de Predigdo

18
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16

| EDYIX =+ B, 355

Hwt

e B = i EEae7 ey
EfYIX] =Bs B, 20 Hj = po + Bix;

12

2.0 2/5 3.0 35
Bwt



Exemplo cats

Extendendo o modelo: combinando preditoras =

Yij ~ N(uij, a?)

pij = Hj = Bo + Bixi tij = Boi + P1xij Hij = Boi + Bixij
i € {F.M}

|
20
1

Hwt

T T T T
2.0 2 5] 3.0 35 2.0 215] 3.0 3.5 20 2.5] 3.0 35
jitter(Bwt) jitter(Bwt) jitter(Bwt)



Exemplo cats: Modelos ajustados para média e variancia. UFPR
Mod. Param. loglik npar AlC BIC | Mod. Param. loglik npar AIC BIC
0 U, o -332.0 2 6679 6739 | 01 U, 0; -327.0 3 660.0 669.0
1 Ui, O -318.7 8 643.4 652.3 | 11 N -308.2 4 624.4,  636.3
2 Bo. Bi, o -2574l g 5201 529.0 | 21 Bo, B, 0 25151 4 518.2 530.0
3 BomBi. 0__257.Q B 522808 533 3 13 Bongdl . 0: 2551 5 | 52025348b.0
4 Boi, B1i,0  -255.0 58152000 53481 | 44 Boi, Bii, 0; 505 6 516.6 534.4

34



Avaliando ajustes sequenciais (aninhados) UFPR
Sequéncia de Modelos 1

Res.Df RSS Df Sum of Sq F  Pr(>F)
1 143 847.63
Sex G0556 1 142.37 68.48 0.0000
Sex + Bwt 7 209738 —1 405.88 195.24 0.0000
Sex * Bwt 140_—2o8s T8 e 0T 0.0472




Avaliando ajustes sequenciais (aninhados)

Sequéncia de Modelos 1

Res.Df RSS Df Sum of Sq F  Pr(>F)
1 143 847.63
Sex 142 70526 1 142.37 6848 0.0000
Sex + Bwt 71 _29938 405.88 19524 0.0000
Sex * Bwt 14,0 22885 il 8.33 401 0.0472

Sequéncia de Modelos 2

Res.Df RSS [f $umjof Sq F  Pr(>F)
1 143 847.63
Bwt W2 ZBh3 = 548.09 263.64 0.0000
BWt + Sex 241 #3938 & o188 007 Ov&ER
Bwt * Sex fio Po1.05 W 8.33 4,01  0.0472

Qual sequéncia faz mais sentido no contexto?

UFPR
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Resumos de um ajuste
Coeficientes

UFPR

Estimate Std. Error tvalue Pr(>]t])

(Intercept) 2.9813 1.8428 1.62. \ eSS
SexM -4165L 20618  -2.02  0.0453

Bwt 2.6364 0.7759 3.40 0.0009
SexM:Bwt 1.6763 0.8373 2.00  0.0472

36



Resumos de um ajuste
Coeficientes

Estimate Std. Error tvalue Pr(>]t])

(Intercept) 2.9813 1.8428 1.62. \ eSS

SexM -4.1654 2.0618 -2.02  0.0453

Bwt 2.6364 0.7759 3.40 0.0009

SexM:Bwt 1.6763 0.8373 Moo W0.0L72

Analise de variancia
Df SumSg MeanSq Fvalue Pr(>F)
Sex 1 142.37 142.37 68.48 0.0000
Bwt 1 @#k05.88 405.88 19524 0.0000
Sex:Bwt 1 8.33 8.33 ,.01llele 72
Residuals 140  291.05 2.08

UFPR
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Residuos

UFPR
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Removendo a observacao (144) UFPR

Residuals vs Fitted Q-Q Residuals
< - o 1356
S - e
7 2 gt
E ==
el
g° 7 Eo -
[} ©
NI "l
I =]
S 2 ooo®
!
¥ - @ 2140
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8 10 12 14 =72 -1 0 1 2
Fitted values Theoretical Quantiles
Scale-Location Residuals vs Leverage
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Removendo uma observacao

Res.Df RSS Df Sum of Sq F  Pr(>F)
1 142 749.54
Sex 141 62016 1 12938 6763 0.0000
Sex + Bwt e 27195 1 34821 182.01 0.0000
Sex * Bwt 139-~ 26595 6.02 315 0.0782
Res.Df RSS Df Sum of Sq F 7 PABIE
1 o 78e.5/,
Bwt §n  Fios B 47758 249.63 0.0000
BWt + Sex 0 Erles o3 0.01 0.00 09488
Bwt * Sex 1390 @593 B 6.02 315 0.0782

Mudaram conclusoes e escolha de modelo?

UFPR
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UPER

Removendo uma observacao

Yij ~ N(uy, 0°)

Boi + Brixij

Hij =

tij = Boi + P1xij
ie{F

Bo + B1xij

=" =

M)

’

0c

0C

0c

8T

9T

T
MH

<t

0T

35

3.0
jitter(Bwt)

25

2.0

jitter(Bwt)

jitter(Bwt)

40

CE092

P)



Exemplo cats: Modelos (re)ajustados para média e variancia.

UFPR
Mod. Param. loglik npar AIC BIC | Mod. Param. loglik npar AlC BIC
0 U, o -321.4 2= 64678 65 16MINEK U, 0 -317.8 3 641.64m650.5
1 Ui, O -307.8 3 621.6 630.5 11 N -2990.3 L4 606.5 618.4
2 Bo.Bi,o  -2489 SIN503 57512 ONIN2K) Bo. B, oi 2475 4 5029 5148
3 Boi. Br.o  -2489 48505700 517.60 | 31 Boi. Br.oi  -247.5 5 5049 5197
4 /5)01, /91(, g =21y S 50/ 519.3 41 Bo[, 51,-, 0; -245.4 6\ 502.8--5206:6

Al



Todos 0s ajustes

UFPR
Model df AlC BIC  loglik Test L.Ratio p-value
fitcatso 142400 Cogn—673-85 -33196
fitcatsoa 2 3.00 660.04 66895 -327.02 1VS2 9.87 0.00
fitcats1 87300 064343 6520 310N
fitcats1a 4 400 62439 63627 -30820 3Vs4 21.04 0.00
fitcats2 5 3.00 52012 529.03 -257.06 4VS5 10827 0.00
fitcats2a 6 400 51815 530.03 -255.08 5Vs6 3.97 0.05
fitcats3 7 =L.008522 @8 53893 | 257.02
fitcats3a 8.-5.000F 52085 535100 | -255.08 227 vs 8 3.90 0.05
fitcatss 9 500 51998 53483 -254.99
fitcatssa 108 6,00~ 51680 5342 | -252.30 {9 vs 10 5.38 0.02




Todos os (re)ajustes UFPR

Model df AlC BIC  loglik Test L.Ratio p-value

fitcatso 1 200 64671 65264 -321.36

fitcatsoa 2 3.00 64159 65048 -31779 1VS2 7R 0.01
fitcats1 B 300 62162 _63caiiy -0

fitcats1a 4 400 60653 61839 -29927 3VS4 17.08 0.00
fitcats2 5 3.00 50374 512.62 -24887 4vS5  100.80 0.00

fitcats2a 6 400 50294 51480 24747 5VS6 279 0.09
fitcats3 7 400 50573 51758 -248.87

fitcats3a 8 500 50493 51975 -247.47 7VS8 2.80 0.09
fitcatss 9 500 50453 51934 -247.26

fitcatssa 10 6.00 502.80 52058 -24540 9VS10 373 0.05




Avaliando ajustes

» Nao utilize resultados de forma cega e automatica.

UFPR
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Avaliando ajustes
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Avaliando ajustes

» Nao utilize resultados de forma cega e automatica.

UFPR

» Considere o contexto e questoes de interesse ao construir sequéncia de modelos.

» Resultados sao um guia para discussao.
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Avaliando ajustes

Nao utilize resultados de forma cega e automatica.

v
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Resultados sao um guia para discussao.
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» Sex: variavel de controle ou de interesse?

UFPR

Considere o contexto e questoes de interesse ao construir sequéncia de modelos.
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Avaliando ajustes

Nao utilize resultados de forma cega e automatica.

v

v

Resultados sao um guia para discussao.

v

» Sex: variavel de controle ou de interesse?

v

Variancias distintas entre 0s grupos? Mesmo?

UFPR

Considere o contexto e questoes de interesse ao construir sequéncia de modelos.

4t



Avaliando ajustes

v

Nao utilize resultados de forma cega e automatica.

v

v

Resultados sao um guia para discussao.

» Sex: variavel de controle ou de interesse?

v

Variancias distintas entre 0s grupos? Mesmo?

v

Significancia estatistica e relevancia pratica.

UFPR

Considere o contexto e questoes de interesse ao construir sequéncia de modelos.
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Avaliando ajustes

» Nao utilize resultados de forma cega e automatica.

v

v

Resultados sao um guia para discussao.

» Sex: variavel de controle ou de interesse?

v

Variancias distintas entre 0s grupos? Mesmo?

Significancia estatistica e relevancia pratica.

v

Ponto(s)(dado(s)) extremo(s) deve(m) ser observado(s).

v

UFPR

Considere o contexto e questoes de interesse ao construir sequéncia de modelos.
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Avaliando ajustes UFPR

» Nao utilize resultados de forma cega e automatica.
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v

Faca graficos sempre que possivel!



Avaliando ajustes UFPR

» Nao utilize resultados de forma cega e automatica.

Considere o contexto e questoes de interesse ao construir sequéncia de modelos.

v

v

Resultados sao um guia para discussao.

» Sex: variavel de controle ou de interesse?

v

Variancias distintas entre 0s grupos? Mesmo?

v

Significancia estatistica e relevancia pratica.

Ponto(s)(dado(s)) extremo(s) deve(m) ser observado(s).

v

v
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Avaliando ajustes UFPR

» Nao utilize resultados de forma cega e automatica.

Considere o contexto e questoes de interesse ao construir sequéncia de modelos.

v

v

Resultados sao um guia para discussao.

» Sex: variavel de controle ou de interesse?

v

Variancias distintas entre 0s grupos? Mesmo?

v

Significancia estatistica e relevancia pratica.

Ponto(s)(dado(s)) extremo(s) deve(m) ser observado(s).

v

v

Faca graficos sempre que possivel!

Afinal, qual o modelo a ser escolhido?



Regressao linear simples UFPR

100

Y ~ Ny, 0°)
pij = Hj = Bo + Bix;

Figura 2. Regressao linear simples.



Regressao para dados binarios

1.0

0.8 4

0.6 1

0.4 —

0.2 4

0.0 4

UFPR

G ————

e |
1 S—
yie2

-

Y; ~ Ber(0;)
g (6)) = Bo+ Bix;

g(-): funcao de ligacao.
log(+): logaritmo neperiano.

1
ik
0 _uO
I I

T I I T I I
0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 3. Regressao para dados binarios
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Regressao de Poisson

T T
AVe—2
a0 Priykx) =
= y!
- A e — (_.|-31n+f3|-‘€
[l
) B
= 20 ;
- : =
)| =====
| | | | |
0 0.5 1 1.5 2
x

Figura 4. Regressao para dados de contagens

C
W
7

F=ar(A))
log(A;) = Bo + Bix;
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Regressao Gama UFPR

150

YieriGly;, ¢}
log(pi) = Bo + Brx;

Figura 5. Regressao para dados com distribuigao assimétrica



Modelos lineares generalizados

Y; ~ Distr.(u;, ¢)
glw) = nj =

» A distribuicao de probabilidades da variavel resposta é da familia exponencial
(normal, binomial, poisson, gama sao "membros").

UFPR
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Modelos lineares generalizados

Y; ~ Distr.(u;, ¢)
gluy) = nj =

» A distribuicao de probabilidades da variavel resposta é da familia exponencial
(normal, binomial, poisson, gama sao "membros").

» a fungao de ligacao relaciona a média da resposta E[Y|x] ao

UFPR
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Modelos lineares generalizados

Y; ~ Distr.(u;, ¢)
glu)) = nj=

» A distribuicao de probabilidades da variavel resposta é da familia exponencial
(normal, binomial, poisson, gama sao "membros").

» a fungao de ligacao relaciona a média da resposta E[Y|x] ao
» pode haver um parametro de dispersao.

UFPR

49



Modelos de regressao UFPR

A variavel resposta Y é explicada pelo preditor x:

h(Y;) ~ Distr.(u(x;), ¢)
E[Ybgl = m = fix))

» Y, é avariavel resposta (ou uma transformacao desta)



Modelos de regressao UFPR
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h(Y;) ~ Distr.(u(x;), ¢)
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» Y, é avariavel resposta (ou uma transformacao desta)
» para a qual se assume uma distribuicao de probabilidades



Modelos de regressao UFPR

A variavel resposta Y é explicada pelo preditor x:

h(Yj) ~ Distr.(u(x;), ¢)
E[Ybgl = m = fix))

» Y, é avariavel resposta (ou uma transformacao desta)
» para a qual se assume uma distribuicao de probabilidades
» da qual o comportamento resumo (como, por exemplo, a média)



Modelos de regressao UFPR

A variavel resposta Y é explicada pelo preditor x:

h(Yj) ~ Distr.(u(x;), ¢)
E[Ybgl = m = fix))

Y; € a variavel resposta (ou uma transformacao desta)

para a qual se assume uma distribuicao de probabilidades

da qual o comportamento resumo (como, por exemplo, a média)
é "explicado" por uma funcao f(x;) da preditora x.

v

v

v

v



Regressoes: transformacao dos dados

UFPR

4.0
|

log(y)
35

3.0

log(¥}) ~ N(g;, 0°)
uj = Bo + B log(x;)

25

2.0

T
1.0 439 2.0 25 3.0 35
log(x1)
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Modelos diferentes: UFPR

Y =Bo+Bix+e log(Y)=PBo+ pBilog(x) + € Y = efthr ¢ Y = efothilogld 1 ¢
Y — ePotBiloghy) . o
ou ou ou ou
Y ~ Ny, 0%) log(Y) ~ N(u, 0?) Y ~ Ny, 0°) Y ~ N(u, 0%)
p=Po+ bix 1= o+ B1 log(x) log(k) = Po + Bix log(u) = Bo + Bi log(x)
38 _— 3 L m o] 8 loglik=Tear illt s, I s

T T T T T T T T
5 10 15 20 25 30 1.0 15 2.0
x1 log(x1)

52



Regressao Polinomial UFPR

100

Y ~ N(y;, 0°)
b = = Bo+ Bix; + Box

Figura 6. Regressao polinomial



Exemplo - Relacao entre tempo de aquecimento e desempenho derr
ginastas

Tabela 1. Tempo de aquecimento e desempenho

Atleta t y Atleta t y -
1 1 463 11 —7120 ] e
2 15 119 12 ¢ ia% . R 505 0
3 2 200 13 o THIES) 3. 0o g
4 3240 o R ] | B
5 4281 15 Tl 7(0] £R] o
6 785300 16 12 40.0 o O
7 5 338 7 13 385 i o
8 5  34.0 18 14 25 & ‘ ‘ ‘
9 @ Bas 19 15  36.8 i 5 =3 ¥
10 6.5 399 tempo




Exemplo - Tempo de aquecimento e desempenho de ginastas urer

60

50
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40

Vi ~ Ny, 0%)
pij = i = Bo + Bixi + Boxt
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20
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Exemplo - Tempo de aquecimento e desempenho de ginastas urer

60

50
L

40

2
Vi~ Ny, 0%)
b = Bo + Bixj + Box] + Bax;]

escore de desempenho
30
L

20

0 5 10 15
tempo



Exemplo - Tempo de aquecimento e desempenho de ginastas urer
Summary do modelo

Estimate Std. Error tvalue Pr(>[t|)

(Intercept) 33.5211 05616  59.69 0.0000
poly(tempo 3N 341835 2.4478 13.96  0.0000
poly(tempo, 3)2  -33.3402 24478  -13.62 0.0000
poly(tempo, 3)3 2.3648 2.4478 097  0.3493

ANOVA para modelos aninhados

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
Modeloo 8 287555
Modelo1 17 1287.04 & 1168.51 195.01 0.0000
Modelo2 16 05.47 1 1111.57 185.51 0.0000
Modelo3 15 89.88 1 5.59 0.93  0.3493




Regressoes suavizadas (splines) UFPR

Yj ~ N(y;, 0°)

i = s(xj)

Figura 7. Regressao suavizada (I) - splines



Revisitando tempo de aquecimento de ginastas

Ajuste versus interpretacao

Estimagao versus predicao

o _ . q
© —— polinomial

—— splines

escore de desempenho
20 30 40 50
| | |

10
|

tempo

10 15

UFPR
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Exemplo - Rendimentos de profissionais de certo segmento

Tabela 2. Dados sobre renda, formacao e tempo de servico de profissionais

Profissional

X1 X y Profissional x1 x y
1 20" /557 11 3 g A7
2 6—=0 3495 12 200l 6928
3 10="ONsF 39 13 TR . L5651
4 11 e Syl 14 5 TMN=3888
5 2/ o) /igley) 15 151 55
6 Pl Ol 5034 16 12N N1 723
7 5 @ 331 i 20785
8 O ©@= 13743 18 2/ 7 61 2)
9 17 @n 3887 19 18 1 6776
10 17 [©° 14436 20 20 1 G

UFPR

60



Exemplo - Renda e tempo de servico de profissionais UFPR

» Dados referentes ao tempo de servico (x;, em anos) e renda (y, em reais) de
profissionais de certo segmento.
Outra variavel a ser considerada é se os individuos possuem ou Nao curso superior:

) 1, se possui curso superior
X2 = I\X) = Sy
0, caso contrario



Exemplo - Renda e tempo de servico de profissionais UFPR

» Dados referentes ao tempo de servico (x;, em anos) e renda (y, em reais) de
profissionais de certo segmento.
Outra variavel a ser considerada é se os individuos possuem ou Nao curso superior:

) 1, se possui curso superior
X2 = I\X) = Sy
0, caso contrario

» Este exemplo envolve uma variavel quantitativa e outra categorica
(analise de covariancia).



Multiplas Regressoes: preditoras categorica e continua

8000

7500

7000

6500

6000

5500

5000

renda

4500

4000

3500

3000

2500

2000

Curso superior
* sim
® néo e
*
*
*
*
*
L
* °
X L
L
% o e
L]
*
[ ]
T T T T T T T T T
0 3 6 9 12 15 18 21 24

tempo de servico

Objetivos:

» Ha relacao entre tempo de
servico e renda?

» Arelagao € a mesma para
profissionais com e sem curso
superior?

Vij ~ N, 0°)
By = Bo + Bix,; fiam
Yol ,82)(2[ it

UFPR
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Modelos UFPR
» Modelo 1: Uma Unica reta € capaz de explicar a relacao entre renda e tempo de
servico para os dois grupos (com e sem ensino superior):

y=po+Bixi+ ¢ (1)



Modelos UFPR
» Modelo 1: Uma Unica reta € capaz de explicar a relacao entre renda e tempo de
servico para os dois grupos (com e sem ensino superior):

y=Fo+ Fixi+ € (1)
» Modelo 2: Cada grupo tem sua propria reta, mas as taxas de variacao sao as

mesmas (apenas os interceptos sao diferentes):

y = Bo+ Bixi + Baxz + €. (2)



Modelos UFPR
» Modelo 1: Uma Unica reta € capaz de explicar a relacao entre renda e tempo de
servico para os dois grupos (com e sem ensino superior):
y=Fo+ Fixi+ € (1)
» Modelo 2: Cada grupo tem sua propria reta, mas as taxas de variacao sao as
mesmas (apenas os interceptos sao diferentes):
y = po + Bix1 + Brx2 + €. (2)

» As retas de regressao especificadas pelo modelo 2 sao as seguintes:

y = Bo + Bix1 + e (para aqueles que nao possuem curso superior);
y = (Bo + B2) + Bix; + € (para 0s que possuem curso superior).



Modelos

UFPR

» Modelo 3: Cada grupo tem sua propria reta, com interceptos e taxas de variacao

distintos:

y = Bo+bixi + BaXa + B3xaXt €.

64



Modelos Chon

» Modelo 3: Cada grupo tem sua propria reta, com interceptos e taxas de variacao
distintos:

y = Po+bixi + Baxa + Baxixa + €. (4)
» As retas de regressao especificadas pelo modelo 3 sao as seguintes:

y = Bo + Bix; + € (para aqueles que nao possuem Curso superior);
y = (Bo+ B2) + (B + B3)x1 + € (para 0s que possuem curso superior).

(5)

CE092 64



Modelos ajustados

UFPR
8000 Curso superior 8000 Curso superior 8000 Curso superior
* sim * * sim o * sim

7500 @ ndo 7500 @ ndo 75004  ® ndo

7000 % 7000 7000

6500 * 6500 6500+

6000 6000 6000

5500 - 5500+ 5500
8 * 8 3
£5000+ ° £5000- 5000+
[} o o
g »* > o) 2

4500+ ° 7 4500 4500+

.
4000+ 4000+ 4000+
* .
()
3500+ * L] 3500+ 3500+
.

3000+ 3000+ 3000+

2500+ 2500+ 2500

2000+ 2000+ 2000

=R AT AN A - T T DA TR T T T Timimeia e 1T 0
07 376- 912 5. 18 21 Cgan 03 6 WS 124 15 18J121 24 0 3 6 9 {lAEsn 18 21, 24

tempo de servico

tempo de servico

tempo de servico
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Escolha de modelos e interpretacao UFPR

Inferéncia sobre 0s B’'s respondem aos objetivos:

» Ha relacao entre tempo de servico e renda?
» Arelacao é a mesma para profissionais com e sem curso superior?

» Modelos encaixados
» Modelo 3:
y = Bo+ Bixi + Boxa + Baxixa + €.

» Modelo2: B3 =0
y = Bo+ Bixi + Boxa + €.

» Modelo1: B35=0ep =0
y = Po+Bixg+ e

Respostas pelos paradigmas de inferéncia (frequentista, verossimilhanca, bayesiano).



Renda: comparacao e escolha de modelo
ANOVA para modelos aninhados

Res.Df RSSEIPI——St' M of Sq F  Pr(>F)
Modeloo 19 30510695.00
Modelo1 18 16349321.51 1 14161373.49 349.97 0.0000
Modelo2 177 326422414 1 13085097.37 323.38 0.0000
Modelo3 16 64742613 1 2616798.01  64.67 0.0000
Summary do modelo escolhido

Estimate Std. Error tvalue Pr(>[t|)

(Intercept) 2751.0668  178.2765 15.43 0.0000

X1 881441 10.7446 8.20 0.0000

X2 -1M47491  235.0906 -0.49  0.6321

X1:X2 117.8118 14.6500 8.04 0.0000

UFPR
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Renda: coeficientes e modelos ajustados UFPR

Expressoes do modelo ajustado:

y = Bo + Bixi + € (para aqueles que ndo possuem curso superior);
y = (Bo+ B2) + (B1 + B3)x1 + € (para 0s que possuem curso superior).

8000—{Curso superior
* sim

beta0 beta1 beta2 beta3 :Zit o néo
2751.07 8814 -11475 117.81 o500
~ . 6000
Interpretacao do modelo ajustado: - |
» Sem curso superior ’°j§;‘i
» renda inicial: By = 2751.07 o]
» incremento anual de renda: 81 = 88.14 3001 i
g 3000+
» Com curso superior 200y 727
» renda inicial: By + B> = 2636.32 fFL 1 saEes 9

0 3 6 e 12 15 18 21 24

» incremento anual de renda: B + B5 = 205.96

tempo de servico



Regressao multipla

Hegression Flane

» -
w “‘."'f .
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A :.".4.
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o .
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. la
* * -

Figura 8. Regressao multipla

UFPR

Y; ~ N, 0*)
Ui = Bo + Bix+ Bpxo, + M1
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Exemplo - Predicao de massa gorda UFPR

» Base de dados fat do pacote faraway. O objetivo € ajustar um modelo de regressao
para predizer a porcentagem de massa gorda de um individuo (brozek) com base
nas seguintes variaveis:

» neck: Circunferéncia do pescoco;

» chest: Circunferéncia do peito;

» abdom: Circunferéncia do abdomen;

» hip: Circunferéncia do quadril;

» thigh: Circunferéncia da coxa;

» knee: Circunferéncia do joelho;

» ankle: Circunferéncia do tornozelo;

» biceps: Circunferéncia do biceps estendido;
» forearm: Circunferéncia do antebraco;

» wrist: Circunferéncia do pulso.



Exemplo - Predicao de massa gorda UFPR

brozek neck chest abdom hip thigh knee ankle biceps forearm wrist

K] \
B yby  diy  wopge Iseyd i

by
WS
1Y)
%
“n
AT
\
>

Figura 9. Analise descritiva.



Exemplo - Predicao de massa gorda UFPR

2
Yj ~ N(u;, %)
pi=PBo+ Bixi, + Baxo, + ...+ Bioxio,

» De maneira geral, as medidas realizadas estdo (positivamente) correlacionadas com
0 percentual de massa gorda;



Exemplo - Predicao de massa gorda UFPR

2
Yj ~ N(u;, %)
pi=PBo+ Bixi, + Baxo, + ...+ Bioxio,

» De maneira geral, as medidas realizadas estdo (positivamente) correlacionadas com
0 percentual de massa gorda;

» O ajuste de um modelo de regressao linear multipla permitiria predizer o percentual
de massa gorda com base nas demais medidas;
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2
Yj ~ N(yj, 0%)
pj = Bo+ Bixi, + Baxz, + ...+ Broxa,

» De maneira geral, as medidas realizadas estdo (positivamente) correlacionadas com
0 percentual de massa gorda;

» O ajuste de um modelo de regressao linear multipla permitiria predizer o percentual
de massa gorda com base nas demais medidas;

» Além disso, podemos notar, conforme esperado, que as medidas de circunferéncias
estao correlacionadas entre si;



Exemplo - Predicao de massa gorda UFPR

2
Yj ~ N(yj, 0%)
pj = Bo+ Bix1, + Baxo, + ...+ Bioxao,

» De maneira geral, as medidas realizadas estdo (positivamente) correlacionadas com
0 percentual de massa gorda;

» O ajuste de um modelo de regressao linear multipla permitiria predizer o percentual
de massa gorda com base nas demais medidas;

» Além disso, podemos notar, conforme esperado, que as medidas de circunferéncias
estao correlacionadas entre si;

» Alem disso, a analise de regressao permitiria avaliar a associacao de cada medida
com o percentual de massa gorda (ajustada pelos valores das demais medidas), e,
eventualmente, selecionar as mais importantes para predicao.



Regressao Linear ou nao linear?

Altura (cm)
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(e¢)

Y; ~ N(y;, 0°)
=
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Regressao Linear ou nao linear?

50

30 40
| |

Altura (cm)
20

0 2 4 6
Idade da planta (semanas)

(e¢)

10

Y; ~ N(g;, 0°)
ui= Bo + B1x;

UFPR
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Regressao Linear ou nao linear?

Altura (cm)
30 40
|

20
|

10

T T T T
0 2 4 6
Idade da planta (semanas)

(e¢)

UFPR

Y; ~ N, 0°)
ui= Bo+ Bix;
Hj= f(xj)
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Um modelo nao linear
Modelo de crescimento logistico:

UFPR
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Um modelo nao linear UFPR
Modelo de crescimento logistico:

f(x) 4

~ 1T+ exp(—(x — O)/9)

Reescrevendo com letras romanas para observadas e gregas para estimadas:
Y ~ Ny, o°)
k. Bo
1+ exp(—(x; — B1)/B2)

Hj



Um modelo nao linear
Modelo de crescimento logistico:

F(x)

7 A
= r=()/S)

Reescrevendo com letras romanas para observadas e gregas para estimadas:
2
Yj ~ N{g;, o)
bo

B = ¥ exp—(x — A1)

Interpretacoes dos parametros:

» A(By): assintota: até onde a planta cresce

» C(B1): tempo de meia vida: tempo para atingir metade do tamanho maximo
» S(By): taxa: velocidade que a planta cresce

Ajuste de modelos nao lineares por métodos numéricos que exigem "chutes" iniciais.
As interpretacoes dos parametros podem ajudar na definicao dos valores iniciais.
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Linear e nao linear
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UFPR

50
I

40

30
L

20

T T T T T T
0 2 4 6 8 10
Idade da planta (semanas)

N

T T
6
Idade da planta (semanas)

10

T T T T T T
4 6 10
Idade da planta (semanas)
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Linearidade UFPR

» Um modelo de regressao € linear se

of(x; B)
= ©)

nao depender de B;, para todo j =0,1,... p.

» Ou seja, num modelo de regressao linear, ao se derivar parcialmente em relacao a
um parametro B;, o resultado nao depende de qualquer dos B;.

Modelos de regressao linear podem ser escritos na forma matricial:

Y =X Bus KO

nx1 nxp px1 nx1



Lineares e Nao Lineares
1. y=PBo+Bix+e

2.y =Bo+Biln(x) + ¢

. g=/90+/91x+/92x2+/93x3+6

w

~

. y=PBo+Bixi+Pxo+ B3+ e

ul

. y=PBo+ B ln(x1)+%+ﬁ3x1xz+e

(@)

- g:Bo—i-quBzXZ—i-E

7. y — ’|+BP‘|BZY + €

8. y = Bosen(B1 + Box) + €

UFPR
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Exemplo - Reacao quimica

UFPR

Velocidade de uma reacdo enzimatica (y, expressa em contagem/minz) e a concentracao
de certo substrato (x, em partes por milhao) em 12 repeticoes de um experimento.

Tabela 3. Dados - reacao quimica

200 o o
180 - e
Repeticao X y Repeticao X Yy o 0
1 002 47 7 B o
2 0.06 97 8 0.06 107 %io{ ©
3 «BH-— 23923 9 ®1 159 Ewodl:
4 g 152 10 822 %9 [ wl-
3 0.56 191 1 @56 201 d
6 110 200 12 10 g7 g ; ‘ —~=

T T T T
0P| 01 W2 03 04 05 061 CGiZ WEIBE 09 1.0 % 18
Concentragédo (ppm)
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Exemplo - Reacao quimica

» Observamos uma relacao nao linear entre as variaveis.

UFPR
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Exemplo - Reacao quimica UFPR

» Observamos uma relacao nao linear entre as variaveis.

» Ao invés de considerar um modelo polinomial, podemos recorrer a teoria da
guimica e utilizar o modelo de Michaelis-Menten, que descreve adequadamente
problemas de cinética enzimatica.



Exemplo - Reacao quimica UFPR
» Observamos uma relacao nao linear entre as variaveis.
» Ao invés de considerar um modelo polinomial, podemos recorrer a teoria da

guimica e utilizar o modelo de Michaelis-Menten, que descreve adequadamente
problemas de cinética enzimatica.

» Vamos considerar f(x, B) = f;gz, ajustando o seguinte modelo de regressao nao
linear:



Exemplo - Reacao quimica UFPR

» Observamos uma relacao nao linear entre as variaveis.

» Ao invés de considerar um modelo polinomial, podemos recorrer a teoria da
guimica e utilizar o modelo de Michaelis-Menten, que descreve adequadamente
problemas de cinética enzimatica.

» Vamos considerar f(x, B) =
linear:
y=~fx,B)+e
A B x
X+ B

f;gz, ajustando o seguinte modelo de regressao nao
2
N - Ny, o)
AL Bix
N LB

81



Ajuste do modelo

UFPR

o
200 — o

=

©

o
|

(o))

(g:_[mini)
5 3
L

=

o N

= &
| |

Velocidade

[o5)
o
|

D
o
|

T T T T T T T T T T T T
0.0 #¥0.1 f02 03=-04 05 06 0.7 g618 09 1.0 1.1
Concentragéo (ppm)

Figura 10. Dados de reacao quimica e modelo nao linear ajustado
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Exemplo - Reacao quimica UFPR
rquim.fit <- nls(y ~ bl*x/(x+b2), data = rquim, start = list(b1=200, b2=0.2))
summary (rquim.fit)

##

## Formula: y ~ bl * x/(x + b2)

#i#

## Parameters:

#i# Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

## b1 2.127e+02 6.947e+00 30.615 3.24e-11

## b2 6.412e-02 8.281e-03  7.743 1.57e-05

##

## Residual standard error: 10.93 on 10 degrees of freedom
##

## Number of iterations to convergence: 5

## Achieved convergence tolerance: 5.563e-06

Estimate Std. Error tvalue Pr(>]t])
b1 212.68 6.95 30.61 0.00
b2 0.06 0.01 774 0.00




Exemplo - Reacao quimica
Seria 0 mesmo modelo?

Modelo nao linear:

Pix ==,
X+ B

UFPR
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Exemplo - Reacao quimica
Seria 0 mesmo modelo?

Modelo nao linear:

Bix
= =
y x+ B 2
E reexpressando o preditor:
1
gl X sl ng i
y Bix
1 X B> :
- B e
@ 01 8 pix
Y =B +BiX + e
em que:
=4 ¥=- | =5 i
g y X & B & B

Modelo de regressao linear simples com transformagao e reparametrizagao.

UFPR
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Ajustes dos modelos nao linear e linearizado

Escala Original Escala transformada
o = . o]
200 o N} —— nao linear
o o . .
S —— linearizado
180 —
"£160
£ g
40 3
5 2°
®120 5
s o
3100 =
o )
> 80 - logLik = -44.6 )
logLik =-57.6
60 — 0
o
=
=1 -1— TfsT R 7 o 7 T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 10 20 30 40 50
Concentragdo (ppm) 1(1/x)

Figura 11. Dados de reacao quimica e ajustes dos modelos

UFPR

Modelo nado-linear (base teorica) ajustado na escala original e linear (empirico) ajustado

na escala transformada.
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Regressao Heterocedastica

10
°] \
6 \
\u
4 - .
D LS
2 \\ o ° ° }/
®c o | oTmise = B
0 2 7\3:2\//0
-2 //°// /A
—A— X,

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 12. Regressao com erros heterocedasticos (variancia nao constante)

0.7

0.8

0.9

1.0

UFPR

Y; ~ N(y;, o)

uj = Bo + Bix;
2
U/- = )/Z/'

(caso particular : z; = x)
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Regressoes: parametros aleatorios (variaveis latentes)

[Y[x, ai] ~ Normal(y, o)

f— Q(Ylx, ai) =n(x,6, ai) ]

Bo+ B1x

(Bo + ai) + B1x

Figura 13. Regressao com efeito aleatorio

Ylj &~ N(:Uijr 02)
tij = (Bo + ai) + Bix;
ai~ N(0, a?)

UFPR
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Regressao: especificacao geral UFPR
_ Distribuicao

— L Normal, Beta,
j Poisson, Binomial, ...

I, R Termos experimentais,
Varidvel resposta «—— Y|x ——> qusas de gariaﬂ;éo.
/t")\l If_.}\
= ey
' ¥
Q(YIx) =n(x,6)
Quantidade I L@» Pararpetrps _
Meédia, quantil, <3 — Empiricos, interpretdveis.
parametro, ...
Funcao Explicati
: _ xplicativa
Linear, nao linear, +{(5— G+ p -
semiparamétrica, .. Meétrica, categorica.

Figura 14. Modelo de regressao de forma geral.



Generalizando ainda mais o modelo de regressao

» Avariavel resposta pode ter um valor intervalar (ou censurado).
Exemplo: analise de sobrevivéncia (tema de outra aula).

UFPR
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Generalizando ainda mais 0 modelo de regressao UFPR

» Avariavel resposta pode ter um valor intervalar (ou censurado).
Exemplo: analise de sobrevivéncia (tema de outra aula).

» Os preditores podem conter nao apenas efeitos (variaveis) fixas (ou fixadas) mas
também incluir termos aleatorios (ndo observados).
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» As observacoes podem ser nao independentes (dados longitudinais, espaciais,
agrupados, dentre outras possiveis estruturas de dependéncia).



Generalizando ainda mais 0 modelo de regressao UFPR

» Avariavel resposta pode ter um valor intervalar (ou censurado).
Exemplo: analise de sobrevivéncia (tema de outra aula).

» Os preditores podem conter nao apenas efeitos (variaveis) fixas (ou fixadas) mas
também incluir termos aleatorios (ndo observados).

» As observacoes podem ser nao independentes (dados longitudinais, espaciais,
agrupados, dentre outras possiveis estruturas de dependéncia).

» O modelo usual relaciona a média a covariaveis. Pode se relacionar a variancia (reg.
heterocedastica) ou também outros parametros ou caracteristicas da distribuicao
da variavel respostas (GAMLSS).



Generalizando ainda mais 0 modelo de regressao UFPR

» Avariavel resposta pode ter um valor intervalar (ou censurado).
Exemplo: analise de sobrevivéncia (tema de outra aula).

» Os preditores podem conter nao apenas efeitos (variaveis) fixas (ou fixadas) mas
também incluir termos aleatorios (ndo observados).

» As observacoes podem ser nao independentes (dados longitudinais, espaciais,
agrupados, dentre outras possiveis estruturas de dependéncia).

» O modelo usual relaciona a média a covariaveis. Pode se relacionar a variancia (reg.
heterocedastica) ou também outros parametros ou caracteristicas da distribuicao
da variavel respostas (GAMLSS).

» Varias outras possiveis extensoes.



Reflexoes UFPR

All models are wrong but some are useful

George Box

No matter how beautiful your theory, no matter how clever you are or what your name is,
If it disagrees with experiment, it's wrong.

Richard Feynman

Far better an approximate answer to the right question, which is often vague, than an
exact answer to the wrong question, which can always be made precise.

John W. Tukey



